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SíMBOLOS Y ABREVIATURAS 

Sigúicndo conveniós muy generalizados adoptarnos los si
guientes: 

¿ A ángulo A 

ÁB arco ' AB 
b. triángulo 
'-' semejante 

Los grupos de 3 cifras en un número entero o decimal se 
separan por un espacio en blanco y no por un punto; y la parte 
entera de la decimál mediante una coma en la parte inferior, 

Eje.: 82 534 891 306,427 52. 

Los nombres de ' las unidades, incluso los formados de nom
bres de sabios, se escriben con minúscula; con todo, en este 
ÚItirilO caso la primera letra del símbolo se escribe con ma
yúscula, 

Ej.: 9 kilogramos: 9 kg 
· 6 amperios : 6 A 

Los símbolos se escriben sin punto final (a menos que sean 
final de frase) y sin s de plural. 

Ej.: 5 m, 64 kg y no S m., 64 kgs. 

Estos símbolos no se escriben entre la parte entera y la de
cimal sino después del número. 

Ej,: 325,45 pts, 28,50 mm 

Si el símbolo de un múltiplo o submúltiplo ll eva un expo
nente, éste afecta a todo el símbolo. 

Ej.: dam :>' significa (dam)2 , área de un cuadrado de 10 m 
de lado, es decir, 100 m :>' y no da(m)2, o sea, 10 m 2 

De igual modo el cuadrado de 38 y de AB se escribirá 38 2 , 

AB! sin necesidad de poner (38)2, (ABr ~i 382, AB 2 . 
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lo Angulos 

lo ¿Cuál es la suma de los ángulos cuyos valores respectivos son : 

l ° 14° 37', 38' 46 ' , 25° 53 ' ? Resp. 7<Jo 16' 
2.' 18° 35 ' , 22° 23', 150 41'? » 56' 39' o, 
~. S' 18', 11 ' 27', 130 52' ? » 30<> 37' 

2. ¿Cuál es la d iferencia entre los ángulos cu yos valores respectivos son: 

1.0 84° 47' Y 520 24'? Resp. 32' 23 ' 
2.0 65° 18' Y 25° 46 ' ? 

.3. ¿Cuál es la medida de un ángulo: 

1.0 Que es triple de otro de 150 37'? 
2. 0 Que vale cuatro veces un ángulo de 210 36' ? 
3.0 Que vale la quinta parte que otro de 96°? 

}) 39° 32' 

4.0 Que vale la cuarta parte que otro de 1080 65 ' 21 " ? 
5.° Que vale el tercio de un ángu lo de 1270 24' 13" ? 

Resp. l.' 15° 37' X 3 ~ 46' 51 ' 
2. 0 21 ° 36' x 4 ~ 86' 24' 
J. ' 96' : 5 ~ 19' 12' 
4. ' 109' 5' 21 " : 4 ~ 27' 16' 20" 1/4 
5.0 127' 24' 13" : 3 ~ 42' 28' 4" 1/ 3 

4. ¿Cuál es el complemento: 

1.0 Del ángulo de 28°? 
2.0 Del ángulo de 38° 32'? 
3.0 Del ángulo Cle 6.5 0 15 ' ? 

Resp. 900 - 280 = .62° 
» 900 - 380 32' = 51° 28 ' 
» ·90' ~ 65' 15' ~ 240 45 ' 
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5. ¿Cuál es el suplemento: 

1.0 Del ángulo de 89°? Resp. 180° - 89° = 91° 
2.° Del úngulo de 113° 3S'? )} 180° - 1130 35 ' = 66" 25 ' 

6. Hállese el suplemento de la suma de los ángulos :-;iguientes: 22° 35 ' y 
98° 45' 5 " 

180' - (22" 35' + 98' 45' 5") ~ 58" 39' 55" 

i. La suma de dos ángulos e.s 8° 4i' 23" Y su diferencia l u l ' 1 " . ¿Cuáles 
son esos ángulos? 

Allgulo /I/ayor 
8°47' 23 " --L 1" l ' 1" = 4° 54' 12" 

2 

Allgulo menor 
8° 47 ' ?3 " - 1° l ' 1" 3° 53'11 " 

2 

8, A verígüese: 1." en grados sexagesimales, 2.0 en grados centesimales, 
el complemento y suplemento del ángulo 3/ 8 de recto . 

1." 90° - 90° x 3 90" ( 1 n = 90° 5 56" 15' " 8 8 

180° 90° x 3 90' (2 - n = 90° 13 146° 15 ' x 
8 8 

2.° 100' 100' X 
3 lOO g 5 

62,50~ x 
8 8 

200>: - 10W x --ª- = long x 13 = 162 5W 
8 8' 

9. Dados los ángulos consecutivos 32° 41' Y 48° 35 ', hállese en grados 
sexagesimales y centesimales el ángulo que forman sus bisectrices. 

1 El ángulo que forman las bisertri{"{'s es ij!llal a la selllisullla de los áll.![/llo.~ dados, 
lllego: 

• l . ° En grados sexagesimales .no ·H' + +8° 35 ' = 400 38' 
2 

• 2.° Estos ¡¿rados, com:ertidu$ el! grados celllnil//(/!es, (/(11"(11/: 

40° 

38' 

POI" tanto: 

40 X 10 ~ 44 , 4+44" 
9 

38 x 10 
60 X 9 

40° 38' ~ 45 , 1481' 

10. Dos ángulos consecutivos valen respectivamente 11/ 15 y 19/1 5 de 
ángulo recto. Calcúlese en grados sexagesimales y centesimales lo que vale el 
ángulo que forman sus bisectrices. Consecuencia: 



Suma de los ángulos: 

~90° ...L 19 X 90° 
15 . 15 

AI/gulo de las bisectrices: 

1800 = 90u 

2 

Al"iGliLOS 

30 X 90· 
1 S 

180° o biell 200~ 

o bien 200 ~ 100 ' 
2 

II 

Co nsecuencia. - Las bisectrices df! dos ángulos mplemenlarios forman 1111 

ángulo recto . 

11. D os ángu los opuestos por el vé r tice valen cada uno 120°. H állese 
la suma d e los ángu los que fo rman las bisectrices, situados a un m ismo lado 
de éstas. ¿E s esta suma independiente del valor de los ángulos? Consecuencia. 

La bisectriz forma COll los lados del ángulo, ángulos de 60°; el que formol1 las 
prolongaciones de los lados es también de 60°; la S/lmo sera : 

60° ...... 60° + 600 = 180° 

Dicha Sl/11Ia es independiente del valor de los áng/llos dados. De oqui: 

Consecuenc ia . Las bisectrices de dos ángulos opllestos pOI" el 'l·él-tice estáll 
('/1 /;11(;'(1 recta . 

12. La lat itud de Dunkerque es de 5{)O 2' ).!., y la de Barcelona, que 
estú sobre el m ismo meridiano, es de 4 1° 23' ~. Calcúlese la distancia angu la r 
cntre estas dos ciudades. En una esfera terrestre dicha d istancia mide 5,8 cm. 
¿Cuál será la longitud de un meridian·o en esa esfera terrestre? 
• 1.° El arco comprendido entre Barcelona y DUllkerque sera: 

50° 2' - 41° 23' = 8° 39' 

• 2,° J·lidiendo este arco 5,8 cm, el meridiallo entero sera: 

';,8 x 21 600 241 4 519 = , c m por exceso . 

13. La diferencia de dos ángu los es 
de 9()O. ¿Cuánto \-aldrá el ¡."Íngulo que for
m.lO sus bisectricC:!s? (fig. 1). 
• 1.0 Los auglllos fiellt:u el mismo origen. 
por ejemplo, los ángulos AOC y AOB. 

SeaL.. AOC = L a; L AOB = 90° I L a 

¿ AOD ~ 45. ~ ¿ a" ¿ AOF ~¿ a 
2 - 2 

de donde ¿ FOD ~ 45" _4:..2.. 
2 

F' 

e 

• 2.1' Los ángulos AOB y BOC ' son colIsecut.h·os. 

E"tollces será: L DOF' = +50 ....... L a . 2 
¿ a 
2 

B 

o 
Fig. 

45° - L a 

D 
/ 

e 

F 

A 
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14. Cinco rayos o semirrectas forman alre
dedor del punto O fos cinco ángulos consecutivos 
La ~ 25°; L b ~ 600; L e ~ 900 ;L d ~ 120°, YLm 
que abarca lo restante del p lano. H állese el valor de 
los dos ángulos que forma la semirrecta opuesta a 
la cuarta con los lados del ángulo m (fig. 2). 

La semirrecta opuesta a la cuarta determina el " 
~uplemento de los ángulos situados en una misma región 
de esa recta, esto . es: 

L x ~ 1800 - (900 + 600 + 250) =e 50 
L y ~ 180° - 1200 ~ 600 

15. Cinco rayos o semirrectas Que p"arten del 
punto O forman cinco ángulos proporcIOnales a los númerps 2, 3, 4, 5 y 6. Calcú
lese el valor de esos ángulos en grados sexagesimales y centesimales. 

La suma de los ángulos dados es 3600 , la cual, dividida en partes proporcio
nales a los números 2,3,4,5 y 6, dará: 

EL L O, 3600 X 2 
20 

~ 18 x 2 ~ 36o 

• 2.°: 18 x 3~ 540 o bien 60 ' 

• 3.°: 18 x 4 ~ 72° • SO ' 
• 4.°: 18 X 5~ 90° lOO ' 
• So, . 18 x 6 ~ 108° 1ZO ' 

16. Tres semirrectas OA, OB, OC (fig. 3) 
forman alrededor del punto O los tres ángulos 
consecutivos iguales: 

o bien 40' 

A 

LAOB ~ LBOC ~ LAOC 

Demuéstrese que la bisectriz de cada án gulo es 
la prolongación de un lado. 

Uno de los tres ángulos iguales valdrá.-
c----o+--- D 

3600, 3 ~ 120° 

Sea OD la bisectriz. deLAOB , tendremos: 

L AOD ~ 1200 , 2 ~ 60° 

dedondeL AOC + L:: AOD ~ 1200 + 600 ~ 1800 . 

Los angulas adyacentes AOC y AOD tendrán, 

8 

pues, sus lados exteriores OC y OD en línea recta, siendo OD la prolongación 
deCO. 

17. Señalar sobre una recta XY cuatro puntos A, B, C. M tales que: 

A 8 M e 
Fig.4 

v 
AB + AC ~ 10 cm 
AC - AB ~ 2 em 
AM ~ 4CM 



> 

ÁNGULOS 

Sumando las dos Rrimeras igualdades, resulta: 

2AC = 12 ~m es decir AC = 6 cm 

Marcado el punto A (fig. 4) , se toma AC = 6 cm 
AB ~ 6~2 ~ 4cm 

13 

Como Al"! = 4CM resulta AC = 5Cl'vI. Luego para hallar M, se divide AC 
en cinco partes iguales: 

6: 5 ::::::; 1,2 cm 
AM = 1,2 X 4 = 4',8 cm 

18. Dado un puñto M en el interio r de un ángulo de 39°, hállese en grados 
centeSImales el ángulo que fonnan . las perpen- -
d¡culares trazadas a los lados del ángu lo dado 
(figura 5). e 

39ó ~ 39' x lO ~ 43 3333' 
9 ' M 

El L CMB suplemento del¿CAB será: 

L CMB" ~ 200' ~43,3333 ' ~ 156,6667' 
A4---------~B~---

19. Dado ~l ángulo A = 82.0 del triángulo 
ABe. averi!w~r el ~ngulo D fprmado por· las 
bisectr ices de los otros dos: 

1.° Cuando las bisectrices son interiores. 
2,0 Cuando una es interior y otra exterior (fig . 6). 

Fig. 5 

D ense los resultados en grados sexagesimal~ y centesimal~s. 

Fig. 6 

• 1.0 En el b.BDC: 

L D ~ 1 8()O~ L B + Le 
2 

En elb. BAe: 

L B + L e ~ 1800 ~LA ~ 1800 ~ 820 ~ 98' 

Lueg~ , L B + L e ~ 98"· ~ 49' 
2 2 

Por tanto : .L D ~ I~UO ~ 490 ~ 131' 

• 2.° En el LDD'C: L D CD.' = 90° (his bisectrices de L C son .perpen-
diculares). 

Por ser áng. exterior: L BDC = 90° + L D' 
Luego L D ' ~L BDe ~ 90' ~ 131 0 ~ 90' ~ 41' 
Expresándolo en grados centesimales, vendrá.-

L D ~ 131 x lO ~ 1455555' 
· 9 ' 

L D ' ~ 41 X lO ~ 45,5555 ' · 
9 
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11. Perpendiculares Y: oblicuas 

20. Dados dos puntos A y B, tomados fuera de una recta CD (fig. 7) 
Y en el mismo semiplano, hallar sobre ésta un punto que equidiste de aquéllos. 

El lugar geométrico de los puntos equidistar/tes de A y B es la mediatriz de AS; 
el punto P en que ésta corta a CD, es el pumo que se busca. 

A 

· 8 

e p 

Fig.7 

o 

A 

C----~~~~~D 
B 

Fig.8 

21. Dados dos puntos A y B a distinto lado de una recta cn (fig. 8), hallar 
sobre ésta otro punto que l quidiste de aquéllos. 

901110 en el problema anterior, el punto de intersección de la mediatriz del 
segmento AB con la recta CD será el punto pedido. 
• Si 1(1 mediatriz de AS fuese paralela a CD 110 habría solución. 
• Si lds puntos A y B estuviesen a igual dist011cia de la recta CD, el punto medio 
de AS seria la solución. 
• Si la mediatriz de AB coincidiese con CD, cualquier punto de CD sería solución. 

22. Dado un segmen to rectilíneo AS (fig. 9), hallar, si rviéndose sólo del 

e 

, x 
E F A 

o 

Fig. 9 

x , 
B F' E' 

compás, otros puntos que pertenezcan a la pro
longación del segmento dado. 

Tanto los pu1ltos que se buscan, como los pun
tos A y B, equidistan de e y D, simétricos respecto 
del segmento dado. Así, pues, éste será la mediatriz 
de CD; por tatlto, después de haber hallado los 
puntos C y D, desde éstos como centros, se describen 
arcos de radios 

CF = OF Y CE = D E, elc. 

23. Dados dos puntos A y B fuera de una 
recta y en la mism a región, hallar el camino más 
corto para ir desde A a B tocando a la recta 
dada (fig. 10). 

Sea P el PUtlto que se busca y A' .el simétrico de A respecto de CD; se tielle: 

PA' = PA Y PA + PB = A'B 
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Para cualquier otro punto P' de la Tecta en, se tiene: 

A 'B < A 'P' + P'B 

Por tanto, se halla el plinto A' simétrico de A respecto de CD, se tr'.:Iza A 'B 
y el punto de intersección P con CD será el punto pedido. 

24. D ados dos puntos A y B, situados fu era de una recta en (fig. 11 ), 
Y a d istinto lado de la misma, hallar sobre esta recta un punto D ta l que la di
fe rencia de sus distancias a los puntos A y B sea la mayo r posible. 

Sea D el punto buscado y B' el simétrico de B respecto de eD; se tiene: 

pero 
luego 

DA - DB ~ DA - DB' ~ AB' 

Para otro punto cualquiera, P, de en se tendrá: 

PA - PB ~ PA - PE' 
PA - PB' < AB' 
PA - PB < AB' 

AB' es , por tanto, la dtferencia máxima. 
Para obtet/erla se lme A COll el simétrico de B respecto de en y el punto de 

intersección, D, de ambas rectas es el punto pe.dido. 

111, Triángulos 

25. ¿Cuál es la medida de un ángulo de la base en un triángu lo isósceles, 
si el ángu lo del vértice va le 35 0 24'? 

1800 - 350 24' 
2 

1440 36' ~ 720 18' 
2 

26. En un t r iángulo uno de los ángulos tiene 19°43' X el segundo 1050 31 '," 
¿Cuántos g rados tendrá el áI)gulo exterior al tercero? ' 

El ángulo pedido es igual a la suma de los ángulos dados" 

190 43' + 1050 31' ~ l2So 14'. 
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27. El ángulo del vértice de un triángulo isósceles mide 42° 28'. ¿Cuál 
es el valor del ángulo exterior formado por uno de los lados iguales y la prolon
gación de la base? 
· En -un triángulo isósceles cada ángulo de la base es la mitad del suplemento 
del ángulo del vértice.-

Angula pedido: 

180 ~ 42° 28' ~ 680 46 ' 
2 

180° ~ 68° 46' ~ 111° 14'. 

28. Calcular los ángulos de un triángulo en los "casos siguientes: 

1.0 L B ~ 2 L A y L e ~ 3 L A 
2.0 L A ~ 3 L B y ¿' e ~ 45°. 
3.0 ¿' A + ¿' B ~ 90° y Le ~ L A ~ 30°. 
4.° , LA ~ LB ~ 45° yLA ~ Le ~ 300. 

En todo triángulo tenemos: L A + L B + L e = 1800 

. Remplazando valores tendremos: 

• 1.0 L .A + 2 ¿' A + 3 L A ~ 180° o sea 6 L A ~ 180° 

de donde L A ~ 30° ¿, e ~ 90o 

• 2.0 3 L B + LB + 45o~1800 osea 4¿,B = 135° 

de donde L B ~ 33° 45 ' y L A ~ 1010 15' 

• 3.° 900 + L e ~ 180" dedol/de L e ~ 9Qo 
I L A ~ L e ~ 300 ~ 90° ~ 30° ~ 600 

L B ~ 90° ~ L A ~ 900 ~ 600 ~ 300 

• 4.0 [B = L A ~ 45° y L e ~ L A ~ 30° 

de donde ¿' A + L B + L e ~ LA + [ A ~ 45° + ¿' A ~ 30° ~ 180° 

y 3 L A ~ 180° + 750 ~ 255° 

y L A ~ 85°; L B ~ 85° ~ 450 ~ 400; L e ~ 850 ~ 30° ~ 55° 

29. El" ángulo que forman las bisectrices de lós ángulos adyacentes a la 
. base de un triángulo isósceles vale tres veces más que el del vértice. ¿Cuál será 
en grados centesimales el valor de éste? 

Por hipótesis: 

de donde 

200' ~ LB +L C ~ 3 L A 
. 2 

400' ~ L B ~ L e ~ 6 L A 
400' ~ LB + L e + L A,+ 5 ¿' A 

5.L A ~ 400' ~ 200' ~ 200' 
L A ~ 40 ' ' 
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30. Los ángulos del triángu lo ABe (fig. 12) valen: 
Prolongando AS una longitud BD = BC, calcú
lense los ángulos del t r iángulo CBD . 

En el L'.CBD: L B ~ ISOo - 1OÜ" ~ SÜ". 
Por Sfr .6.CBD isósceles: 

A 

8 1--_ _ 

31. Los ángu los B y e de un triángulo 
valen: L B = 750, L e = 35°. H allar: 

1.0 L os ángu los formados por las alturas 
tomadas dos a dos. 

2.0 Los ángulos formados por las bisec
t rices, tomadas tam"bién dos a dos. 
• 1. o Siendo las alturas perpendiculares a los 
lados, formarán entre sí ángulos iguales a los del 
triángulo; aSÍ: 

. El que forman las altuYas de 
A y B será L e = 35° 
A y C L B ~ 75° 
B Y C L A ~ 70° 

• 2.° El áug. agudo de las bisectrices de 

L Ay L B 'será LA + L B 
2 

LAy L e LA + L e 
2 

o 

~ 72° 30' 

~ 52° 30' 

L B y . L e L B + L C_ ~ 550 
2 

Fig. 12 

17 

32. 

A 

En un trián$ulo ABC, el L B = óUu y el ¿ e = 200. ¿Cuál será. 
el ángulo que forman la altura y bisectnz trazadas 
del vértice A ? 

~ 
8 H O e 

Fig. 13 

L BAH ~ 900 - dÜ" ~ 300 

L BAD = L A ~ ISOo - SOo 
· 22 

L HAD = 50° - 300 = 20° 

500 

33. Los dos ángulos aj'udos de un triángulo 
rectángulo valen L B = 240 Y Le = óóo. H aJlese e l ángu lO que forman la 
altura y mediana trazadas· desde el vértice A. 

El triáng~lo rectángulo BAC es la m itad del rectáI!Sulo BACE cuyas di::t
gonales AE y Be son Iguales, y se cortan en su punto medio U. Luego 

Al) ~ DE ~ BD ~ DC. 
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El 6.BAD es isósceles; por tanto: 

L BAD ~ L ABD ~ L B ~ · 24' 
L HAB ~ 90' - 24' = 66' 
L HAD ~ L HAB - L DAB = 66' - 24' ~ 42' 

34. En un triángulo rectángulo BAy , L B = 2/ 5 de 
recto. Calcular: 

1,0 Los dos ángulos que forma la altura AH con los 
catetos AB y AC. 

2.° Los dos ángulos que forn1an con la hipotenusa, la 
mediana AD y la bisectriz A l trazadas desde el vértice A: 

• 1.0 L B = 90° X 2/5 = 360 
L e ~ 90' - ¿ B = 90' - 3(,' = 54' 

L HAB = 90' - L B = 90' - 36' = 540 

L HAC ~ 90' - L e = 90' - 54' = 36' 

A 

& 
A 

~ e H 1 o B B o e 
Fig. 15 Fig. 16 

(También podría decirse L HAB = L e por tener sus lados respectivamente 
perpendiculares y L HAC = L B por la misma razón.) 
• 2.° El triángulo ADB es isósceles (n.o 33), luego 

L DAB ~ L B = 36' 
L ADB = 180' - 2 X LB = 1800 - 72' ~ 1080 

ADC = 180' - L ADB = 180' - 108' = 72' 
L rAe ~ L IAB = 90': 2 = 45 ' 

L AIC = 1800 
- L rAe - Le = 1800 - 45' - 54' ~ 81' 

L ArB = 180' - L Are = 180' - 81' = 99' 

35. Calcular los ángulos que forma la mediana relativa a la hipotenusa 
con las bisectrices de los ángulos agudos, siendo L B = 65 g. 

• 1.0 El triángulo DAB es isósceles (n.o 33), luego 

L DAB ~ L D BA = L B = 65 ' 

L DOB = L OAB + LABO~ L B +~= 65 ' + 325' ~ 975 ' 
2 " 



TRIÁNGULOS 19 

• 2.0 Del mismo modo, eL ángulo de Jo bisectriz ca COl1 la mediana AD es: 

L C + L e = 3Sro: ..J... 17 511 = 52 511 
2 " , 

36. En un triángulo rectángulo L B = 32°. ¿Cuánto valdrá el ¿ Al e . 
formado en el punto de intersección de las bisectrices de los ángulos A y C? 

L ACB ~ 90' - 320 ~ 5So A 

L ACI LACB 
2 

L CAI ~ 90° ~ 45' 
2 

58° = 290 
2 ~ 

L AIC ~ ISOo - ( L ACI + L CAl ) ~ ISOO 

- (290 + 450) ~ 1060 

B e 
Fig. 17 

37. Se forra un tapete cuadrado de 1,4 m de lado con tela que tiene 0, 55 m 
de anchura. ¿Qué longitud habrá que comprar, suponiendo que para fijar el 
forro al tapete hay que hacer un dobladillo de 1 S mm en las orillas del fo rro? 
¿Qué longitud tendrán las costuras que habrá que hacer para juntar piezas y 
fijar el forro en las orillas? 
• Siendo la anchura de La tela de O,5S m, habrá que juntar 3 tiras para forrar 
el tapete; cada una debe tener 

140 + (0,015 X 2) ~ 1,43 m de IOllgúud 

Forro necesario: 1,43 X 3 = 4,29 m 
• Se deben hacer dos eoslllras de 1,43 m para unir las piez as, y euafro de 1,40 m 
para fija r el forro a las orillas. 

Long. costuras: (1 ,43 X 2) + (1 ,40 X 4) = 8,46 m 

38. Valiendo los tres ángulos de un triángulo 180°, hállese el va lor de 
cada uno: 

1.° En el caso en que el menor sea 1/ 3 del mayor y cuando el mediano 
sea la semisuma de los otros dos. 

2.0 Cuando el mediano valga 300 menos que el mayor y 200 más que el 
menor. 
• 1.0 S ea x el valor del mayor. 

El mellor vald;á: ~ 
3 

y el mediano (x + ~. ): 

Por ta1l to , 

2 ~ 4x: 
3 

x + ..E. + 2x = 1800 
3 3 

x = 90° 

Los otros dos valdrán : 30° y 60° . 
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• 2.° R epresentando los valores por 

tendremos 

x, (x + 21Jo), (x + 200 + 31Jo) 

3x + 700 = 1800 

x = 1800 - 71Jo = 36040' 
3 

560 40 ' y 860 40'. y los otros serán: . 

39. Demostrar que el ángulo que forma la mediana AM cán la altura AH 

A 

ffi 
8 H M e 

de un triángulo rectángulo BAe (fig. 18) trazadas 
ambas desde el vértice d el ángu lo recto, es igual 
a LB - LC. 

Por tener sus lados perpendiculares.' 

L CAR = L B 
por tanto, LCAM +' L MAR = L B 
y L MAR = ¿ B - ¿ CAM 

El 6AMC es isósceles (n.o 33), AM = Me, 
Fig. 18 por tanto, ¿ CAM = ¿ C 

y' ¿ MAR = ¿ B - ¿ e 

40. Dado un t r iángulo ABe tal que AB < AC (fig. 19) se toma sobre 
este último lado una longitud AD = AB Y resulta que el punto D equidista 
de los vértices B y C. 

8 Según esto, demostrar que L B = 3 L C. 
Si D equidista de B y e, el .ó.BCD es isósceles 

,y se tendrá.' 

¿CBD = L DCB = LC 

Por hipótesis tenemos que AD = AB, por tanto.' fu 
A O e ¿ABD = LADB 

Asimismo el ángulo AD B externo del triángulo 
BDe es igual a La suma de Los ángulos no adyacen tes 
a éL, o sea: 

L ADB = LCBÚ + KDCB = 2 L C 
Por consJguiente: 

Fig.19 

es decir: 

L CBD + L ABD = L C + 2 ¿ C = 3 L C 

.L B = 3 ¿ e 

41. Demostrar que en -el triángulo ABC (fig. 20), el ángulo O. que forman 
las bisectr ices de los ángulos B y e, es igual a un ángulo recto más L A/2. 

Como las bisectrices OB y OC dividen a los ángulos B y C 'en partes iguales, 
tendremos: 

L CBO = ¿B 
2 

¿ BCO = Le 
2 
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L BOC = 2 rectos - ( L CBO + L BCO) 

= 2 rectos - L B + LC 
? 

Pero en ¿ABC: 

L B + L C = 2 I'ectos - L A 

de donde · L B + LC = 1 recto _ L A 
2 2 

Remplazando valores en la (1), telldre;nos: 

L BOC = 2 rectos - ( 1 recto - L
2 

A ) 

L BOe = 1 recto + L
2 

A 

IV. Construcción de triángulos 

42 . . Const·ruir un triángulo equilátero, conociendo: 

1.0 ~l lado. 3.° La altura,· 
2.° El perímetro. 

21 

(1 ) 

Fiq. 20 

• 1. ° El lado, - Se traza un segmento BC igual al lado; desde los puntos B JI C, 
C011 un radio igual a BC, se desCriben arcos que se corten en A. Este pum.o es el 
tercer vértice del triá,¡gulo (fig. 2 1). 

A 

~D 
E B e F 

Fig. 21 Fig.22 . 

• 2.° El perímetro. - Se divide el perímetro en tres partes iguales y se vuelve 
al caso precedente; también puede procederse del modo siguiente (fig, 22): 

Se traz a un segmento EF igual al perímetro y en sus extremos E. F se cons
tTllyen ángulos de 30°; las rectas AE y AF se cortan en A; se trazan las mediatrices 
BG y CH de AE JI AF, con lo cual quedan detenm'nados los vértices B y C. 

El triángulo ABC es equiltit.ero por ser cada ángulo igual a 60°. 
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• 3.° La altura. - Sobre una recta (fig. 23) se traza l/UO perpendicular, en 
la cual se toma MN igual a la altura dada; Juego en N y a cada lado de l\II N se 
trazan ángulos de 30°. El triángulo total tiene dos lados iguales, JI como el ángulo 
en el vértice, N , vale 60°. cada /tI/O de los angulas básicos 'valdrá: 

N 1800 600 
2 

600 

43. Const ruir un triángulo isósceles , cono-
cien do: 

1.0 La base y la altura. 
2.° La base y un ángulo adyacente. 
3.0 La base y un Indo. 

B e 

Fig. 23 

4. o La base y el ángulo opuesto. 
5.0 El perímetro y la base. 
6.° El perímetro y la altura. 
7.0 L a altura y un ángulo . 
8.° La altura y uno de los lados iguales. 

9.° U n lado, la altura correspon diente y un ángulo adyacente a este lado. 
• 1. o La base y la altura. ~ Se traza ulla perpendicular en el punto medio 
de la base BC (fig. 24), y se toma DA igual a la altura dada. El triángulo ABC 
será isósceles por tener AB = AC. 
• 2.° L a base y un ángulo adyacente. - En los ex
tremos B y e se construyen ángulos iguales al ángulo dado, 
y el triángulo obtenido será isósceles por tener dos angulos 
iguales. 
• 3.° La base y un lado. - Desde los ext remos B y C 
de la base, CO ll un radio igual al lado dado, s(> describen 
arcos que se cortan en A. 
• 4.° La base y el ángulo opuesto. - En los extremm 
de la base se COllstYllyen ánguLos iguales al complemento 
de la mitad del ángulo dado . Las rectas que formall es tos 
angulas determinaran el triángulo pedido. 
• 5.° E l perímetro y la base. - Al restar del peri-

A 

Fi l!. 24 

metro la longitud de la base, resulla el doble de cada 11110 de los olros lados; después 
se procede como en el caso 3.0. 
• 6.° El perímetro y la altura. - Sea EF el perflllelro; en D , punto medio de 
este segmento se traza ulla perpendicular DA igual a la altura, la mediatriz de AE 
cortará a la recia EF el1 Ull punlo B que será 1I1l0 de los vértices de/ triángulo, porque 
AB = BE: encontraremos el otro 'l"ér/iu C Ira':::ando la medial,.,,:; de AF. 

A • 7.° La altura y un ángulo. - Sobre una 

~ 
recia se Im!;a lino. perpendicular DA (fig. 25) I igual a la altura dada. Si se conoce el ángulo 

~ / i I H en el vértice, se construyen eu A y a cada lado 
/ \ ! / de AD, ángulos iguales a la mitad de dicho 

, \ , ángulo ; si se conoce el állgulo básico a cada 
E B D e F lado de AD. se construyen en A ángulos iguales 

Fi¡;¡;. 15 al complemento del állgulo dado. 
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• 8.0 L a altura y uno de los lados iguales. - Sobre una recta se traza una 
perpendicular D A (fig. 25) igual a la altura. Desde el punto A como centro, JI con 
un ra&o igual al lado, se describe 1m arco que corte a la recta en dos pwttos B y C 
que serán los extremos de la base del triángulo ped?·do. 
• 9.° Un lado, la altura correspondiente y un ángulo adyacente a este lado. 
Para determinar Wl lriáuglllo isósceles, bastan dos cualesquiera de las condiciones 
siguientes: 

a) n lado AB y la altu ra correspondiente CE (fig. 26). - Sobre una recta 
se traza una perpendicular EC igual a la allura dada; desde el plinto C como ceutro, 
y con el lado dado por radio, se corta en A la primera 
recta, luego se toma AB = AC. A 

b) U n lado AB y un ángulo adyacente a este 
lado (fig. 26). - Si se da eL ángulo en el vértice A, se 
toma AC = AB. S i se da el ángulo básico, sobre un lado 
del ángulo se señala la distancia AB; desde el punto A 
po·r centro , con AB por radio, se corta en C el segundo 
lado del ángulo. 

e) La altura CE y un. ángulo. - Sobre lUlO recia B e 
se traza WIQ perpendicular Ee (fig. 26) igual a la altura. Fi~ . 26 
Y con CE por lado, se CO"struye en el pUl/to e un ángulo 
complementario del ángulo dado; si se cOlloee A, hay que tomar AB = AC; SI se 
conoce B, se traz a una perpendicular en el punto medio de BC, y así queda deter
minado el vértice A. 

44. 
1.0 
2.° 

Constru ir un triángulo isósceles, 
La hipotenusa. 

conociendo: 
3.° La altura. 

Un cateto. 4.° El perímetro. 
• 1.° La hipotenusa. - En el punto medio de la hipotenusa se levanta "tia 
perpendicular igual a la mitad de dicha hipotenusa. 
• 2. ° Un cateto. - En cada lado de un ángulo recto se toma una I01lgitud igllal 
al ca teto dado. 
• 3.° La altura. - Sobre una recta se t-raza una perpendicular igual a la altura, 
y ellla recta se señala la longitud de la altura a cada lado del pie de esta perpendiclllar. 
• 4.° El perímetro. - Se procede como en el problema nlÍmero 42, 2.°; pero 
en los extremos del perímetro se cOIIStrllyen ángulos de 22° 30', o sea iguales a la 
mitad del ángulo de 450. 

45. Cunstruir un triángu lo rectángulo, conociendo: 

t?<J 
A O B 

FiJ!. 27 

1.° La hipotenusa)' la altura correspondiente. 
2.° La hipotenusa y un cateto. 
3. ° La hipo tenusa y un ángulo agudo. 
4.° L a hipotenusa )' la diferencia d e los án

gulos agudos. 
5.° La h ipotenusa y el punto de intersección 

de las med ianas. 
• 1. ° La hipotenusa y la altura correspondiente. 
Siendo recto el ángulo inscrito en lino semicircunferen
cia (fig. 27) , sobre la hipotenusa AB como diámetro 
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se describe una semicircunferencia, se traza una perpendicular BO igual a ~a al
tura dada y se traza O C paralela a AH. L os puntos C y C ' en que esta paralela 
corta a la semicircunferencia, son los vértices de los triángulos iguales pedidos ABC 
yABC' . 
• 2.0 La hipotenusa y un cateto.-Sobre la hipotenusa como diámetro se 
describe una semicircunfere11cia , y desde el punto A como centro con un radio igual 
al cateto dado, se describe un arco que corte a la semicircunferencia en Ull punto C 

que será un vértice del triángulo pedido. 
A 

¿ft\ 
e E o B 

•. 3.° La hipotenusa y un ángulo agudo. - Sobre 
la hipotenusa AB como diámetro se describe una semi
circunferencia, y en el punto A se c01lStrllye 1m án
gulo igual al ángulo dado. El punto C en que el 
lado AC corta a la semicircunferencia será el vértice 
del triángulo pedido. 

Fig" 28 
• 4.° La hipotenusa y la diferencia de los án
gulos agudos. - En todo triángulo rectángulo el án
gulo formado por la altura y la medl:ana" que parten 

desde el vértlce del angula recto es tgual a la dijerenclQ de Los ánguLos agudos (n.o 39). 
Para obtener el triángulo pedido Izay que cOllstntir un ángulo r (fig. 28) ;gual 

al ángulo dado, y eu la mediana se toma AE igual a la mitad de la hipotenusa, y 
desde el punto E se trazará una perpendicular ED al otro lado AD. Se prolongará 
esta perpendicular, sobre la cual se señalarán en cada fado del punto E, longitu
des EH y EL: iguales a la mitad de la hipotellllsa. 
Los puntos A, B Y C son los vértices del triángulo 
solucióll. 
• 5.0 La hipotenusa y el punto de intersección 
de las medianas. - Si se conoce la posición de la 
hipotenusa AB y el punto O, intersección de las me
dianas (fig. 29) , para cm/struir el triángulo se une 
el punto O con el punto D, mitad de la hipotenusa; 
luego se prolonga OD una longitud OC doble de on, 
pues las medianas se cortan en los 2/3' de su longitud, 
desde el vértice. 

e 

/l\ 
A D B 

Fig.29 

Por tiltimo se une el plltlto C con los extremos A y B de la hipotenusa. 

46. Construir un triángulo, conociendo: 
1.0 Dos medianas y el lado comprendido" 
2.° Dos medianas y el lado adyacente. 
3.° U na mediana y dos lados. 
4.° Las tres medianas. 
5.° U n lado y el punto de intersección de las m edianas. 
6. ° L a base, la altura correspondiente y el ángulo opuesto a la base. 
7.° U n lado, el ángulo opuesto y una altu ra que no caiga sobre este lado. 
8.° U n lado, un ángulo ad yacente y la mediana que parte desde el extremo 

de la base en que no está el ángulo. 
• 1.0 Dos medianas y el lado comprendido.- Coll el lado Be y las media
nas BE JI CF se c01lStruye el triángulo BOC, tomando los 2/3 de las medianas dadas; 
luego se prolongan estas medianas hasta que tengan su verdadera" longitud, y se 
trazan las rectas BF y CE t;uya intersección" determinará el vértice A. 



CONSTRUCC iÓN DE TR IÁi'lGULOS 25 
• 2. 0 Dos medianas y el lado adyacente.-Con las medianas AD y BE, Y el lado BC (fig. 30) puede COtlSt"'uirse el triángulo BOD; luego dando a lns rectas BDC y lJOA sus verdaderas longitudes, resultarán 
los vértices C y A. 
• 3.0 Una mediana y dos lados. - a) ' Con los 
lados AB y BC y la mediana AD (fig. 30), puede 
construirse el triángulo ABD y can él obtenerse 
el vértice C. 

b) Con los lados AB y AC y la mediana AD 
puede construirse el triángulo ABA' (tomando 
BA' = AC y AA' = 2AD ); en este triángulo se 
trazará la mediana BD que se prolongará cml su 
p ropia longitud, y así resultará el tercer vértice. 
• 4.0 Las tres medianas. -Con las tres media
tlas se puede comtruir el triángulo BOO' (Eg. 30), 
cuyos lados tengan por longitud los 2/3 de las me

E 

A 

F ' 

A' 

Fig.30 

dianas dadas. En este triángulo se trazará la mediana BD que se prolongará COll su propia longitud, y ast resultará el vértice C; por último, dando a DOA Sil verdadera longitud. tendremos el vértice A. 
• 5.° Un lado y el punto de intersección de las medianas. - Se unen los extremos del lado dado con el punto en que se cortan las medianas y se prolonga cada uno de los segmentos trazados una cantidad igual a la mitad de m longitud; osi resulta el punto medio de cada uno de los otros dos lados. 
• 6.0. La base, la altu ra correspondiente y el ángulo opuesto a la base. - Si 

F 

a 

E A 

Fig. 31 

e 
no tuviéramos en cuenta la altura, el 'vértice podría 
hallarse en un punto cualquiera del arco ACB, capaz 
del ángulo dado (fig. 31). 

Pero todos los triángulos q/le tieneu AB por base 
.)1 a por altura tienen su tercer vértice en utia paralela Fe, 
distante de AB utia longitud dada a. Luego el vértice C 
será el punto de intersección de la paralela FC y del 
arco capaz del ángulo dado. 
• 7.° Un lado, el ángulo op uesto y una altu ra 
que no ca iga sob re es te lado. - Sea AB el lado dado 
(figuca 32). 

Sobre esta recta como diámetro se describe WIO semicircunferencia y desde el punto B como centro, 
con un radio igual a la altura dada , se describe un 
arco que corte a la semicircunferencia en el pUllto D. 
Uniendo este punto con los extremos del diámetro A B, 
resulta el triángulo rectángulo ABD. En la prolon
gación de AD se comtruye el ángulo C' igual al 
ángulo dado; luego desde B se traz a una paralela 
al lado C'E, y así resulta el triángulo pedido ABC. 
• 8 .° Un lado, un ángulo adyacente y la me
d iana que pa rte desde el ext remo de la base en 
que no está el ángulo. - Conociendo el lado BC, el 
ángulo B y la mediana CF, se traz a BC y se construye 

B 

Af----....,I;!~~,c 

Fig. 32 
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el ángulo B; desde el plmto e, con un radio igual a la medial/a dada, se describe 
litl arco que determina el pie F de esta medial/a. Se obtiene el tercer vértice tomando 
FB ~ FA. 

E' 
e 

¿h 
B A D B 

Fig. 33 Fig. 34 

Si CF es merlor que CB, el arco descrito desde e corta a BA ell dos puntos y 
el problema tiene dos soluáones. 

47. 
l.. 
2.· 
3.· 
4.· 
5.0 

6.· 
7.° 

lados. 

Construir un t riángu lo cualquiera, conociendo: 

La base y la altura cuyo p ie se halla a los 2/3 de dicha base. 
L a base, la m ediana y la altu ra q ue parten desde el mismo vértice. 
Los puntos medios de los tres lados. 
Dos lados y la altura relativa a uno de ellos. 
Dos lados y la aitura relativa al tercero. 
El perímet ro y los ángulos. 
Un lado, un ángulo adyacente y la suma o la diferencia de los otros 

• 1.° La base y la altura cuyo pie se halla a los 2/3 de dicha base. - En el 
punto D (fig. 34) tomado a los 2/ 3 de la base, se traza una perpendiculaT DC igual 
a la altura dada. 
• 2.° La base, la m edian a y la altu ra que parten desde el mism o vértice. 
Se cOllStruye un triángulo rectángulo DAE (fig . . 28) CO II la mediana AE por hipo
tenusa, y la altura AD por uno de los catetos (GEOM. 263, a); luego se toma EB 

y EC iguales a la mitad de la hase. 
A • 3.° Los puntos medios de los tres lados. - Sea 

ABe (fig. 35) IIn triángulo cualquiera .y D , E, F 
los PU1Itos medios de los tres lados. Los lados del 
triángulo DEF son paralelos, respectivamente, a los 
del triángulo ABC. 

Por tanto, basta comtruir el triángulo DEF y 
~ e trazar, desde los vértices, paralelas a los lados opues-

tos; así resultará el triángulo ABC. 
Fig.35 • 4.0 Dos lados y la altura relativa a uno de 

ellos.-Sea ABC (fig. 36) el triángulo pedido. Cono
ciendo los lados AB y BC y la altura AD, se trazará IIna recIa BC, y en un punto 
cualquiera D se trazará la altura DA; desde el punto A, con AB por radio, se cor
tará BC en B, y a BC se le dará su longitud. 
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• 5. 0 Dos lados y la altura relativa al tercero. 
Conociendo los lados AB y AC (fig. 36) )' la al
tura AD, en lino recta BC se trazará UlW perpen
dicular AD igual a la altura; desde el PUl1tO A comu 
centro y con radios iguales a los lados dados se cor
tará BC en B y C. lo que detenllinará el triángulo. 
• 6. 0 El perímetro y los ángulos. - Collsideremns 
UlI triállgulo cualquiera ABC (fig. 37), proln1lguemos 
BC en amhos smtidos, t.omemos BO BA, CE = CA 
Y tracemos A D JI AE. 

E 
F 

Pi'!'. 36 

27 

H 

a 

A 

~ 
El triángulo ABD es isósceles, así como el 

triángulo ACE. Por tanto, el ángulo O es la 
mitad del ángulo eu B, exterior ni triánglllo 
ABD. T ambién L. E ~ L. e : 2. 

O B e E 

Fig.37 

Luego, se traza mIO recta DE igual al 
perímetro dado, y se COllstruyen en O y E ál/glllos 
que sean la mitad de dos de los ánglllos dados,
así se determina el 1:értiu A; las media trices de 
AD y AE darán los otros dos 'vértices B y C. 

• 7.0 Un lado, un ángulo adyacente y la suma o la di fe rencia de los otros 
lados. - Sea el triángulo ABe del cual se cOlloce el lado AB, el ángulo A y la suma 
(fig. 38) o la dIferencia (fig. 39), AD, de los otros dos lados. Puede comlruirse el 

O 

~ 
A A B 

Fig.38 Fig.39 

ángulo A, y eu sus lados selialar las lOllgitudes AB JI AD. Siendo el segmento CD 
igual a CB, el triángulo BCD es isósceles,- por consiguie1lte se trazaró BD; y en 
Sil punto medio la perpendicular EC sei'iolará 
el tercer vértice del triángulo. 

48. Construir un tri ángulo dados lo~ 
lados AH = 8 cm y AC = 7 cm, así como 
la mediana A1\1 = 7 cm. 

Supollgamos el problema resuello. Cons
truido el triángulo ABe (fig. 40) Y trazada 
la mediana AM, se prolonga ésta lina parte 
MD = MA Y se tille D COII B y C. La figura 
que resulta es un paralelogramo, pues ~A1\1B = 
= 6DMC por tener un á1lgulo igual en 1VI 
y los lados que le forman también iguales, 

A~-,8uc",mL.. __ B 

A _..L7..\,c!l!mL-_ e 
A _-,-7 .. c",m'-_M 

·4¿ o 
B 

Fig.40 
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ocurriendo otro lanto cml los triángulos AIVIC y DMB; por tanto: BD = AC. 
Pero en !J. ADB tenemos.-

ga, 

e 

B 

AB = 8 cm BD ~ AC ~ 7 cm y 

Luego bastará construir este triángulo y unir luego M COIl B, _Ja cual se proLon
tomando Me = MB -para hallar el vértice C. 

49. Construir un triángulo , dados el ángu lo ABe (fig. 41) Y las altUras 

H e y 

Fig.41 

AH y BD. 
Construyamos el ángulo yBx igual al dado; 

desde B tracemos la perpendicular BE igual a la 
altura AH. 

La paralela a By trazada por el punto E 
dará el A 'l.Jértice del triángulo. 

La altura BD perpendicular a AC determina 
el triángulo rectánguLo ADB, cuyo ángulo recto 
"está sobre la circunferencia, que tiene AB por diá
metro. 

el C; con lo cual queda 

Descrita esta circunferencia, CQn ISII radio igual 
a la altura BD, desde B se obtendrá el D , el cual, 
unido con A y prolongado el segmento, nos dará 

construido el triángulo pedido. 

V. Teoremas 
50. U niendo los tres vértices de un t ri ángulo con un punto interior de 

este triángulo, la suma de los tres segmentos de unión está comprendida entre-
la suma y la semisuma de los tres lados del tnángulo. A 

Sabemos (lue: 

c < m + lI < a+b } 
a < 11 + T < b + e sumando 
b < m + r < a + e 

a + b + c < 2m + 2n + 2r < 20 + 2b + 2e 

y finalmente 

B 

a + b + c 2 < rn + n + r < a + h + c 

Q 

Fig. 4-2 

r 

e 

51. Corrándose las alturas AH )' BP del triángulo ABC (fig. 43) en el 
punto T, y siendo L. e = 52°, ¿cuál será el valor de los ángulos que se forman 
en el punto T? 
• 1. o El triángulo es acutángulo. - En este caso, el punto T se hallará en el 
interior del triángulo. La suma de los ángulos del cuadrilátero b,úectángulo CPTH 
es igual ti cuatro rectos. Siendo rectos los L. P y L. H, el ¿ PTH será el suple
mento del L e, por tanto: 

L. PTH ~ L. ATB ~ 180' - 52' ~ 1280 
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Los ángulos iguales ·PTA y HTB, como suplementos de los amerwrr:;S, serán iguales al L e, esto es, de 52°. 
2. o E l trÍángulo es obtusángulo . - Si es 

L B el ángulo obtuso, el punto T , dmide se cortan 
las alturas, estará. situado en su prolongación 
Juera del In·ángulo (fig. 44). 

A 

52" 
.LC------~HC---~~-"C 

Fig.43 

A 

T 
O 

c 

Fig.44 

Los ángulos 1 y l, opuestos por el vértice, son iguales, siendo uno complemento del L e y el otro deL L. PTA; de aquí que esl.e último será igual al L C = 520 
y el L. DTB, su suplemellto, será: 

L DTB ~ 180' - 52' ~ 128' 

- 52. D ado un tri ángulo ABe (fig. 45) en el cual es AB = A.C. Si por un punto D , tomado en AB, se traza el segmento D E, paralelo a Be, demuéstrese q ue BD ~ CE. 
Por ser DE paralelo a Be, tendremos: A 

L E ~ L C } LE ~ L D L D ~ ¿ B 

Siendo iguales los segundos miembros, los primeros tam
bién lo serán; por tanto, el triángulo parcial ADE será isós
celes, lo mismo que el triángulo dado, luego: 

AB = Ae} restando 
AD ~ AE 

DB ~ EC 

sL...J.----'-.. c 
Fig. 45 

53. Dado un triángulo ABe (fig. 46) , se traza la bisectriz exterior PLA..' del ángulo A y sobre A €, se' toma una longitud AD = AB. Demostrar que el segm ento BD es paralelo a AA '. 
Por construcCtÓIl, el D. ABO es Isósceles; por tanto: 

¿B ~ ¿ D . 

Siendo ei ángulo extemo BAE, la suma de esos dos ángulos iguales, su mitad L A 'AE igualará a L ABO, Y como son correspondientes con relación a la secante.ill y a las rectas AA' y BD, estas dos últimas serán paralelas. 
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E 

8 c 
Fig.46 

EM = MB 

GEOMETRÍ.'\ PLAl."lA 

54. Si en un triángulo rectángulo uno de 
los ángulos agudos es la mitad del otro, el cateto 
menor será la mitad de la hipotenusa. 

En este caso litIO de los ángulos agudos ,t'Oldrá 30° 
y el otro 600. Véase problema ",0 88. 

55. En un tr iángulo isósceles A Be (AS = AC) 
(figura 47), se toma un punto cualquiera, l\tI , sobre 
la altura AH y por él trazamos un segmento ED 
perpendicular a éRta. D emuéstrese que se verifican 
las igualdades: 

EH = DH )' L BEH = L HDC 

La altura AH del triángulo isósceles es además bisect riz 
de L A y medialTiz de Be; por tanto: A 

Se cumple 

BH = HC 

l'. AME = l'. AMD 

(1 ) 

por te,¡er 1m lado igual AM comLÍ1l adyacente a állgulos 
respectivamente iguales: 

L A , = L A, y L A!\IIE = L A!\IID = 900 

Por lanto: EM = MD 

l'. EBH = l'.DCH 
8'-- +.----.:;C 

También 

por tener 11'11 ángulo igual L. B = L e comprendido el/trI! 
lados respectivame11te iguales : 

BH = HC (1 ) 

Por tanto: EH = DH 

y 

y 

BE = CD 

L BEH = L HDC 

Fig.47 

(n.' 52) 

56. Dado un triángulo ABC (fig. 48), se trazan las bisectrices in teriores 
a los ángulos B y C y por el punto D, donde se co rtan , trazamos el segmento 
MN paralelo al lado BC. Demuéstrese que se reali za la igualdad: 

A 

8 c 
Fig: . .joS 

i\1N =' MB -i- NC 

Por hipótesis L B, L B~ 
Por alternos i"tenlos: L D I = L BI 

lllego L D, = L B~ 
Por tanto .6. MBD es isósceles 

y MD = MB 

y 
También .6.N DC es isósceles 

ND = NC 
Sumando (1) con (2) se obtiene: 

MD + ND = MB - >lC 
O sea MN ~ MB + NC 

(1 ) 

(2) 

1 
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57. Dado un triángulo ABC (fig. 49), se construyen los triángulos equiláteros ABe' , ACB', BCA' . Demostrar que se tienen las igualdades: 
AA' = BB' = Ce' 

L os triángulos ACA' )' BCB' tienen: c'\"=:::--_ _ ;'-_~ A' 

AC = CB' = b 
CA' = CB = a 

L ACA' = L BCB' 

por estar compueStos de una parte común, L. A CB, 
y de un ángulo del triángulo equilátero. 

y 
Por tanto l::. ACA';=; ~BCB' 

AA' ~ BB' 

Del mismo modo demostraríamos que 
l:. BAB' = l:.CAC' 

Por consiguiente: 

y BB ' = CC' 

AA' = BB' = ce 

\i 
B' 

Fig. ~9 

58. En todo 'triángulo isósceles, al desplazarse un punto cualquiera 1\1 sobre la base BC (fig. SO) , la suma de las distancias de dicho punto a los lados iguales AB y AC es constante. 
Tracemos ME y MD perpendiculares a los lados AB y AC . 
TraceU/os también CF perpendicular a AB y MH perpendicular a CF, es decir, paralela a AB. 

A A 

Fig. 50 Fig.51 

El cuadrilátero MHFE es 1m rectángulo y por tanto ME = HF (1) L os triángulos rectángulos MHC y MDC tienen la hipotenllSa común y un ángulo agudo igual L HMC = L DCM por ser ambos iguales al ángulo L B del triángulo isósceles dado: L DCM = L B por hipótesis; L HMC = LB por correspondientes. 

L uego MD = HC (2) 
Sumando miembro a miembro (1) Y (2) tenemos: 

ME + MD = HF + HC = CF = Cte 



• 32 GEOMETRÍA PLANA 

Luego, la suma de las distancias del punto M a los dos lados del triángulo, 
es igual a la altura trazada desde U1l0 de los ángulos básicos. 

59. En un triángulo ABe (fig. 51) las alturas BH y CP són iguales. De
muéstrese que el triángulo es isósceles. 

De la igualdad de los triángulos rectángulos BCH y CBP se deduce que 
.L PBC ~ L HCB. 

Como el b.ABC tiene LB = L. e, también tendrá AB = AC y, por tanto, 
será isósceles. 

60. En todo triángulo rectángulo el segmento perpendicular trazado desde 
el ángulo recto a la hipotenusa es. menor que ésta. 

El segmento perpendicular AD trazado desde el plinto A es menor que cualquier 
segmento que parta del mismo punto, luego AD <· AH. 

Comparando los segmentos BA y Be trazados desde B :.01:1''' \.C, tenemos: 

AB < BC 

Por tanto: AD < AB < BC 

61. En todo triángulo (fig. 52), una altura es menor que la semisuma 
de los lados adyacentes, y la suma de las tres alturas, es menor que el perímetro 
del triángulo. 

Sea AD la altura relativa (1 BC, teudremos: 

A 
AD < AB} /. AD < AB + AC 
AD < AC 

AD < AB + AC (1 ) 
2 

Análogamente: BE < AB + BC (2 ) 
e 2 B 

CF < AC -'- BC (3) 
2 Fig.52 

y sumando: AD + BE + CF < AB + BC + AC 

62. Las mediatrices de un triángulo se cortan en un punto O, centro de 
la circunferencia circunscrita a ese triángulo. 

Sen p.l triángulo ABC (fig. 53). Las 3 mediatrices de un triángulo (GEO!\'I. 15?L 
se cortan en un punto que equidista de los vértices. e 

Es decir: OA ~ OB ~ OC 

Por consiguiente, O es el cent'To de una circwiferell
cia que pasa por los tres vértices, por lo que se le da el 
nombre de circtlllScrita al triángulo. 

63. La media'triz de la base de un triángulo 
isósceles pasa por el vértice opuesto y es bisectriz del 
ángulo en el vértice de ese triángulo. A 

Sea el triángulo ABC (fig. 59). Las dos oblicuas Fig.53 
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iguales AB Y AC, que equidistan del punto D medio de Be, demuestran que AD 
es la perpendicular trazada desde el vértice A; por tanto, /a mediatriz AD es al propio 
tiempo altura y mediana del triángulo ABe. 

S i hacemps girar el triángulo AD C tomando a AD por eje de giro, por seJ' 

rectos los dos ángulos en D, JI DC = DB, el triángulo ADC coincidirá COIl ADB, 
siendo por tanto igua/es; de aqui que los dos ángulos en A lo senil! tambib¡; por 
consiguiente, la recta AD es la bisectriz del ángulo A. 

64. Enumerar las propiedades principales del rriángulo isósceles. 
• l. a A los lados iguales correspo1lden ángulos igullles. 
• 2.3. L llS alturas y medianas correspondientes a los lados iguales, son iguales; 
lo mismo que las bisectrices de los ángulos iguales comprendidas entre el vértice y 
el lado opuesto. 
• 3. 3 La altura relativa. al lado desigual es, o la vez, mediana y mediotnz 
de ese mismo lado y bisectriz del á11g1tlO opuesto. 
• 4. a La bisectriz del ángdo externo del ángulo del vértice, o sea del ángulo 
e;\'Jerno de ¿ A, es paralela III Illdo desigual Be . 
• s.a Dos 'triángulos isósceles SOI1 iguales si tienen el ángulo en el vértice igual 
y la altura correspolldiente al mismo, igual. 
• 6.a Dos triángulos isósceles son igullles cuondo tienen iguales III base y la llltllTll 
correspondiente a la misma. 

65. Dado un triángulo rectángulo ABC (fig. 54), tal que sea AB < AC, 
se traza la altura AH, }' se toma, sobre H C, un segmento HD = HB. Se traza 
AD , y se prolonga, tomando en esta p rolongación el punto E , el cual se une 
al e, de modo que L ECD = L ACD . Demuéstrese que L DEe es recto. 

Señalemos con el número 1 el L ABe; COll el 2, el L ACB; COIl el 3 y el 4 , 
los dos ángulos opuestos en D; y con el 5, el L DCE. 

A e 

B e 

E A 

Pig. 54 Fig.55 

Los ángulos 2 y 5 son iguales por construcción, los L 3 Y L 4, pOI . opuestos 
por el vértice, y el ¿ 1 y L 3, por ser el triángulo ABD isósceles. 

Perf? el ¿ 1 y ¿ 2 SOll complementarios; por tanto, el L 4 y L S lo serán 
también, porque 

y ¿ 4 = L3 = ¿ l 

POI' consiguiente, el L E ser á r e cto. 

2 .--GI¡QMr;rni ... e L"'"E, CURSO ~UP~R!OR 
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66. . Demuéstrese directamente que todo 'punto exterior a la mediatFiz 
de Wl segmento, no -equidista de los extremos de é~te (fig. 55). 

Tenemos: 

pero 

por tanto 

AC ~ AD + DC ~ BD + DC 

BD + DC > BC 

AC > B.C 

67. La suma de las tres' alturas de un triángulo (fig. 56), es menor que 
el perímetro de dicho triángulo. 

A 
Tenemos: h < e y Ii < b 

de donde 2 h < b + c. 

h <~ 
2 

y análogamente h, < ..E....±...f.. 
B o H e 2 

Fig. 56 h,, <~ 
- 2 

luego h + h , + h , < a + b + e 

68. La rrtediana de un triángulo es menor que la semisuma de los dos 
lados adyacentes. 

Sea AO una mediana del triángulo ABe (fig. 57). Prolonguemos AO y to-
mentos OD = AO y tracemos BD. 

6AOC ~ 6 BOD 

por tener en O un ángulo igual comprendido entre 
lados respectivamente iguales; por tOllto AC = -SO. 
Además, en el triángulo ABD tenemos: 

o sea 

de d01rde 

AD < AB + BD 

AD < AB + AC 

AO < ~ (AB + AC) 

A 

Fig. 57 

69. La suma de las tres medianas de un triángulo está comprendida entre 
el perhnetro y el semiperímetro del mismo. 

..., 
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Sean AD, BE Y CF las tres medianas del triángulo ABe (fig . 58). Siendo 
cada mediana menor que la semisuma de los dos lados adyacentes se tendrá: 

de donde 

AD < + AB + +AC 

BE < +AB + +BC 

CF < +AC + +BC 

AD + BE + CF < AB + BC + AC ~ 2p 

Por otra parte tenemos: 

B 

e + , > BD; f + m > CE; d + n > AF 

y s~malldo estas tres desigualdades, tendremos: 

AD + BE + CF > BD + CE + AF ~ P 

A 

Fig.58 

por ta"to: AB + BC + AC > AD + BE -;- CF > BD + CE + -AF 

o bie'l 2p > Al) + BE + CF > p 

70. La suma de las tres medianas de un triángulo es mayor que los 3/4 
del perímetro. 

S ean a , b, c, los .lados del triqngulo·; m, n, p,.las medianas. CO~IQ el punto 
de intersección está a los 2/3 de cada una, se tendrá : . 

J.. m + ..Ln >c ) 3 3 

; " + ~ p > a , umando 

2p +- m > b 
3 3 • 

4 '3 (m + ,,+p»a+b+c 

o bien m + n + p > ! (a + b.+ e ) 

71. U n tri ángulo en el cual una recta es al mism o tiempo bisectriz y al-
rura, es Isósceles. . 
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A 

8 o 

Fig.59 

GEOMETRÍA PLANA 

Sea el triángulo ABe (fig. 59) en el que la recta AD 
es a la vez altura y bisectriz . 

Por ser AD bisectriz, los ángulos en A SOll iguales; 
los ángulos en D lo 5011 también por ser AD altura. 

Luego 6 ADB = .ó.ADC por tener U1I lado igual, AD , 
adyacente a ángulos respectivamente iguales (GEO:\1. 65). 

Por tOllto, AB = AC, y el triángulo ABe será isós-
celes . 

72. Todo triángulo isósceles tiene dos medianas 
e iguales, dos bisectrices igua les y dos alturas iguales. 

Sea el triángulo isósceles ABC (fig. 60); demostremos: 
• 1. o Las dos m edianas BD y CD son iguales. 

En efecto, .6. BDA = .6. ECA (2. 0 criterio), por tanto, 
BD ~ CE. 

• 2. 0 Las bisectrices BD y CE son iguales. A 

En efecto, .6. BDA = .6. ECA (1. "" criterio) , pues ¿ A 

es comlÍn y L
2 

B = ~ e; por consiguiente, BD = CE. 

• 3. 0 Las alturas BD y CE son ig uales . En efecto, 
b. BOA = .6. ECA, rectángulos que tienen la hipotenusa igual 
(A B= AC), )' el ángulo agudo A comlÍn ; luego BD = CE. 

73. T odo punto tomado fuera de la bisectriz de 
un ángulo no equidista de los lados de este ángulo (fig. 6 1). 

Sea D 1111 punto lomado f uera de la bisectri::: AO di'/ 
ángulo A, J' DE ) / DC las distancias de es te punto a los 
lados AE )' AB. Tracemos la perpeudiculm· OB (l AE .\' la 

P or estar el punto O sobre la bisectri::::, será: 

pero 

de donde 
A 

OB ~ OC 

DE < DB < 08 + OD 

DE < DC 

8 

A 

recta 

Fig.61 Fitt . 62 

Fig.6O 

BD. 

e 

74. D ado un triángulo ABe (fig . 62), trazamos la m ediana AD. Demués
t rese que si el ángulo ADB es agudo y el ADC obtuso, será AS < A.C. 
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En efecto, los triánguLos ADB y ADC tienen dos lados iguales, pero los ángulos 
comprendidos son desiguales; los lados opuestos a éstos serán también desiguales, 
siendo menor el lado opuesto al ángulo menor (GEOM. 87). 

Por tanto, AH < AC 

75. En los dos t riángulos ABe y A 'B'C ' (fig. 63) se tiene AB = A 'B' 
Y ¿ B = ¿ B' , D emuéstrese que si AC < A'C', también será Be < B'C' . 

Tracemos 'la perpendiClilar AD, en el t'riángulo ABe yen el A 'B 'C' la A 'D ', 
L levemos el triángulo A.'B'C ' 
sobre el ABe, de modo que A 'B ' 
caiga sobre AB. Por ser ¿ B = 
= ¿ E' , la recta B'C' tomará 
la dirección de Be, y como los 
pies de dos oblicuas iguales se 
apartan iguo/mente del pie de la 
perpendicular, tendremos que 
B'D ' = BD Y los puntos D ' y D 
coinciden. 

L~ 
B O C B' O' C' 

Fig. 63 

Pao como los pies de dos oblicuas desiguales se apartan desigualmente del 
pie de la perpendicular , siendo el pie de la mayor el que más se aleja , el plinto e' se 
hallará en la prolongación de Be y , por tanto, 

B'C' > BC o sea BC < B'C' 

76. ¿Cuáles son los dos casos particulares de igu aldad de los triángulos 
rectángulos? 

1. CT caso. - Dos triángulos rectángulos son iguales si tienell la hipotenusa igllal y 
un ónglllo agudo igual ; porque la hIpotenusa y UII cateto 'vienen a ser CO II/ O l/na oblicua 
y perpendicular traz adas desde un punto; los pies de estas oblia:as iguales equidistan 
del pie de la perpendicular JI, como desde IlIl punto, sólo se puede trazar lma per
pendicular, si se superponen los trióngulos de modo que coincidan las hipotenusas, 

A 

B o C 

Fig.64 

esta superposición implica la de los catetos. 
'2. o caso. - Dos triángulos rectdngulos SOl/ iguales si 

tienen las hipotenusas iguales y 1111 ca teto igual. pI/es siendo 
las hipotenusas oblicuas iguales, sus pies equidistarán del 
pie de la perpendicular, JI por tanto los otros dos catetos 
serán también iguales. 

77. S i las tres alturas de un triángulo son iguales, 
dicho triángulo es equilátero (fig. 64). 

Po"" t-ADB ~ t- BEA -¿ ABC ~ ¿ BAC 
, t- ADC ~ t-CFA - ¿ ACB ~ ¿ BAC 

Por tanto: ¿ ABC ~ ¿ BAC ~ ¿ ACB 

J' al ser el triánglllo equiángulo es equilátero. 

78. Dado un ángu lo XOY (fig. 65), se toma sobre OX una longitud OA 
y sobre OY otra OB, tales que OA = OB , uniendo A con B. D emuéstrese que 
la bisectriz de: ángulo pasará por el punto medio M de AB. Aplicación para el 
trazado de la bisectriz de un ángulo. 
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Por ser .óOAM = .6.0BM tendremos que MA = MB, Y M será el punto 
medio de AB. 

Para trazar la bisectriz de un ángulo se toman , a partir -del vértice, longitudes 
iguales en cada lado, se unen los extremos, .y por el pUtlto medio de la recta que los 
une y el vértice, se traza la recta OM, que será la bisectriz pedida. 

o 

o 

x y 

B e 
Fig.65 Fig. 66 

79.> Cuando dos triángulos ABe y ABD (fig. 66) tienen un lado común 
AB y los AC y BD qu~ se cortan, la suma de los lados q ue no se cortan es menor 
que la suma de los otros dos. 

Sed 1 el punto de intersección de los lados AC y BO, tendremos: 

BC < Cl + Bl 
AD < Al + D I 

BC + AD < AC + BD 

80. Dado un ángulo agudo XOY (fig. 67) y un punto A tomado en el 
interior de es~ ángulo , tomemos los puntos simétricos A' y A" de ese punto 
respecto de los lados del ángulo; se traza la recta A'A", la cual determina los 
puntos B y e sobre dichos lados. Demuéstrese que el perímetro del triángulo 
ABe es menor que el de cualquiera otro AB'e', cuyos vér t ices estén sobre los 

o 

.Fig.67 

lados OX y OY. 

En el .6. ABA' se tiene AB = A 'B 
. • t:. ACA' AC ~ A" C 
• t:. AB' A' AB' ~ A'B' 

t:. AC' A" AC' ~ A" C' 

La línea envuelta es menor que la 
envolvente, por tanto: 

A'B+ BC + CA" < A'B' + B'C' + C' A" 

y, remplazando valores, vendrá: 

AB + BC + AC < AB' + B'C' + AC' 

Lo mismo se demostraría para cualquier otra -posición de B' y e' distinta de 
By C. 
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81. El segmento que une los pies de las perpendiculares 
un punto de la bisectriz de un ángulo a los lados de éste, 
es perpendicular a la bisectriz. 

Sea AD la bisectriz del ángulo BAe (fig. 68) Y DC, 
DB las perpendiculares trazadas desde el punto D a los 
lados AC y AB; decimos que BC es perpendicular a AD. 

En efecto .. los t.riángulos "ectángulos Asb y ACD SOIl 

iguales, por 'tener la hipotenusa AD común, y el ángulo 
en A igual. 

Por tanto: AB ~ AC 

Los triángulos ABO y ACO son tambibz iguales 
(2. 0 criterio); de aqui que los ángulos en O serán tgllales, 
y como son suplementarios serán rectos; por tanto, la recia 
Be será perpendicular a la AD. 

39 

trazadas desde 

A 

o 

Fig.68 

82. Dado un triángulo ABC (fig. 69) Y la mediana AD, demuéstrese que, 
si se tiene AC > AB, también será L ADC > L ADB Y L DAC < L DAB. 
• 1.0 L os dos triángulos ADB y ADC tienen dos lados iguales, AD común y 

B F 

BD = DC por construcción; pero el tercero des
igual AC > AB, por tal1to, L ADC > L. ADB. 
• 2. 0 Prolongando la mediana y tomando DF = 
= AD, resulta: 

A e 
Fig.69 

¿, DFC ~ ¿,BDA (2. 0 criterio). 

Asi pues, FC ~ AB 

pero en ¿, AFC: L FC ~ AIi < AC 

por tanto: L DAC < L AFC 

o bien L DAC < L DAB 

83. La recta que pasa por el vértice de un triángulo y el punto medio 
de una mediana, divide al lado opuesto en dos s' 'gmentos que son el uno duplo 
del otro (fig. 70). 

Tracemos por el punto medio M del lado AC, la recta MN, paralela a la AU; 
esta recta pasará por el punto medio de DC; osi pues, se tendrá: 

D N = NC 

Análogamente, en el triángulo BMN la LD, 
paralela a MN, dividirá a BN en dos partes iguales, 
por tanto, 

luego: 

BD ~ DN 

DC ~ 2BD 

A 

B D 

84. Tomando, sobre los lados del ángulo O Fig.70 
(figu ra 71), longitudes iguales OA = OB y uniendo 

N e 

los puntos A y B con un punto cualquiera M de su bisectriz , demuéstrese que 
MA ~ MB. . 
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~AMO = ~BMO (2. 0 criterio), por tanto, 

MA ~ MB 

F¡~. 71 

E 

Fig.72 

85. Cuando la b isectr iz del ángulo exterior de l ángulo en el vértice es 
paralela a la base, el t riángulo es isósceles. 

Sea el triángulo A Be (fig. 72) cuya bisectriz exterior AE es paralela a Be; 
trazando también la bisectriz in terior AD tendremos L DAE = 90°, porque cuando 
dos ángulos SOI1 suplementarios sus bisectrices se cortan en ángulo recio. 

Siendo, pues, AE y D C paralelas, será 

¿AD C ~ 900 

JI la b,:sectriz AD será, al mismo tiempo, altura, Y. por consiguiente, el .6.ABC será 
isóscele s. 

86. 

E 

Dado un tr iángu lo isósceles ABe (fig. 73), se prolonga la base Be 
una longitud en = AC y se traza la recta 
DAE. D emuéstrese que 

B 

Fig. i3 

dem uést rese q ue los puntos 
látero. 

o 

¿ BAE ~ 3 ¿CA D 

.6.AC D es isósceles, luego: 

¿ CD A ~ ¿ CAD 

pero ¿C ~ 2 ¿ CAD ~ ¿ B 

Luego 

¿ BAE ~ ¿ B + ¿ CDA ~ 3 ¿ CAD 

87. P rolongando por igual y en el m ismo 
sen tido los lados de . un triángulo equilá tero , 

obten idos son los vértices de otro triángulo equi-

Los tres triollgulos AD E, CEF y BF D (fig. 74)' que se forman, SOll iguales 
(2.0 c riterio); por tanto: 

D E ~ EF '" FD 

luego .6.DEF e s equilátero. 
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88. Si un triángulo rectángulo (fig. 75) tien e un ángu lo de 30°, el cateto 
opuesto a este ángulo es la m itad de la hipotenusa , y recíprocamente. 

D 

Fig.74 

/ 
D 

! 

e 

o 

A B 

Fi/.t.75 

Construyamos el simétrico del .6.A BC, respecto del caleto AC; el triángulo DC S 
es equilátero, pues L B = 60°, L D CB = 2 Le = 600 Y L D = 600. 

Por tanto: AB ~ BD ~ BC 
2 2 

Re c íproc amente , SI AB = Be' 2, el triánguLo DCB tiene sus tres lados 
iguales, y sus ángulos 10mb;;", siendo cada li110 de 600, luego 

L B ~ 600 L C ~ L DCB ~ 300 
2 

89. Se d ividen en t res segmentos igua les los lados de un triángulo equi lá
te ro, y se unen los puntos de l mismo orden. Pruébese 
que: 

1.° El tr iángulo q ue se forma es eq ui látero 
también. 

2. ° Sus lados son perpendiculares a los del 
primero. 
• 1.0 Los triángulos ADF, FEe, EBD (fig . 76) 
son iguales (2. 0 criterio); luego DE = EF = FD y. 
por tanto , .6.DEF es equilá tero. 

• 2.° ' DA = AF \' L A = 600, por COllsigllh' l/-
2 . B 

te, el triángulo DAF es la mitad de un triángulo equilá-
tero y L ADF = 900, 

A 

E e 

Fig. 76 

90. En un triángu lo rectángulo ABe (fig. 77), en q ue L B = 2 L e y AH 
es la altura relativa a BC, se pro longa AB una porción BD = BH y se traza DH 
hasta que corte a AC en O. Pruébese que O H = OA = OC. 
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El triángulo isósceles HBD nos dará : 

L BHD ~ L BDH = LB ~ 300 = L DAH 
2 

Análogamente tendremos: 

L CHO = L C = 30° 

y L HOA ~ L HAO ~ L OHA = 60° 

P or consiguiellte 

oc ~ OH ~ OA ~ AH ~ HD 

91. En .un triángulo rectángulo en A se traza el segmento CD perpendicular 
e igual a AC. Demuéstrese que AD es la bisectriz del ángulo A (fig. 78). 

El tn'ánguLo construido es rectángulo úósceles; por tanto, L CAD = 45°, 
La recIa DA es, por consiguiente, bisectriz ' del ángulo A. 

o 

B A 

m 

e e 
Fig. 78 Fig.79 

92. La bisectriz del ángulo A de un triángulo ABe (fig. 79) forma con 
la base Be dos ángulos cuya diferencia es igual a la de los ángulos B y e de 
la base. 

En ~BDA. por ángulo exterior: L ", ~ L B + L A 
2 

• 6 ADC 

R estando ordenadamente: 

L n ~ 

L rn - L n = 

L C + L A 
2 

L B - L e 

93. D emostrar que dos triángulos ABe y A'B'C ' (fig . 80) son iguales 
cuando tienen d os lados iguales AB = A 'E ' , AC '= A 'C' y la mediana relativa 
a estos lados también igual: BM = B'M ', o bien AM¡ = ' A'M '¡< 



• a) .6ABM ~.6A'B 'M' 

por tener sus tres iados ' 
iguales; por tanto 

LAMB ~ L A'M'B ' 
LBMC ~ L B'M'C' 

"'BMC ~ "'B 'M 'C' por 
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A A' 

tener dos lados iguales y el B e 
ángulo comprendido, por 
consiguiente: Be = B'C'. Fig.80 

Luego "'ÁBe ~ "'A 'D'C'. 
• b) Uniendo el punto medio 
MI '. tendremos que: 

M de AC co'! MI. y el M ', medIO de A 'C', con 

AB 
2 

y M 'M i= A 'B' 
2 

y como , AB = A~B ' . también será MM, = M 'M I ', y ó.AMM¡ = ó.A 'M 'M¡ ', 
por tener sus tres lados iguales . 

. Los suplementos L MIMe :v L M¡ 'M 'C'serán iguales)' .6MM¡C = .6.M'M¡ 'e' 
por tener un átlgulo igual comprendido entre lados iguales, 

de donde 

y, por tanto, 

M¡C = M I'C' 

BC ~ B'C' 

Luego en ambos casos .6.ABC = ""A 'B'C': 

94. Dado un 

A 

triángulo ABe (fig. 81) y la· mediana AM, se prolonga ésta 
una longitud MD = AM, y uniendo el punto D. 
con B y e, compárense los triángulos AMe y BMD,' 
lo mismo que AMB" y C.MD, y dígase en qué caso 
serían iguales los cuatro triángulos m encionados. 

Los ángulos en M son iguales por opuestos por 
B4::---->,P---....::~C el vértice, por tanto, .6.AMC = .6.BMD por tener 

iguales dos lados y el ángulo comprendido . . 

o 
Fig.81 

Lo mismo se demostraría' que 6AMB = .6.CIVID. 
Para que fuesen iguales Jos cuatro tnángulos 

tendrían que serlo AMB y AMC; para lo cual bas
taría que AB = AC, esto es, que el triángulo dado 
ABCfuese isósceles , y ell ese caso la mediana AM sería 
altura y los cuatro triángulos rectángulos en M. 

95. Dado un ángulo XA y (fig. 82), desde el vértice A se toman las lon
gitudes AB, AC y AB ', AC' sobre los lados AX y AY, de suerte que sean iguaJes 
respectivamente, y se unen B con C ' y' e con B', y el punto O de intersección 
de estas rectas con' el vértice A. Demuéstrese la igualdad de los triángulos AOB 
y AOB' , así como la de BOC y B'OC', Y dígase el valor del ángulo COC', cuando 
se tenga AO = Oc. 
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A • 1.0 ~ABC' = ÓAB'C por tener mI ángulo igual 
comprendido entre lados iglla/es, por tanto 

L B ~ L B' y L C ~ L e' 

ó BOC = ó B'OC' por tener igual 1111 lado JI los dos án
gulos adyacentes,- luego 

BO ~ B'O 

Luego .6AOB = .6.AOB' por tener los tres lados iguales. 

• 2 o Si AO = OC, el triángulo AOC será isósceles, 
y se tendrá: 

Fig.82 
LACO ~ L CAO 

La suma de éstos será igual a ¿XAY, pues se tienen en A dos ángulos iguales. 
Prolongando AO hasta D , tendremos: 

L COD ~ LC + L CAO ~ L XAY 

Por tanto: L COe' ~ 2 L XAY 

96. Si en un triángulo ABe (fig. 83), la mediana 
al lado BC, dicho triángu lo es isósceles. 

Siendo la mediana perpendicular al lado Be f orma 
en M dos ángulos adyacentes iguales. L\.ABM = .6.ACM, 
por te,ler 111/ ánguLo igual comprendido entre lados iguales. 
Luego AB = AC. 

VI. Cuadriláteros 

97. ¿Cuál es el lado de un rombo, si su perí 
metro es igual al de un triángulo equilátero cuyo lado 
tiene 16 m de longitud? 

Perímetro de/triángulo equilátero: 16 X 3 = 48 m. 
Lado del rombo: 48 : 4 = 12 m. 

Al\1 es perpendicular 

A 

B '-----c
M
"---------' e 

Fig.83 

98. Calcular la base y la altura de un rectángulo cuyo perímetro es igual 
a 80 m siendo la altura los 2/3 de la base. 

S ea la hllSt' x. la 

de donde 

allura será 23,,-y eL semiperimetro: 

x --1- 2.\' = 5-" = 40m 
3 3 

x = 40 x 3 = 24 m 
5 

Base 24 altura ', 24 x 2 = 16 m , m; 
3 

-
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VII. Construcción de cuadriláteros 
99. Construir u n paralelogramo, dados los dos lados y la diagonal. Aplicación.- Tomar pa ra los lados 35 y 38 mm y 42 mm para la diagonaL 
Basta construir el triángulo ABC (fig. 84) (GEOM. 260) y por los puntos A y C traz ar paralelas a los lados BC y BA. 

o 

k~7 B A A 35 8 

Fig.8-1 Fig.85 

100. Construir un paralelogramo, conociendo dos lados y el ángulo comprendido. Aplicación : T om ar por lados 35 y 22 mm y el ángu lo de 45°. Constrúyase el triángulo BAD (fig. 85), conociendo dos lados y el angulo comprendido (GEOM. 259); luego tráce1lSe .qC y BC paraLelas a AB y a AD. 
101 . Construir un cuadrilátero, conociendo 

Aphcaúóll." T omar para los lados 40, 35, 56, 43 mm 
y 45 para la diagonal que une el primer vértice 
con el tercero. 

Basta construir dos triángulos (G EOM. 260) que 
tengan por lado común la diagonal AC (fig. 86). 

102. Const ruir un trapecio rectángulo cono
ciendo la altura, la' base mayor y el ángulo de esta 
b ase con uno de los lados no paralelos. Aplicación .
L as bases miden 28 y 50 mm y el ángulo 45°. 

En los e.1,:tremos de la base se construyen res
pectivam.ente un ángulo recto JI otl"O de 45°; en la 

sus lados y una diagonal. 

D 56 e 

A 40 8 

FiJ.:.86 

perpendicular se se;-iala la altura dada, y por el extremo de esta recta se traza una paralela a la base mayor. 

103. Construir un t rapecio conociendo: 
1.° L as bases y las diagonales. 
2.° Las bases y los ángulos. 

• 1.0 Se cOIIStnlye el triangulo ADF (fig. 87), cu.ya base AF es la suma de las bases del trapecio, y los otros dos lados las diagonales A D y C B del miSIllO. Lllego por el 'l:érticl' D trazamos De, parale/as a AB -" por el pUl/to B la recta Be, paralela a DF. 
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e o 

~ 
El trapecio ABDe es el pedido. 

• 2.° Sobre AF, diferencia de las bases, se 
construye el triángulo cuyos ángulos A y B 
se conocen; luego por el vértice e se traza la 
paralela a la base AB, siendo en igual a la 
·base menor. 

A B F 
104. Construir un trapecio ABen (figu

ra 88), dados el lado oblicuo Be, las dos dia
gonales AC V BO'y el án~u lo qu e forman BOC. 

'l'racemos La paralela HE a la AC; la prolongación de DC dará el punto E. 
Asi tendremos BE = AC, longitud cono~ida, y ¿ DBE = ¿ DOC, suplemento 
de ¿ BOC. Ya podemos construir el triángulo DBE. 

Fig.87 

Desde el vértice B, con 'una abertura de compás igual a BC, determinamos el 
punto e sobre DE. Desde el mismo punto B traz amos la paralela BA a eD; luego, 
haciendo centro en e con una abertura de compás CA, se marca eL punto A sobre 
la paralela BA. 

Fig. 88 Fíg.89 

105. Construir un trapecio isósceles (fig. 891, conocida la base AB, el 
ángulo m de las diagonales y el valor común de éstas, l. 

Construimos UlI ángulo m, en D; sobre sus lados se lleva la longitud común 
AD = DF :=: 1; sobre AF, suma de las bases, tomamos AB, base dada; desde B 
trazamos la paralela BC a DF, y desde D la paralela DC a AF. 

106. Cons~rui r un cuadrado, dada la suma 
o la diferencia de la diagonal y del lado. 

o 

Sea AF la suma de la diagonal y del lado "del 
cuadrado ACBD (fig. 90); el tr,iá!,gulo isósceles 
DBF nos da: A<----!-----'~~----''''" F 

L F ~ L BDF ~ L ABD ~22030' 
. 2 

Por' consIguiente, sobre el lado de un áng~lo 
de 450 '!e lleva la longitud AF igual ' a la suma 
dada, se construye en F un ángulo de 22°30', 
c·t. ... !, lado FD encuentra a AD en' eI punto D. La 
'lIérh ce B del cuadrado. 

e 
Fig. 90 · 

mediatriz de DF detemúno el 
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Cuando se da la diferencia Al, el ángulo BID = 45° + 220 30' , y las opera
ciones S01l las mismas que para la suma. 

107. Construir un rombo, conocido el lado y la diferencia de las diagonales. 
En el rombo ABCD (fig. 91), llevamos sobre CA una lougitud OE = OB, 

tendremos 

semidiferenda de las diagonales del rombo. XA 
En el triángulo rectángulo isósceles BOE, L E = 450 

Y L AEB = 1350 por ser supleinentario del anterior; la 
perpendicular trazada en H, punto medio de la .hipotenusa , 
pasará por el centro O del Tombo; por consiguiente-; . 

Traz aremos LXEY = '135°; sobre EX tomaremos EA 
igual a la semidiferencia de -las diagonales. D esde A, con 
una abertura de compás igual aliado, señalaremos el vértice B 
sobre EY. Desde H trazaremos una perpendicular; el en
cuentro de ésta con la prolongaúón de AE dará el centro O 

D(--!~~B 

del rombo. . 
Bastará, pues , prolongar BO y tomar on = 08 Y 

OC = OA para tener los demás vértices del rombc: deseado. 

VIII. Teoremas 

V 

e 

Fig.91 

108. Las bisec'trices interiores de un cuadril~tero determinan otro cua
d rilátero en el cual los ángulos opuestos son. suplementarios· (fig . 92). 

Haciendo: 

A 2 ¿ a, ¿ B = 2 "¿ b, ¿C ';' 2¿,e, ¿ D = 2 ¿ d 
2 ¿ a + 2 ¿b+2 ¿e+2 ¿d = 4reetos 

1- a + ¿ b + ¿ e + ¿ d = 2 reet~s (1) 
tendremos: 

En los triángulos AGB y DEC tenemos: 

¿ a + ¿ b + ¿ e + ¿ d + ¿ G + ¿ E = 4 rectos (!) 

De (2) restamos (1): L . G + LE = 2 rectos 
y, por cQmigu'iente: 

L H + L F = 4 rectps --: 2 rectos = 2 rectos 

e 

k<~ 
e o 

Fig.92 Fig. 93 

• 
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109. Dado un trapecio isósceles ABCD (fig. 93), la base menor AB = 20 cm, 
el ángulo O = 60° Y la diagonal AC, bisectriz del ángulo e, calcular los lados 
oblicuos del trapecio. 

L ACD ~ 60° , 2 ~ 300, su igual L BAe = 30° 

El triállgulo isosceles ABe da: 

BC ~ AB ~ 20 em 

.y como el trapecio es isósceles.

AD ~ BC ~ 20cm 

110. 

B 

Demostrar que en todo trapecio isósceles (fig. 94), siendo 1 el punto 

A 

Fig. 94 

consigllie"le: 

de intersección de las diagonales AC y BO, se tendrá: 

Al ~ Bl y DI ~ Cl 

En todo trapecio isósceles los ángl/los adyacentes 
a lino base SOIl iguales lo mismo que los lados oblicuos, 
luego L1 ABD ~ L1 ABC y L ABD ~ L BAC; po, 
tallto, el 6 AiB es isósceles JI 

Al ~ BI 

Al1álogamente se demostraría que al ser .6.ACD 
= .6. BDC, el triá1lgulo o l e será isósceles Y. por 

DI ~ el 

IU. La suma de las d;agonales de un "apee;o es meno, que la suma 
de sus lados y mayor que su semisuma (fig. 95) . 

Con las diagonales AD y BC y los triángulos que 
determinan tendremos, en efecto: 

AD 
AD 
BC 
BC 

< AB + BD} < DC + AC sumando y 
< BD + DC dividiendo por 2 
< AB -' AC 

AD + BC .... AB + BD + DC + AC 

o 
Fig.95 

Por otra parte, si 1 es el punto donde se cortan las dos diagonales, los cuatro 
triángulos que tienen ese pUllto por 'vértice común, nos darán: 

Al -'- Bl > AB } 
BI T ID > BD 
ID + l e > D e sutllando 

lC + Al > CA 

2 Al + 2 iD + 2 BI + 2 lC > AB + BD + DC + CA 
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Dividiendo por 2 ambos miembros, y teniendo presente que 

A l + ID ~ AD y BI + IC ~ BC 

AD + BC > AB + BD + DC + CA 
2 
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112. Dos cuadriláteros son iguales cuar,do tienen dos ángulos iguales 
comprendidos entre tres lados respectivamente iguales e igualmente dispuestos. 

Sean los cuadriláteros ABCD y A' B'C ' D ' (fig. 96) que tienen: 

AB ~ A'B ' ; BC ~ B'C'; CD ~ C'D' y ¿ B ~ ¿ B'; ¿ C ~ ¿ C'. 

Trazadas las bisectrices AC y A 'C' , los triángulos ABC y A' B'C' son iguales 
pOI' tener liIl ángulo igual comprendido entre lados iguales. Los triángulos ACD 

Fig. 96 

y A 'C' D ' también son iguales por tener el lado AC = A 'C'; el CD = C'D ' y el 
ángu:o comprendido ACD = A'C'D'. Luego los cuadriláteros dados son iguales 
porque están compuest'!s de dos triángulos iguales e igualmente dispuestos. 

113. Si en el rectángulo ABCD (fig. 97) marcamos los puntos medios E 
de AB y F de OC y unimos D con E y B con F, y t razamos la diagonal AC que 
corta a DE en H y a FB en L y además trazamos EL 
y FH, dígase: 

1.° Qué es la diagonal HL respecto de AC. 
2.° La naturaleza del cuadrilátero ELFH . 

• 1.° Las rectas DE y BF determinan los dos 
triángulos rectángulos iguales EAD y BeF, pues tienen 
los catetos iguales; por tanto, 

DE ~ FB 

El cuadrilátero BFDE es un paralelogramo y las 
rectas FL y EH son paralelas. 

A E 

· D F 

Fig. 97 

E 71 el triángulo ABD , las medianas AO y DE se cortan e11 los 2/3 
gitud, de donde 

pero 

luego 

AH ~ 2HO ~ HL 

AH ~ CL 

HL ~ CA 
3 

B 

e 

de Sil [011-
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• 2.0 Asimismo, de la igualdad de las medianas DE y BF, resuita la de los 
segmentos EH y FL, los que, por otra parte, son paralelos; luego la figura ELFH 
es un paralelogramo. 

Dicho paralelogramo podría ser lOl rectángulo si fuese: 

HL = EF o sea AD = AC 
3 

pero nunca podrá ser . un cuadrado o mi rombo, pues para ello tendría que tener 
diagonales rectangulares, es decir, que EF fuese perpendicular a HL, lo que supone 
que la diagonal AC sea perpendicular a AB. 

114. 

A 

Dado un triángulo ABe (fig. 98) de base Be, se unen los puntos 

e 
Fig. 98 

medios D y F de los lados AB y AC, se traza la 
perpendicular AH sobre BC, se unen D y H y se 
traza EF paralela a AB. Demuéstrese que- el cuadr i
látero DFEH es un trapecio isósceles. 

El segmento DF que une los puntos medios de 
dos lados del triángulo ABe es paralelo" al segmen
to HE. 

Además, la recta EF que pasa por el punto 
medio F de AC y es paralela a AB es igual a la mitad 
de ésta. En el triángulo rectángulo AHB, D H es 
mediana, por tauto, igual a la mitad de AB; por con-
siguiente, EF = HD, Y el trapecio será isósceles. 

115. Todo trapecio, en el cual las diagonales son iguales, es un trapecio 
isósceles (fig. 99). 

Trazando por B 'una paralela a la diagonal 
AC hasta que corte a la prolongació'l de cn e11 

el punto F, tendremos que el cuadrilátero ABFC es 
un paralelogramo, pues sus lados son paralelos dos. a 
dos, por tanto BF = AC, y el triángulo DBF será 
isósceles y los ángulos e11 F J' D iguales. 

Pero L BFe = L ACn (correspondientes) 
luego ¿ ACD = ¿ BDC. 

Por comiguiente, .ó.ADC = óBCD por tener 
iguales dos. lados y el ángulo comprendido, por tanto 

AD = BC 

M 
F e o 

Fig. 99 

116. El punto de concurso de las diagonales ·de un rombo equidista de " 
los cuatro lados; las diagonales son bisectrices de los án~ulos que fonnan entre 
sí las perpendiculares t razadas desde ese punto a los lados. 
• 1.° Sea ABCn (fig . 100) el rombo v las diagonales AC > DB, e I el puntó 
de intersección de éstas. 

Si desde I trazamos las perpendiculares lE .sobre AB, IF sobre BC, IG sobre 
CD y HI sobre AD, se verifica 

lE = IF = IG = IH 
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En efecto, C011S1derando los t,;ángulos rectán
gulos IEB e · IFB: son iguales por tener un lado 
común l B y un ángulo agudo Igual en B, pues las 
diagonales del rombo son a la vez bisectrices, luego 

lE ~ IF 

Análogamente se demostraría que .6. IFC = .6IGC 

Y. por tanto, IG = IF. 

También .6.DI G = .6.0 IH, luego : IG = IH: 

en consecuencia lE = IF = IG = IH 
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o 

A <E--- -----'r---:;J> e 

B 

Fig. l oo 

• . 2. 0 L as diagonales del rombo son bisecTrices de los ángulos formados por las 
perp.endiculares trazadas desde ese punto I a los ladn.t. 

En efecto, acabamos de ver que .6. IBE = .6. IBF; por ·tanto , sus ángulos en 1 
serán iguales y la recta lB será bise ctriz del ángulo EIF . . Del mismo modo, por SI'Y 

Ó. D IG = .6. DIH los ángulos en I serán iguales e ID será la bise ctriz del L H TG. 
Análogamente se demostrarla. que lA es bisectriz de L HIE Y que le es 

bisectriz de L.. G I F. 

117. En un t rapezoide ABCD (fig. 101), por los vértices trazamos pa
ralelas a las diagonales AC y BD. 

G e F 1. o D emostra r que el cuadrilátero que re
'1-7""-=-- ------7 sulta es un paralelogramo de doble área que el 

trapezoide dado. 
'K"--+-.-------'~.¡ 8 2. o ¿En qué caso ese paralelogramo será un 

E 

rectángulo? 
• 1.0 Sea GHEJi' el cuadrilátero obtenido al tra 
zar las ·paralelas a las diagonales AC y BD que se 
cortan en el punto O. 

Fig.l01 L as rectas EF y GH paralelas a AC serán 
paralelas entre sí; lo propio que HE y GF que son pa
ralelas a BD. Por tan lo, el cuadrilátero GHEF 

formado por cuatro rectas paralelas dos· a dos se rá un paralelogramo. 
Este paralelogramo tiene un área duplo que el trapezoide dado. 
En efet;lo, si consideramos el cuadrilátero COBF, observamos ·que sus lados 

son paralelos dos a dos Y. por tanto, iguales dos a dos y los triángulos CFB y COB 
iguales, por tener un lado común y los otros dos iguales,· luego el cuadrilátero COBF 
es duplo del triángulo OCB. 

Lo mismo pudiéramos decir de los cuadriláteros A08E , H DOA, OOCG que 
son respectivamente doble de los tríángulos OAB, OAD y oeo; por consiguiente 
el paralelogramo es duplo que el trapezoide dado. 
• 2. 0 Para que el paralelogramo obten·zdo f uese Wl rectángulo se precisaría que 
las diagonales del trapezoide fuesen perpendiculares entre si, ya que también lo serian 
los lados del paralelogramo 'formado. 

118. En el rectán gulo ABC D (fig. 102), en que AB > BC, se trazan las 
bisectri ces interiores. Demostrar: 

1.0 Q ue los puntos de concurso y cruce de dos de ellas equ id istan de los 
vértices de dond e parten . 
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cuadriláte ro q ue forman esos puntos es un cuadrado cuyas 
O e diagona les son paralelas a los lados del rectángulo. 
,,-----,.-----;; • 1.° Como AM JI BM son bisectrices de ángulos 

2.' Que el 

rectos, el triángulo AMB será isósceles, y rectángulo 
en M, por tanto 

N 

AM = BM Y L:VI = 90° 

De igual modo en .6.D NC: 
A B eN = DN Y LN = 90° 

Fig.102 

PB = PC; AQ = DQ 

• 
y 

2.° Hemos obtenido: 

J' en los Ll CPB y LlAQD: 

y L P = L Q = 90' 

NO = NC} R estando 
DQ = CP 

NQ = N P 

Por consiguiente, el cuadrilátero M ONP , que tielle los cuatro ángulos rectos 
y dos lados contiguos iguales, es un c uadrado. En el n.O 123 demostraremos que 
las diagonales S01l paralelas a los lados del rectángulo. 

119. Dado un wmbo ABCD (f;g. 103), se pwlongan AB, CB, CD y AD, 
se toman segmentos igua les en las prolongaciones AE = CF = CG = AL, y se 
un en los pun tos E, F, G Y L. Demuéstrese que el cuadrilátero obtenido es un 
rectángulo. 

En eL rombo, los ángulos opuestos son igllales; asi que .óALE = .6. CFG y 
LE = GF. 

DeL mismo modo se veria que LG = EF en los triángulos iguales BEF y D LG. 
Siendo iguales los lados del cuadrilátero EFLG serán paralelos y, por tanto, 

eL cuadrilátero será paralelogramo. 
Para que sea rectángulo deberá tener, además, F A G 

los ángulos rectos. r-----.í~---...." 
Señalando con el número 1 el L ALE, con el 2 el 

L GLE y con eL 3 el L ALG, tendremos en los trián 
gulos isósceles ALE y DLG. 

L 1 

L3 

1800 - L A 
2 

1800 - L B 
2 

) slImando 

/ 
E e 

Fig.103 

Ll + L3 1800 - LA + 1800 - L D 
2 

2 x 180 - ( L A -j L D) 
2 

pero como 

L I + L3 

A + L D = 1800 

1800 x 2 - 1800 = 900 

2 

L 

l 
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y siendo L I 7 L2 + L3 ~ ISOo 

L2 ~ I Soo - 900 ~ 900 

Como hemos demostrado q/le es /In paralelogramo y tiene un ángulo recto, el 
opuesto será recto, y lo mismo los otros dos que S071 suplementarios e igllales. Luego 
e l c u a drilá tero es rectángulo. 

120. Las bisectrices interiores de un paralelogramo determinan un rec
tángulo (fig. 104). 

En todo paralelogramo tenemos: 

o bien 
L A + L B ~ lS0o 

L A + L B ~ 90o 
2 2 

y LG IS00 _ (L/, + L
2 

B) 

LG 1800 - 900 = 90° Fig. 104 

Procediendo análogamente hallariamos: 

L E ~ L H ~ L F ~ 90° 

121. Las rectas que unen los puntos m edios de los lados adyacentes de 
un trapezoide convexo determinan un paralelogram o (fig. 105). ¿En qué caso 

A 

D 
la figura obtenida será un rectángulo? ¿Un rom
bo? ¿Un cuadrado? " 

El cuadrilátero que remIta EFGH tiene los 
lados opuestos EH y FG paralelos e iguales, por 
ser cada uno paralelo a la diagonal DB e igual 
a 1/ 2 de ésta. 

Por un raciocinio análogo veriamos que EF 
e y H G son iguales y paralelos. 

-1~=::::>f;---- Por consiguiente, el cuadrilát.ero EFGH e s 
B un p a r alelogramo. 

Fi¡.; .105 Será: L° VlI rectánglllo cuando las diago
nales AC y BD sean perpelldiClllares. 

2.° VII rombo si dichas diagonales SOl1 igllales. 
3.° VII cuadrado si dichas diagonales SOI1 perpe,¡diclllares e igllales. 

122. Si desde un puntu de la base dI..' un tri ángulo isósceles se trazan pa
r.llclas a los otros dos lados , se obtiene un paralelogramo de perímetro constan te. 

Los triángulos BDE JI DCF (fig. 106) son isósceles y como las paralelas C01l1-

prendidas elltr.e paralelas son iguales, tendremos: 

ED = EB = AF} Slllllmldo 
DF ~ AE ~ Fe 

---
ED + DF = Aa = AC = COl/stal/te. 
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123. Trazando desde los vértices de un rectángulo, perpendiculares a las 
diagonales, ¿qué figura resulta si se prolongan esas perpendiculares hasta que 
s.e encuentren? 

E 
A 

Fig. 106 Fig. t i I 

Las perpendiculares. AE, BE, D.f.', CF a las diagonales DB, AC forman trián
gulos isósceles iguales dos Q dos, estando los vértices E, F, G, H sobre las media trices 
de los lados del rectáJlgulo (fig. 107). -

Estas medwt,-ices. perpendiculares en sus punlos medios, son las diagonales del 
cuadrilátero EHFG. Dicho ClIadri~átero es, pues . un rombo. 

A 

124. Por el centro de un paralelogramo se trazan dos rectas cualesquiera. 

E B 

Fig. 108 

Demuéstrese que los p umos en que cortan a los lados 
son los vérti c~s de un nuevo paralelogramo (fig. 108). 

f'...AEO = .6. CGO (1.u criterio), luego: 

OE ~ OG 

l'. DOH ~ l'. BOF, IlIego: 

OH ~ OF 

Cortándose las diagonoles EG y FH en SIlS plintos 
medios , el cuadálátero EFGH es un paralelogramo. 

125. El segmento q ue une un vértice de un paralelogramo con el punto . 
medio d~ uno de los lados opuestos, di-
vide a la 'diagonal en la relación de 1 a 3. 

G 

H 

E 

Fig.I09 Fig. 1tO 
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Efectivamente, AE Y DM son las medianas del triángulo ADC (fig. 109); 
por consiguiente 

126. Por cada vértice de un cuadrado trazamos una recta en el mismo 
sentido e inclinada 300. Demuéstrese que la figura que resulta es también un 
cuadrado, concéntrico con el primero (fig. 110). 

1. o L os ángulos E, F, G, H son rectos por suplementos de un recto. 
2.0 Los cuatro triángulos rectángulos que resultatl son iguales por tener igual 

la hipotenusa y un ángulo agudo, 30°, por tanto 

EF ~ FG ~ GH ~ HE 

3.° Trazando GO , EO, HO , FO resultan los triángulos iguales (2.0 criterio). 

AAEO ~ ACGO; A DOG ~ A BOE 
A DOH ~ AFOB 

por tanto OE = OG; OH ~ OF; ¿ HOG ~ ¿ DOC ~ 900 

luego el EFGH es un cuadrado concéntrico con el ABeD. 

127. En cada lado de un cuadrado, ° en sus prolongaciones, se marcan 
distancias iguales en el mismo sentido. Demuéstrese que los puntos así marcados 
son los vértices de un nuevo cuadrado concéntri co con el primero. 

1.0 Los lados del cuadrilátero EFGH (fig. 111 ) S011 iguaJes, porque los trián 
gulos rectángulos AEH , DHG, CGF, BFE son iguales, por tener 

AH ~ DG ~ CF ~ BE Y ¿ A ~ ¿D ~ ¿C ~ ¿B ~ 900 

por tanto HE = HG = GF = FE 

2.0 Los ángulos E, F, G, H son rectos como suple
mento de átlgulos cuya suma es un recto. 

Luego el cuadrilátero EFGH es un c uadrado. 
3.0 Que Jos dos cuadrados son concéntricos se demues

tra como en el número anterior. 

128. En un cuadrilátero cóncavo ABCD (fig. 112) 
el ángulo cóncavo L D ~ 3600 - ( ¿ A + ¿ B + ¿ Cl. 

En efecto: ¿ BDE ~ ¿ B + ¿ BAD l 
¿ CDE ~ ¿ C + ,¿ CAD Sumando 

Fig. 111 

¿ BDE + .LCDE ~ ¿ B + ¿ C + ¿ BAD + ¿ CAD 

o >ea ¿llDC ~ ¿A +LB +¿ C 

y el cóncava ¿ D ~ 3600 - (L A + ¿ B + ¿Cj 

B 

129. Si los lados opuestos de un cuadrilátero cóncavo son perpendiculares 
entre sí. también lo serán las diagonales, 
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Siendo BD perpendicular a AC y en perpendicular a AB, D será el orto
centro del triángulo ABe, por tanto AD es perpendicular a Be. 

130. E l ángulo de las b isectrices de dos ángu los formados por los lados 
opuestos de un cuad rilátero cóncavo es igual a la sem isuma de dos ánguios 
opuestos del m ismo. 

s 

Los cuadriláteros cóncavos siguientes (fig. 112), dan: 

A 
¡;¡ CFBD: 

El CABF: 

o sea: 

Fi¡.::.112 

L D ~ L r - L B + L C I 2 ? 
/ - restando 

L F ~ L A + ~ _ LC 
2 2 

2L F ~ L A + L D 

L F ~ L A + L D 
2 

131. En todo trapezoide, los segm entos que unen los puntos medios d e 
los lados opuestos, se cortan -en la m itad del que une los puntos med ios de las 
d iagona les. 

Sea ABen (fig. 113) un trapez oide, EG y FH 
los segmentos que unen los PUlltos medios de los lados 
opuestos, AC y BD las diagonales, e 11\1 el segmento 
que /lne los puntos medios de las diagonales. 

Tracemos el cuadrilátero IFM H . 
En el triángulo ABD, IF es paralelo a AD 

y es la mitad del mismo; en el triángulo AeD, HM es 
paralelo a AD e igual a la mitad del mismo. Luego 
la figura 1 FMH es 1m paralelogramo por ser los 
segmentos IF y M H paralelos e iguales, y las dia
gonales FH e 1M se corlan en SllS mitades; pero 
FH y EG se cor tan también en sus puntos medios. 

S 

E 

G 

Fig.1 13 

Luego O es el pUf/lO medio de los tres segmentos EG, FH e IIVI. 

A 
x A' 

D 

S?-- 1--+-+ - -'J S' IX, Construcciones gráficas 

e 

132. Constru ir , respecto del eje de simetría xy. 
un tr iángulo si r.lérrico a otro dado. 

y 

Fig.l14 

Para hallar el simétrico del triángulo ABC (figu
ra 114) respecto del eje xy, bastará hallar los puntos 
simétricos de sus 'cértices,- una vez determinados los 
los pUl/lOS A ', B', e', simétricos de los A, B, C, que
dará comtruido el trióngulo A 'B'C', simétrico del ABe. 
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133. Por· un punto dado M (fig. 11 5), trácese una recta que al cortar a 
otras dos OA, OB, determine segmentos iguales. 

Se traza la bisectriz del L AOB y por el Plll/to M !lna perpendicular a esta 
bisectriz, COI/ lo cual se teudrá OA = OB, por ser el t riángulo AOB is6sceles. 

o o 

B 

Fig.115 Fi~. 116 

134. D ado un punto P (fi g. 116), interio r a un ángulo , traza r por él una 
recta que q uede dividida, por ese punto, en dos partes iguales. 

Supongamos el problema resuelto y tendremos: AP = PB; si trazamos por P 
/lila paralela a OA, tendremos también OD = DB; por consiguieute, para hallar 
el punto B, se traza la PD paralela a AO y llevando BD OD, la recta PB nos 
dará AP = PE. 

135. Por un punto O, tomado den t;o o 
entre dos paralelas, trazar una recta tal que 
el segmento comprend ido entre esas paralelas 
tenga una longitud dada . 

fuera de la reg ión comprendida 

A p B 

Seall las recias paralelas AB y CD (figu
ra 117). Desde un punto cualquiera P de AB, 
se describe un arco de radio iguaL a la longitud 
dada, el cual cortará a CD en los puntos E, F. 
Las paralelas trazadas por el punto O a EP 
y FP resolverán el problema. 

e E F o 
Fig.117 

136. H allar un punto interior de un triángulo que equidiste de los lados. 
Dedúzcase de la solución una proposición general. 

Sea el triángulo A BC (fig. 118). El lugar geométrico de todos los puntos que 
equidistan de los lados AS y AC es la bisectriz del ángulo A . Asimismo, la bisectriz 

A 

o 

e H 

Fig.118 

B 

del ángulo B .será el lugar geométrico de los puntos 
que equidistan de AB )' Be. Por tanto, el punto de 
inlersecció11 de dos bisectrices será el plinto que equi
dista de los tres lados del triángulo. 

137. Si en un tri ángu lo cualqu iera ABC (figu
ra t 19) se trazan las bisectrices exteriores e in
teriores de los ángulos B y C y luego se t razan desde 
el vértice A del triángulo las perpendiculares AF 
y AG a las bisectrices exteriores, y AE y AD a las 
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mteriores, demuéstrese que si unimos F con G, la recta resultante pasará por 
los puntos E y D. 

Las bisectrices exterior e interior de un mismo ángulo son perpendiculares; 
así pues CB y BD lo serán, y como AD es perpendicular también por construcción 
aBO, umdremos que AD y GB son-paralelas. También lo son las rectas AG y BD 
por ser perpendiculares a In recla GS. 

Luego el cuadrilátero ADBG es un paralelof{ramo; y por tener dm ángulos 
rectos será rectángulo y sus diagonales AB y G D 
se cortarán en el punto medio M de AB. 

A 

Por UlI procedimietlto análogo demostraría 
mos que AECF es Wl rectángulo, siendo el pun

o:'f'=----;;.:¡;""""".¡.,,~~--~r lO N el punto medio de AC. 

Fig. 119 

Pero en el triángulo BMD, isósceles, los 
ángulos 1 y 2 son iguales, el L 1 es igual al L 3, 
luego el ¿ 2 = L. 3, Y siendo éstos alternos in
ternos, las rectas GD y BC serán paralelas. La 
recta GD que pasa por el punto medio M de la AB 
Pasará tambipn por el N medio de AC. 

De la mzsma manera demost1:ariamos que EF es paralela a BC y pasa por M, 
punto medio de AB. Luego las dos rectas G D Y FE se 'confunden y los puntos E 
y D están situados sobre la misma recta GF. 

138. Dos lados de un tri ángulo tienen respectivamente 20 m y 30 m. 
Si el tercer lado es el duplo de uno de los otros dos, ¿cuál será su longitud? 

Será 40 m , ptles" la solución 60 m es i"admisible porque se tendrá con ella 
60 > 20 + 30. 

139. Si se une un punto interior O de un triángu lo ABC (fig. 120) con 
los tres vértices, demostrar que la SlliTIa de los t res segmentos trazados está 
comprendida entre el semiperímetro y el perímetro del triángulo dado. 

1.° 

A 

AB < AO + BO 
AC < AO + CO 
BC < CO + BO 

AB + AC + BC < 2AO + 2BO + 2CO 

AB + AC + BC < AO + BO + CO 
2 

e A 

o 

B 
o 

Fig.120 Fig.121 
e 
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W + OO < ~ + BC _ AO + BO < AC + BC } 2AO + 2BO + 2CO < 2AB + ?AC + 2BC 
OO + CO < AB + ~ W + OO + OO < AB + AC + BC 

Luego AB + AC + BC < W + OO + OO < AB + ~ + BC 
2 

o bien p < AO + BO + CO < 2p 

140. La suma de las diagonales de un cuadrilátero convexo (fig. 121) 
está comprendida entre el semi perímetro y el perímetro. 

1.0 AC < AB + BC 
AC < AD + DC 
I3D < AB + AD 
BD < BC + CD 

2 (AC + BD) < 2 X 2p 
AC -'- BD < 2p 

Por tanto: 

2.° 

p < AC + BD < 2p 

AB < Al + BI 
BC < Bl + CI 
CD < CI + DI 
AD < Al + DI 

2p < 2 (AC + BD) 
P < AC + BD 
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CIRCUNFERENCIA 

l. Rectas y circunfe rencias tangentes 

141. Con u n radio dado, describir una circunferencia tan gen te a dos rectas 
dadas. 

l.u caso. Las d os rectas AB y en son parale la s. - Sea d su distancia. 
S i l ' = d/2 hay una infi n idad de soluciones. Los centros se hallan sobre la recta EF 
paralela a las rectas dadas y situ ada entre las dos a la d istan cia d12. 

Si r 1= d/2 el problema es imposible. 

A G L 

Fi 'l:.I22 Fig. 123 

2.° caso. Las d os rectas son sec a ntes. - Sean AB y CD las dos rectas 
dadas, secantes en l . 

Tracemos las rectas EF y G H parale las a AB y a la dis tancia r de A H. 
Tracemos igualmente las rectas M J y K L paralelas a en y a la distancia T 

de CD. 
Las cuat ro rectas EF, G H . M] Y K L se cortan dos a dos en los puntos 

01 , O2 • O a y O 1 que distan r de las dos rectas dadas AB y CD; son pues los cen
t ros de las circunferencias b uscadas. 

El problema en este caso ad m ite 4 soluciones, s imétricas dos a dos con 
relación al punto I. 

142 . Con un radio dado desc ri bir una ci rcunferencia tangente a una recta 
y a una ci rcunferencia d adas. 
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e 

Fig. 124 - 1." C:lSO Fig. 125 • 2.0 C¡ISO 

Fig. 126 - 3." caso 

Fig. 127 _ 4.° caso 

o, o, 

Fig. 128 - 5.0 caso 
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Sea La recta C D y la circunferencia de centro A y de radio 3. Llamemos d a la 
dista" cia A l del ceutro de la circunferencia dada a la recia en. Según los va/oTes 
relativos de r, d y a puede.n presentarse varios casos. 

Supongamos d > a: 

l.er caso. r < d ~ a. El problema no admite solución. 
2 

2.° ca so. r d-a 
2 

H ay una solución de centro O tal que 10 = .O T = r. 

3.er caso. d - a < r < d + a. Hay dos soluciones cu yos centros 0 \ 
2 2 

y O~ se ha llan en las in tersecciones de -la recta EF trazada para lelamente a CD 
y a la d istancia r. con la circunferencia de centro A y de radio (r + a). 

4 0 _ d + a . c a so. r - --2-- ' Hay las dos soluciones 0 \ y O~ como en el caso 

anterior y además la solución cuyp centro 0 :1 se halla sobre lA, tal que 10 3 = 

d + a 
, ~ --2-' 

5.0 caso. ,. > d -; a. H ay cuatro soluciones, a saber: las soluciones 0 1 

y O2 como en los casos 3.° y 4.°. Además, las soluciones cuyos centros 0 :1 y O l se 
hallan en los puntos de intersección de la recta EF con la circunferencia de cen- o 

t ro A y de radio (r - a)o 

143. Con un radio dado, describir una circunferencia tangente a dos 
ci rcunferencias dadas. 

Sean O y O ' los centros de las circll1lferellcias dadas, R )' R ' sus respectivos 
radios R > R', y d la distancia 00'0 

Según los valores relativos de R ,oR ', d y r, el problema admit.e O, 1, 2, 3,4, S, 6, 
7 u 8 soluciones distintas, y en el caso par ticular en que d = 0, infinitas soluciones 
distintas. 

Fig.129 Fig. 130 



r 
RECTAS Y CIRCUNFERENCIAS TANGENTES 63 

l.. ' caso. d ~ O (fig. 129): 

Si r = R - R' 
2 

Una infinidad de soluciones cuyos centros 0 1 se hallan 

R + R' sobre la circunferencia de centro O y d e radio 2 . 

. R + R ' SI rJ = 2 . Una infinidad de soluciones cuyos centros O~ se hallan 

sobr~ la circunferencia 
R - R' 

de centro O y de radio 2 

Si, * R + R' 
o 2 

* R -· R' . O 1 . Y r 2 so UClOnes: 

2.0 caso. O < d < R - R ' (fig. 130): 

Si r = R - d + R' . U na solución cuyo centro 01 se halla en la prolon-
2 

gación de 00' y a una distancia R + ~' -\ de O ' . 

Si r = R + d - R' U na so lución cuyo centro O 2 se halla en la prolon-
2 

gación de 0'0 y a una distancia R + R ' - d de O. 
2 

. R - d - R R + d - W o , 

81 . 2 < r < 2 ' 2 solucIOnes cuyos centros O 1 Y 0 '2 

se hallan en la intersección de dos arcos de centro O y O ' con radios respectivos 
R - r y R ' + r. Son simétricas con relación a la recta 00'. 

3."r caso. d = R - R ' (circunferencias dadas tangentes interiormente 
en C) (fig. 131 ): 

Si r < R + d - R ' 4 solu-
2 

ciones; una tiene su centro en 0\ 
en la prolongación de O 'C; otra 
en O 2 en la prolongación de CO' . 
Las otras dos en Ol y O~ intersec
ciones de los arcos de centros O 
y O' con radios respectivamente 
(R - ,) y (R' + 'l. (Cuando , ~ R' 
la solución O2 se confunde con la 
circunferencia dada O', de suerte 
que sólo hay tres soluciones.) 

Fig.131 

Si r = R + ~ - R ' las soluciones 0 3 y 0\ se confunden, de suerte que 

sólo hay tres soluciones distintas. 

Si, > R + d - R' 
2 

Sólo existen las soluciones 0 1 y O 2 • 
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4.0 caso. R - R ' < d < R ..L R ' (Circunf. dadas secantes) (fig: 132). 

S· R + R ' - d 8 l ' d O O' 1 1 r < 2 • so uClones , os I y 2 ttenen su cen tro en a 

intersección de los arcos de centro O y O ' y de radios respectivamente (R + r) 
y (R' + r). 

Dos O~ y O I tienen su centro en la intersección de los arcos de centro O 
y O' Y de radios respectivamente 
(R - r) y (R' + r). 

~03 Dos, 0 .1 y O,; tienen su cen-

Fil;. 132 

Si r = d + R' - R 
2 

tro en la intersección de los ar
cos de centro O y O' y de radios 
respectivamente (R + r) y 
(R' - ,). 

Dos, O ; y OM tienen sus 
centros en la intersección de 
los arcos de centro O y O' Y 
de radios respectivamente 
(R - r) y (R' - r ). 

Si r = R + R' - d 7 so-
2 ' 

luciones; las mismas que ante
riormente excepto que las O: y 
O~ se confunden; su centro co
mún se halla sobre 00'. 

5 soluciones. L as soluciones O~ 'j 0 6 se confunden; 

su centro común se halla en la prolongación de 00'. 

Si d + R; - R < T < R + ; - R ' ; 4 soluciones. Las soluciones O;, y OG 

han desaparecido. 

Si r R + d - R ' ; 3 soluciones. Las soluciones O y O I se confunden, 
2 

su centro común se halla en la prolongación de 0 '0. 

Si d + ~ - R ' -< T < d + ~ + R ' • 2 so luciones. Las soluciones 0 3 y 0 1 

h an desaparecido. 

Si T = d + R + R' 3 soluciones; 0 1 , O2 y 0 ':1 cuyo centro se halla so-
2 

bre 00'. 
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Si .T > d + R + R' . 4 soluciones O O Y 0"0" Los centros de estas 2' , 1 2 J ~ • 

dos últimas se hallan en la intersección de los arcos de centro O y O' Y de radios 
respectivamente (T - R) Y (r - R') . 

5.0 caso. d = R + R ' (Circunferencias dadas tangentes exterionnente 
en C) (fi.g. 133), 

. Si T < R ' , 4 solucion es. Dos 0 1 y O 2 tienen 
su centro en la intersección de los arcos de cen-
tro O y O' y de radios respectivamente (R + T) 
Y (R' + ·r). Dos 0 3 y 0 .1 tienen sus centros 
respectivamente en la semirrecta ' CO' y en 1a 
~emirrecta co. 

Si T = R', 3 soluciones, 0 1 , O 2 y 0 4 • La 
solución 0 3 desaparece, pues se confunde con 
la circun ferencia dada O' (tiene' infinitos cop
ta.ctos con ella). 

S i R' < T < R, 4 soluciones; como ante
riormente. 

Si T = R, 3 soluciones U 1 y O 2 y 0 3 , La 
solución O~ desaparece pues se confunde con 
la circunferencia dada O (tiene infinitos con-
tactos con ella). 

Si R < T < R + RJ
, 4 soluciones como an-

teriormente. 
Fig. 133 

Si r = R + R ', S soluciones, las cuatro anteriores y la solución O ':; cuyo 
centro se halla entre O y O"'. 

Si r > R + R' , 6 soluciones; las cuatro anteriores y las soluciones 0., y Os 
cuyos centros se hallan en la intersección de los arcos de centro O y O ' Y de 
radios respectivamente (T - R) Y (T - R ') . 

6. 0 caso. d > R + R ' (circunferencias dadas exteriores) (fig. 134). 

Si r'< d - R - R ' ,O so luciones. 
2 

Si r = d - R - R ' • 1 solución; su centro O'¡ se halla en el punto medio 
2 

del segmento que las dos circunferencias dadas detenninan sobre el segmento 00'. 

S· d - R - R' d - R - R' 2 1 . O O 
1 2 ' < r < 2 . so uClones cuyos centros 1 y 2 

se hallan en los puntos de intersección de los arcos de centro O y O' y de radios 
(R + r) y (R' + r). 

Si r = d - ~ - R' , 3 soluciones; las dos anteriores y además la que tiene 

en 0 '3 sobre 00'. 
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Sí d - R - R ' 
2 < r < 

d + R + R' < 2 ' 6 solucio-

nes, 0 10 O :h 0 ;1 , 0 1 como anterior
mei1te y, además, dos soluciones 
cuyos centros O,:, y 0 6 se hallan 
en la intersección de los arcos de 
centro O y O' y de radios (R - 1') 
Y (R' + ,) 

Si r = d + R + R ' 7 solu-
2 

ciones; 0 1 O~O~O~Qí y 0 6 como an-
Fig. 134 teriormente y, además, la solución 

cuyo centro O'~ se halla sobre 00'. 
Si r > d + R + R' 8 soluciones; OL 020~0 LO;, y 0 11 como anterionnente 

2 
y, adem ás, dos soluciones cuyos centros O ; y 0 /1 se hallan en la intersección 
de los arcos de centro O y O' y de rad ios (r - R) y (r - R'). 

144. Con la 
l ° 
2.° 

regla y el compás 
D e 45°. 
De 67° 30' 

construir un án gulo: 
3.0 De 1350. 
4 .0 De 11 2° 30' 

Nota. - La resolución de los problemas rela tivos a la división de la circun
ferencia en partes iguales (GEOM. 457 y sigulmtes) permite c011StmiT, con la regla 
y el compás, cuantos ángulos se quieran. 
• 1.0 Se divide el ángulo recto ABC en dos partes iguales (GEO"'\. 254). 

Otro procediIlliento. - Desde el vértice de un ángulo recto se describe un 
arco que corte a los dos lados, y se unen los dos puntos obtenidos. 

e 
Fig. 135 Fig.136 

Cada uno de los ángulos A y e mide 450 por ser recto el ángulo B, o isósceles 
el triángulo ABC (fig. 135). 
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• 2. ° El ángulo pedido es los 3/4 de un ángulo recto. Para obtenerlo se construye 
el ángulo recto ~BC (fig. 136); luego se traz a la bisectriz BE de este ángulo y la 
bisectriz BO del ángulo ABE. 

L DBe ~ 450 + 220 30' ~ 67°30' , 

• 3.0 El ángulo pedido es los 3/4 de dos rectos. Para construirlo se traza sobre 
AC (fig. t 37) una perpend,:allar OB, y luego la bisectriz del ángulo recto BOC. 

L ;\OD ~ 90° + 45° ~ 1350 

B 

D 

e A 

Fig. 137 Fig. 138 

• 4.° El ángulo pedido es igual a un recto más 22° 30'; para construirlo se 
traza la bisectriz 00 de un ángulo recto, luego la del ángulo BOO (fig. 138) .. 

¿ AOE ~ 90° + 22° 30' ~ 112° 30' 

145. D ada. una clrcunferencia O . trácense los diámetros AB y cn (figu
ra 139) y demuéstrese que 

y 

D óblese la figura de suerte que el punto B coincida A 
con e y se demuestra por superposición. 

146. En el problema anterior, ¿qué valor habrá 

que dar al arco ÁC para que sea los 2/15 del Be? 
Oése el resultado en grados sexagesimales y cente
simales. 

El arco AC t.:aldrá 2ft7 de la semicircunferencia, 
o sea: 

e 

ÁC ~ 180° x 2 ~ 21°10' 35" 5 
17 17 

23, 529 11 por defecto 

D 

Fig.139 

147. Por un punto dado A, interior a una circunferencia, trazar la mayor 
cuerda y la menor que sean posibles. 

La mayor será el diámetro que pase por el punto dado A y fa menor será la 
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perpendicular al diámetro en ese mismo punto, pues ''Cualquiera otra cuerda que 
pasara por ese punto se acercará al centro, y por tanto, sería mayor. 

148. . Trazar en una 

. E F 

A~-*--~O--~-+~ B 

F' 

E' 

Fig.140 

circunferencia cuerdas iguales a una longitud dada L 
('figma 140). 

Supmrdremos O < l < 2R pues de lo contrario 
el problema no es posible. 
. Sobre un diámetro AOB llevamos los segmentos 
OC ~ OD ~ 1/2. 

L uego tracemos las semicuerdas CE y DF per
pendiculares a AB. 

La cuerda EF es solución.. 
Tracemos la circunferencia de centro O y de 

radio OM (M es el punto medio de EF). Todas las 
cuerdas de la circunferencia dada tangente a la cir
cunferencia de radio OM son soluciones del probl~a ,' 
pues son iguales a EF ya que equidistan del cen
tro O. 

149. Dado un punto e en la región interior de una éircunferencia, t razar 
por él, una cuerda ACB (fig. 141) tal que la d iferencia entre los segmentos Be 

y AC sea igual a una longirud dada l. 
Sea ACB la cuerda pedida; tomemos D B = AC; 

CD será la diferencia dada l. 
Como OA = OB (radios) y DB = AC (por cons-. 

lrucúón) resulta on = OC (segmentos oblicuos cuyos 
pies. equidistan del pie de la perpendicular . OM trazada 
desde O a la cuerda AB). Luego los puntos D. D ' Y D " etc., 
se hallan en ia intersección de la circunferencia de" ten-; 
trO O y de radio OC, con la circunferencia de centro e 
y de radio CD = l. . 

El problema admite, pues, dos soluciones siempre 
que AC < CB, O < 1 < 2R y una soLución cuando 
AC = CB, 1 = O; v cuando AC = O. l = 2R 

"'El caso AC > CB supondría 1 < O lo. que tia suele 

D B 

Fig.141 

hacersi> 

150. Por uno de los puntos comunes a dos circunferencias secantes (figu
ra 142) trazar una secante cuyo punto medio coincida con el punto dado. 

B 

Fig. 142 

e 
Sea BC la secante pedida cuyo punto medio 

es A. Por los puntos 0, O' y A tracemos los 
Ségl1U!1Itos OE, O' D Y Al perpendi¡;ulares a BC. 

Como AB = AC resulta AD = AE (mita
des de cuerdas iguales) y también 10' = 10 
(secantes cortados por paralela! equidistantes). 
De lo cual se deduce la construcción siguiente.-

Se ulle el ,punto medio 1 del segmento 00' 
con el punto A común a la~ dos circunferencias 
y por el punto A se traza la perpendicular BC 
al segmento lA. 
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151. Desde los tres vértices de un triángulo como centros, describir cir
cunferencias tangentes dos a dos. 

Supongamos el py.oblema resuelto (fig. 143) Y sea'l D . E, F los puntos de tan
gencia: Las tangentes en D y E se corlan nece-
sariamente en un punto ' !. Como ID = lE 
(tangentes trazadas a lino circunferencia des
de un mismo punto). 1 tiene la misma poten
cia con re/ación a las .tres circunferencias 
(ID' ~ l E'). 

Luego 1 pertenece al tercer eje radical Y. 
por tanto, I f'2 = IE! = ID2

, 

1 equidista, pues, de los tres lados del 
triángulo. Es el incentro . B""'----,=t---'" 

De donde se deduce la construcción SI

guiente: 
1.° Se trazan dos bisectrices interiores 

cuya intersección 1 es el ¡ncentro. 
2.° Se trazan los segmentos ID, lE, IF Fig.143 

perpendiculares a los lados AB, BC, CA. 
3.° Haciendo sucesivamente centro en A, By C se describen las circunferencias 

tpmando respectivamente por radios AD = AF, BD = BE, Y CE = CF. 
152. Construir un triángu lo, dados: 
1.0 D os ángulos y el radio de la circunferencia circunscrita (fig. 144). 
2.° D os ángulos y el radio de la circunferencia inscrita (fig. 145). 
3. ° L a base, el ángulo opuesto y la altura correspondiente a este ángulo 

(figuca 146). 

e M A' 

.f'L- -----'& 
Fig.l44 Fig. 145 

Fig. l46 

• 1.°. Sobre un segmento cualquiera AB se construyen los ángulos dados A y B 
cuyos lados determinan el vértice C. Las media trices de estos lados dan el cirCUll
centro del triángulo. Con un radio igual al dado y desde este centro se traza una 
circunferencia. Las rectas que unen el circuncentro COll los vértices A, B Y e deter
minan sobre esta circunferencia los vértices del triánguLo pedido, ya que es semejante 
al construido y está inscrito en la circunferencia de radio igual al dado. 
• 2.° Construido L BAe igual a uno de los ángulos dados, se determina el 
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centro de la circunferencia inscrita trazando la bisectriz de L A" una recta paralela 
a AC a una distanúa igual al radio dado. El punto de ;,Ilersección de ambas rectas 

A' es el centro de la crrClwferencia inscrita. 
Sobre la recta AB construimos L B' = L B. La 

tangente a la circunferencia paralela a B'C' detenllina 
el triángulo pedido. 

D 

• 3.0 Sobre la base BC se const ruye el arco capaz 
del ángulo dado A; los puntos de intersección de este 
lugar con la paralela AM a la base BC, que dista h, 
SOl1 los 'vértices A y A ' de los dos triángulos iguales que 
solucionan el problema propuesto. 

153. Construir un rombo dados un ángulo y 
el radio de la circunferencia inscrita (fig. 147). 

En la intersección O de dos perpendiculares OA 
)' OB se describe la cirCllllJerencia inscrita ; sobre una 
de ellas se traza un ángulo igual a la mitad del ángulo 

Fig. 147 dado y se tra,:::a la tangente AB paralela al lado A ' B ' 

del ángulo construido. 
Luego, desde A se traza la tangente AD; se tomall OC = OA y se trazan 

desde C las tangentes CB y cn. 

11. Teorern.as 

154. En un mismo círculo O (fig. 148), un ángulo central y otro inscrito 
valen cada uno 1200 . Demuéstrese que las cuerdas correspondientes AB, cn 
son iguales. 

Como L AOB 

JI como L CMD 
~ 

Luego CMD 
Y las cuerdas AB y CD 

A¡¿:-~-

~ , 
1200 resulta ANB ~ 1200 

~ 

1200 resulta CND = 2400 

~ 

3600 - CN D ~ 3600 - 2400 ~ 1200 

son iguales ya que subtienden arcos iguales. 

A 

D k~~ __ -,n,,-=-- c 
m 

C·"-- --- --;;>t'D 

B 

Fig. 148 Fig. \-\.9 

155. Dos cuerdas paralelas trazadas por los extremos de un diámetro son 
iguales (fig. 149). 
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L os ángulos m y n 5011 iguales por al!ernos in ternos. 
L os triángulos rectángulos DAC y DBC son igllales por tener la hipotenu.ta 

comlÍn y un ángulo agudo igual. 
L uego los catetos AC y CB son iguales. 

156. Si dos cuerdas igua les se cortan en un punto interior del círculo 
(figu ra 150) los segmentos son reciprocam ente igua les. 

S eall las dos cuerdas AB = CD, tenemos que éA + AD = CB + éA. 
Luego éB = .W y, por tamo, CB = AD. 

Por olra parle ¿ BCD ~ ¿ BAD ~ 1/ 2 BD 

¿ CBA ~ ¿ CDA ~ 1/ 2 CA 
Por tanto, 6. C OI:S = 6.A O D ( lado 19ual adyacente a ángulos respectivamente 

iguales). 
L uego CO ~ OA Y BO ~ OD 

A 

D 

Fig. I SU Fig. 151 

157. La suma de los diámetro..q d e las ci rcunferencias circunscri ta e ins
crita a un t ri¡.í ngulo rec.:tángu lo (fig. 151 ), es igual a la suma de los catetos . 

Por ser IRua/es las tangentes tra::;adns desde el mismo pUlIlO: 

de donde: 

CF ~ CE } 
BD ~ BE 
A D ~ A F ~ ,. 

CB ~ 2R = CF + BD 
2r = AD - AF 

2R - 2r = CF , BD - AD -'- A F 

2R + 2r = AC -'- AB 

La relación anterior pued e escribirse tamb ién 

2r=b + c - a 

es decir: El diámetro de la circunferencia ú¡scrÚa el1 Ull triángulo J·ectállgulo es 
igual a la sUlIla de los catetos menos la hipotenusa. 
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158. Calcular los segmentos que sobre los lados de un triángulo determi
nan las circunferencias inscrita )' exinscrita al mismo. 

Sean a, b, c· los lados y 2p el perímel'ro (fig. 152). 
• 1.0 Tenemos que 

A 
AD ~ AF} 
BE ~ BD 
CE ~ CF 

2AD + 2BE + 2CF ~ 2p 
AD + BE + CF ~ P 

de donde: AD ~ P - (BE + CE) ~ p - a 
BE ~ P - (AF + CF) ~ p - b 
CF ~ P - (AD + DB) ~ p - e 

• 2. o Las tangentes iguales Al = AJ a la circun-
ferencia exinscrita darán: 

Al + A] ~ e -r b + C] + BI 

pero BI + CJ ~ BL + CL ~ a 

Fig. 152 por tanto 2AI ~ 2A] ~ a + b + e ~ 2p 

y , por consiguiente, 

de donde Al ~ Al ~ p 

BI ~ BL ~ Al 
CJ~CL~A] 

c = p - c 
b ~ p - b 

159. Dada una circunfen:ncia O y rad io R (fig. 153) se trazan dos cuerdas 
paralelas, cada una a distinto lado del centro, tales que la AB sea el lado del 
triángulo equilátero inscrito, y la CD el lado del cuadrado inscrito. Calcular 
la longitud de estas cuerdas y la medida de los cuatro arcos que determinan. 
• 1.0 Sabemos (GEOM. 446 y 442) que 

y 

y 

A'k-____ ----,~B 
• 2.° 

Por otra parte ÁD = OC (arcos comprendidos entre 
paralelas) . 

Como AD + Be ~ 360' - 120' - 90' ~ ISO' 

resulta ÁD = Be = 1500 
= 75° 

2 

Longitud de AB = 2 :-rR 
3 

Longitud de éD = 2 ; R = :r: 
Longitud de AD ~ Be ~ + [2 ~R -e ;R + ~2R )] 

ÁD ~ Be ~ ~ (12 ~R ; h R ) ~ s 1~ 

o 

Fig.153 
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160. · Los puntos simétricos del ortocentro, con relación a los lados de un 
triángulo están sob re la circunferencia circunscrita a ese triángulo (fig. 154). 

Sea H el ortocenlro. Tracemos los segmentos AH: BH Y eH, y prolongué
maslos hasta los puntos E, L, F en que cortan a la circunferencia circutlScrita. Tra
cemos las cuerdas EB, Ee, FB, FA y LA. 

Tenemos: ¿ BCF = L BAE ( lados perpend.) } I ,,---... uego ¿BCF = ¿ BCE 
y ¿ BAE = ¿ BCE = 1/2 BE 

por lo que LUi Je =- .6.El e (cateto común adyacente a ángulos iguales). 
Por consiguiente, HI = lE, Y E es simét'rico de H respecto a BC. 

También: ¿ BCF = ¿ BAE ~ } luego ¿ BAE = 
y ¿ BGF = ¿BAF = 1/2 BF 

¿ BAF 

po, lo que 6AJH = 6 AJF. 

Por consiguiente JF = JH, y F es simétrico de H respecto aBA 

¿ CAE = ¿ CBL ~ } I ¿Co.E 
¿ CBL = ¿ CAL = 1/2 CL uega . 

Igualmente ¿CAL 
y 

Por lo que 6 AKH =6AKL 

Por cotlSiguiente HK = KL, y L es simétrico de H respecto a AC. 

e 

Fig. 154 Fig. 155 

161. La distancia de un punto M tomado en la circunferencia circunscrita 
a un triángulo equi látero, a uno de los vértices, es igual a la suma de las dis
tancias de este mismo punto a los otros dos vértices. 

Hallándose el punto M entre B y e, si se prolonga Me o MB una longitud 
ta~ que MD = MA, el triángulo MAD es equilátero (fig. 1 SS). 
• 1.0 Tracemos la cuerda BF paralela a Me y las cuerdas eF y FA. 

R esulta CF=BM 

Tenernos ¿AMB = EA = 120~ = 60' 
2 2 
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L FBM ¿ FBC + LCBM 

¿ MEB ~ :GB 
. 2 

El triál/gulo MEE es equiángulo y, por ImIto, eqllilátcYIJ. 

Luego MB ~ ME (1) 

Dt'l mismo modo se demuestra que eL ñ FEA es equiángulo y. por tanto , cqui/át{'}"o . 

Luego EA ~ FA 

Por otra parte Al' ~ .,\(; - Fe ~ 120· - Fe 
~1C: I3C -- BM = 120u - ro'! = 120'" - Fe (\'a q/lcB:\J 

Luego i\F =- Me y FA = CM y. por tanto, CM - FA = EA (2) 
Sumando miembro a miembro (1) y (2), tenemos: 

MB .,. MC ~ ME + E.-\ = MA 

• 2.° El .D.!v IAD es isósceles. luego L A = L O, pero L :\1 = 60°; por ta1llo 

¿ A + ¿ D ~ 180· .- 60° ~ 1200 

Y L A ~ ¿ D ~ 60· 

por CO,/S1:guiellle, el triángulo MAD es equilátero por ser equiángulo. 

162. Si dos circunferencias O y O ' (fig. 156) se cortan, los segmentos 
determinados por ellas sobre d 05 secantes paralelas trazadas por los puntos de 
intersección son iguales. 

A 

Fi¡.: 157 

Trazando los segmc11los F OE y LO G perpendiculares G dichas secantes, te
liemos: 

lE ~ EB; IG ~ GA; I ·F ~ FD; I'L ~ LC 

por otra parte GE = LF como segmentos paralelos comprendidos entre paralelas. 

Luego 2GE ~ 2LF o bien AB ~ CD. 
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163. Si dos circunferencias se cortan en los puntos P y Q (fig. 157) y por 
estos puntos se traza una secante a las dos, los segmentos que un~n sus extremos 
en cada circunferencia son paralelas. 

En efecto, L C = L QPB por tener ambos por suplemento L QPD. 
F:ero L QPB JI LA son suplementarios, por tanto L e y L. A también lo 

serán, JI como son conj ugados, AB JI en serán paralelos. 

164. Dos ci rcunferencias iguales O y O' (fig. 158) se cortan en A y B. 
Por el punto A se traza la secante común CAD. Demuéstrese que el triángulo 
CSD es isósceles. 

~ ~ 

Siendo las circunferencias iguales y AB 100a cuerda común: ANB = AME. 
~ 

Por otra parte L BCD 

LBDC 

1/2 ANB 
~ 

1/2 AMB 

Luego L BCD = L BDC y, por tanto, el .6CBD es isósceles. 

e A """--+--""'----10 

Fig. 158 Fi¡:¡.159 

165. Dada una ci'l"cunferencia O (fig. 159), desde el punto A se traza 
la secante ABC, de modo que sea AB = R, y se traza la secante AOD que pasa 
por el centro. Demuéstrese que L COD = 3 L A. 

Por ser isósceles los triángulos AbB y COB se desprende que: 

L OCB ~ L OBC ~ L OAB + L AOB ~ 2 L OAB ~ 2 L A 
LCOD ~ L OAC + L OCA~ L A + 2 L A ~ 3 ;¿ A 

166. Por el punto de 

F ig. 16O 

tangencia de dos circunferencias (fig. 160) se traza 
una secante común. Demostrar: 

1.0 Que los radios trazados en los 
puntos de intersección de la secante son 
paralelos. 

2.0 Que las tangentes trazadas en esos 
mismos puntos serán también paralelas. 

3.0 Que los arcos detenninados por 
1.a secante tienen igua l medida. 
• 1.0 Como los triángulos BOA JI CO' A 
S011 isósceles, tendremos : 

y Los radios OB y o'e serán paralelos. 
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• 2.0 Las tangentes en B y e son perpendiculares a los radios paralelos OE 
y O 'C, por tanto, serán también paralelas. 
• 3.0 Los arcos AB y AC tienen la misma medida que los ángulos corres-
pondientes BOA y CO'A, y siendo éstos iguales, también Lo serán aquéllos. 

167. Por el punto de contacto de dos circunferencias tangentes exterior
mente (fig. 161) se t razan dos secantes co
munes cualesquiera. Demostrar que las rectas 
que unen los extremos de dichas secantes en 
cada circunferencia son paralelas. ¿Sena lo. 
mismo cuando las dos circunferencias fuesen 
tangentes interionnente? 
• 1.0 Teniendo la misma medida los arcos 
BA y AD, los ángulos e y E serán iguales, y 

B como son altemos, las rectas Be y ED serán 
Fig. 161 paralelas. 

• 2.° Lo prop'io ocurriria si las circunferen
cias fuesen tangentes interiormente, con la únzca 

diferencia de que en este caso, los ángulos E y e serian correspondientes. 

111. Lugares geOInétricos 

168. Hallar el lugar geométrico de los puntos medios de las rectas trazadas 
desde un punto a una recta d~Hia. 

Será la paralela a las rectas dadas trazada por 
esos puntos medios. A 

169. H allar el lugar geométrico de los puntos 
I(l.edios de los segmentos de recta comprendidos 
entre dos paralelas. . 

Sea Be (fig. 162), la recta da.da y A el punto; 
tracemos la perpendicular AD a la Be; el punto 1, 
medio de AD, pertenecerá a ese lugar geométrico. 

Sea AB otra recta iualquip-a; si unimos 1 con F, 
punto medio de AB, la recta FI será paralela a Be 
(GEOM. 155). 

B o 
Fig.162 

e 

Así pl1es, el lugar geométrico buscado será la paralela a la recta dada 
Be trazada por el punto medio de la perpendicular AD. 

170. H allar el lugar geométrico de los puntos equidistantes de dos rectas 
que se cortan (fig. 163). 

El lugar geométrico serán las bisectrices de los cuatro ángulos que forman 
dichas rectas. 

171. Hallar los puntos -que se encuentran a igual d istancia de dos rectas 
dadas y que se hallan a una distancia dada del punto de intersección (fig. 163). 

Estos puntos serán los cuatro de intersección de las bisectrices de los án
gulos que forman dichas rectas con la circunferencia descrita desde O con un radio 
igual a la distancia dada. 
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172. Hallar el lugar geométrico de los centros de un rombo cuando uno 
de sus lados queda fijo (fig. 164). 

o A 

A e 

B(-----~,___ 

B 

Fig.163 Fig. IM 

El" ángulo AOB que forman las diagonales del rombo al ser recto, quedará 
inscrito en la semicircunferencia de diámetro AB. El lugar geométrico del vértice O 
de este ángulo será, pues, la seDl.icir c u nferencia susodicha. 

173. Hallar el lugar geométrico de los puntos de contacto de las circun
ferencias tangentes a una recta en dos puntos dados A y 8 Y tangentes entre 
si (fig. 165). 

Los triángulos AOC J' BO'C son isósceles y O y O' son suplementarios; por 
consiguiente 

y 

2 ¿ 11 + 2 L. m = 1800 

¿ 11 + ¿ m = 900 

L ACB ~ 90· 

Por tamo, el lugar geométrico del punto de contacto e será la circunferencia 
de diá Dl.etro AB. 

A 

Fig.165 Fig. 166 

174. Se une un punto A exterior a una circunferencia con un punto cual
quiera B de esta circunferencia. H állese el lugar geométrico del punto medio 
de AB (fig. 166). 

Unamos el punto dado A con el centro ° de la circunferencia y con el pimto B 
tomado sobre ésta, luego tracemos por el punto medio de AB la recta en paralela 
a OB, con lo cual tendremps que D será el punto medio de AO, y en = OB/2. 
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Por tanto, el Lugar geométrico pedido será una circunfe rencia trazada 
desde D como centro, con un radio DC = OB/2. 

de 

Fig. 167 

175. Dada una circunferencia tangente en 
B a una recta AB (fig. 167), si por el punto A 
trazamos la tangente AM, hallar el lugar geo
métrico del punto de contacto M. 

Para todas las tangentes se venJica: 

AB = AM 

por tanto, la circunfe r en cia de sc rita desde A 
con un radio ' AB, será el lugar geométrico del 
punto dado M . 

176. Hallar el lugar geométrico ' de los 
vértices de los triángulos de igual base y me
dianas igua les. 

El lugar geométrico de lodos los vértrces A será (fig. 1 MI) la c ircunfe renCia 
centro M y radio MA, igual a la mediana dada. 

177. Hallar el lugar geométrico de los puntos de concurrencia de las al
turas de los triángu los de igual base e igu al ángulo en el vér tice. 

El ángulo AOB es el suplemento del ángulo M (fig. 168), por tal1to, el [¡~gar 
geométrico del ortocelltro O, será el arco AOB simétrico del ANB respecto de la 
base dada AB. ' 

If!'.-.--~--~c 

N 

Fig.168 Fig. 169 

178. El triángu lo AME (fig. 169) t iene la base fija AB como cuerda de 
una ' circunferencia y ei vértice M se desplaza sobre el arco AMB que aquélla 
subtie~de. ¿Cuál será el lugar geométrico del punto de concurrencia de las 
bisectrices del triángulo móvil? 

Sea O el incentro 

AOB = 1800 - (L.m + L. ,,) = 1800 _ L. A ; L. B 

L. A + LB= 18Qo - L M; L A + LB = 900 - LM 
2 2 

Pero 
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Luego ( 
' L M) L M L AOB ~ 1800 - 900 - - 2- ~ 900 + -2- ~ Cte. 

ya que L M es cOllstante. 
L llego el vértice O se desplazará sobre el arco BOA capaz del á ngulo 

900+ L M 
2 

179. La hipotenusa de u n triángulo rectángulo oscila de tal manera que 
sus extremidades resbalan siempre sobre los dos ca-
tetos. H allar el luga r geométrico de su punto medio. 

Sea AB (fig. 170) una posición de las infinitas A 
que puede tener la recta móvil. Unamos su punto medio M 
con el vértice C. 

El segmento CM es ,:gual.a la semihipotenusa (33). D 

Luego AB CM ~ - 2- ~ Cte. 

-----El lugar geométrico de M es el cuadra nte EMD 
de c entro e y d e r adio CM = AB /2. e 

180. Un segmen to de recta AB se m u eve paralela-
mente a una d irecc ión dada de modo que el punto A FiJ:;:. 170 

describe la circunferencia O (fig. 171), ¿Clj.ál será 'el 
lugar geométnco del otro extremo B? 

B 

Sea cn igual y paralelo a BA, Por el centro O t racemos 0 '0 ir/ual y paralelo 
a AB. 

El cuadrilátero A BO 'O será un paralelogral1w; por t01lto: 

OA ~ O'B 
y OD ~ O'C ~ r 

El lugar geométrico será, pues, una circunferencia ,igual 'a l a primera. 

Fig,17J Fig, 172 

180 bis . - H alla r el lugar geométrico de los pun tos med IOS M d e las cuerdas , 
de una circunferencia dada, que pasel) por u n mismo pun to p, 

Sea la circunferencia de centro O (fig. 172); AB lino cuerda que pasa por el 
punto fijo P. Tr-acemos -el 'segmento 91\1, Este s~gmento es perpendicular a la 'cuerda 
(C EOM. 195). 
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Fig. 173 
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El triángulo rectátlgulo POM tíene la hipo
tenusa fija; luego el lugar geométrico del vér .. 
tice M es la circunferencia de diámetro PO. 

Nota. - Si el punto P se halla fuera de la 
circu~ferencia dada (fig. 173); el lugar gcamé
t r ico de los puntos m edios de las cuerdas de 
dicha circunferencia cuyas prolongaciones pa
sen por P, sería sólo el arco d,e circunferencia 
de diámetro PO interceptado por la circunfe
rencIa dada. 

IV. Proble m as 

181. Dado un t riánguloABC (fig. 174) en el cual L B = 58°y L e = 70°, 
se desea saber: 

1.0 E l valor del ángulo d formado po r las bisectrices interio res BD y CF. 
2. o El. va lor d el ángulo s que forman las bisectrices exteriores EA y EC. 
3.0 El ángulo que forma la bisectriz BD con la altura BH. • 

• 

• 

4.0 El ángulo que forman las alturas de los vért ices B y A. 

1.0 

2.° 

L d ~ LCIB~1800_ L B + LC 
2 

L d ~ 1800 _ 58° + 70° ~ 1160 
2 

L A ~ 180° - (L B + L C) ~ 
= 1800 - 1280 = 520. 

Como las bisec trices exteriores son perpendiculares 
a las interiores correspondientes, L.. s es el suplemento 
del ángulo formado por Al y el 

L AIC ~ 1800 - L A + LC 
2 

= 1800 _ . 520 + 700 
= 1800 - 61 0 . 

2 

L s ~ 1800 - L AIC ~ 180° - 180° + 61° ~ 61° 

• 3.° L DBH ~ L ABH - L ABD 

L ABH ~ 900 - A ~ 90° - 52° ~ 38° 

L ABD ~ L B ~ 58° ~ 290 
2 2 

L DBH ~ 38° - 290 ~ 9° 

B 

Fig.174 
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• 4.0 El ángulo que forman las alturas BH y AL tiene sus lados respectiva
mente perpendiculares a los lados del ángulo C; estos dos ángulos serán iguales o -
suplementarios; por tanto: 

L BOL = L e = 70° o bien L AOB = 1800 - Le = 110° 

182. En un triángulo ABe (fig. 175) rectángulo en A. se 'traza la altura AH 
y se toma sobre BC. HD = HB; por el extremo C se traza CE perpendicular 
a la prolongación de AD. Demúéstrese: 

1.0 Que la circunferencia de diám etro AC. 
pasa por los puntos H y E. 

2. ° Deducir de lo expuesto, la igualdad de 
los segmentos AH y EH. 

A 

3.0 Probar que L AeB = L D AH. 
• 1.° ~ Como los ángulos AHCy AEC son rectos. C~....L_--";;---:o,,lt;----'B 
los vértices H y E estarán sobre. la semicircunferencia 
de diámetro AC. E 
• . 2.° El triángulo ADB es isósceles, pues la 
altura es al mismo tiempo mediana (HD = HB). 
también será bisectnz. 

Fig. 175 

Luego L DAH = L BAH y es decir, 

Por tanto, las cuerdas AH y HE son iguale s ya que subtie,¡den arcos iguales. 
• 3 ;0 L ACB = L BAH por tener los lados respectivamente perpendiculares 
y ser de la misma especie 

pero 
luego 

LBAH 
L ACB 

LDAH 
L DAH 

183. Dado un triángulo ABC (fig. 176), se trazan las alturas BD y AE, 
las cuales se cortan en el punto H. Si el L A = 450 Y L C = 600. hállese: 

1. ° El ángulo ni formado por las alturas, y los ángulos r y s de éstas con 

A 

B~~-E~----~C 

Fig. 176 

184. En el trapecio 
Calcular: 

los lados AB y BC. 
2.0 D emuéstrese que el cuadrilátero ADEB 

es inscrip tibte. 
• 1.° L m y L C son de la misma especie y 
tienen los lados _perpendiculares. luego: 

L11l - L C = 60° 
LB= 1800 - ( L A + L C) 

L r= 9OO - L B = 9OO - [18oo - (45° + 600)] = 15° 

L s = 90° - L e = 900 - 600 = 30° 

• 2.° L os ángulos ADB y HEB por ser rectos, 
sus vértices D y E estarán sobre la semicircunferencia 
de diámetro AB; por tanto, el cuadrilátero ADEB 
es inscriptible. 

ABCD (fig. 177), L A = 680 Y L B = 62° 30'. 
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1.0 Los ángu los e y D del trapecio y el ángulo E formado por las prolon
gaciones de los lados no paralelos. 

E 
2.° El ángulo D IC que forman las bisectrices de los 

ángulos C y D. 
3.° Probar que las bisectrices de los ángu los A y D 

son perpendiculares. 
4.0 Sirviéndose del lugar geométrico, hallar un 

punto M equidistante de Be y de DA, desde el cual se 
vea AB bajo un ángulo recto. 

-'f-- -+- --t'B 

• 1.° En un trapecio, al ser las bases paralelas, los án
gulos A y D serán suplemeutarios, lo mismo que los L. B 
y L. C; así pues.-

• 

Fig. l77 

L C ~ 180" - L B ~ 180" - 62" 30' ~ 117" 30' 
¿' D ~ 180" - ¿' A ~ 1800 - 68' ~ 112' 

L. E es suplemento de L A + L B; por tanto 

L E ~ 180" - (68' + 62' 30' ) ~ 490 30' 

2.' L DIC ~ 180' _ L e + ¿' D ~ 180' _ 117' 30 + 11 2' ~ 65' 15' 
2 2 

• 3.0 Los ángulos A y D son suplement.arios, por tanto 

¿, A + LD ~ 900 
2 2 

el árlgulo de sus bisectrices será.-

L AJO ~ 180" - LA + ¿, D ~ 180' - 90' ~ 90' 
2 

• 4.° El lugar geométrico de los puntos equidistantes de BC y de AD es la bi
seari::: del ángulo formado por esas rectas, y el de los puntos desde las cuales se vea 
AB bajo 1m ángulo recto es la circunferencia de diámetro AB; los puntos M y M '. 
intersecciones de ambos lugares geométricos, son los puntos que resuelven el problema. 

185. En una circunferencia en la cual el arco Be = 60° (fig. 178), traza
mos BD, perpendicular al diámetro AC, y DF, paralela al m ismo diámetro. 

1.0 ¿Qué amplitud tienen los arcos D C, AB, FD? 
2. ° Sabiendo que BC es perpendicular a A B, 

¿por qué eAB ~ L DBe? 
3.° ¿Cómo se trazara la normal en el punto F ? 
4.° ¿Cómo se trazará una tangente paralela 

a AH? A e 
• 1.0 Por ser OC perpendicular a BD divide a 
ésta y al arco que subtiende en dos partes iguales; 
por tanto 

Be ~ Dc~600 
As + Be ~ 180' F¡j{. 178 



PROBLEMAS 83 

~ ~ 

AB ~ 180' - BC ~ 1800 - 60' ~ 1200 

Por ser FD y AC paralelas . .AJ: = él) = 60u 

y ro ~ 1800 - (AF + éD) ~ 600 

• 2,° Los ángulos CAB y DBC son iguales por tener sus lados pe rpen
diculares y ser ambos agudos. 
• 3.° Para traz ar la normal en el punto F bastará unir este plinto con el centro 
de la cirCllnJerencia, pues el radio del punto de contacto F es perpendicular a la 
tangente tra zada en ese punto, 
• 4,° Para trazar una tangente paralela a AH bastará trazar DE, mediatriz 
de AB, y luego, por los puntos en que ésta corta a la circünferencia, se traz a" pa
ralelas a AB, o perpendiculares a la 11lediatriz DE, 

186. Sea O la circunferencia inscrita eh el triángulo ABC (fig, 179) Y 
sean M. N. R ' los puntos de tangencia. 

1.0 Hallar el valor de 'L M. L N, L R, en función de los ángulos A , 
B Y C del triángulo, 

2,0 ¿Podrá ser rectángulo el triángulo MNR? 
3.° Siendo O el centro d e la circunferencia inscrita, hallar el \'alor de 

los ángulos NOR, NOM y MOR. 
e 1.0 AR = AM, BM = BN, CN = CR ( tangentes desde un punto a lIna 
circunferencia) . 

OM = ON = OR (radios de la misma circunferencia) . 
Las bisectrices AO, BO Y CO son, pues, mediatn'ces de los segmentos MR, MN, 

y NR, En' consecuencia , los ángulos NMR. M NR Y MRN tienen sus lados res
pectivamente perpendiculares a los de los ángulos .BOA, BOC y COA Y como son 
de especie diferente, son suplementarios. 

L 1l0A ~ 180' - L A + ¿ l<. ¿ BOC ~ 1800 -
2 ' 

L B + ¿C. 
2 

L COA ~ 1800 _ L C + L A 
2 

de d01lde: 

L M ~ L NMR ~ 180' _ (1800 _ LA .~. L B) 

L A + L B 

Del mismo modo,' 

L B + L C 
2 

y 

2 

¿ R ~ L C + L A 
2 

A 

Fig. 17Q 

• 2.' Como L A + L B + L C ~ 180' resulta L A + L B + Le 
2 

e 
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Luego 

L M L A + 
2 

L B < L A + L B + Le es decir LM < 90° 
2 

L N L B + Le < L A + L B + L e es decir LN < 900 

2 2 

L R ~ L e + L A < LA + L B + Le es decir L R < 90° 
2 2 

En consecuencia, el triángulo MNR no puede ser rectángulo. 
• 3.0 L NOR, L. N OM y LMOR tienen sus lados respectivamente perpen
diculares a los fados de L e, L B, y L A y son de especie diferente. 

Luego L NOR, L NOM y L MOR son suplementarios de L e, L B 
y L A. 

187. Sea el triángulo ABe inscrito en la circunferencia O (Hg. 180) tal 
que el arco AB = 1200 Y el arco Be = 72°. 

1.0 D emuéstrese que la recta BDE, que une el punto B con E; en donde 
el radio OE perpendicular a AC corta a la circunferencia, es bisectriz de B; 
dése el valor de L B /2. 

2.° La tangente EF corta a la secante Be en F ; calcular los ángulos DCF, 
DEF, Bl?e . 

3.° Los lados AB, BC, ¿son lados de polígonos regu lares que se pudieran 
in scribir en la circunferencia dada? 
• . 1.° El radio perpendicular a una cuerda la divide en dos partes iguales, lo 

mismo que al arco que ésta subtiende; osi es que CE = AE y la recta BE sera b-úectriz 
del ángulo B: . 

• 2,0 

L B ~ 1..[3600 _ (1200 + 720)] ~ 840 
2 2 

L DCF ~ 180° - L BeA ~ 180° - 60° ~ 120° 

L DEF ~ OC + ÉC ~ 72° + 84° ~ 780 
2 2 

L. BDC = L DEF (DC y EF son paralelas como perpendicu
lares a DE). 

• 3.0 AH es el lado de un triángulo equilátero inscrito, pues 360°:3 =120° 
y BC es el lado del pentágono regular inscrito, pues 3600 : 5 = 72°. 

F 
Fig.180 Fig.IRl 
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188. Un cu adrilátero ABCn (fig. 181) está inscrito en una circunferencia O. 
Si AB es el lado del cuadrado inscrito, BC el lado del exágono regular inscrito 
y CD el lado del triángulo equilátero inscrito, se pregunta: . 

1.° El valor de los arcos AB, BC, CD y AD en grados sexagesimales y 
centesimales. 

2.0 Por qué la diagonal BD es un diámetro y cuánto valen los ángulos 
que forma con los lados AB, BC y_ con la otra diagonal AC. 

1.0 ÁB 36oo: 4 ~ 9()0 
90 X 10 

~ lOO' • 9 

OC 36oo: 6 . ~ 60° 
60 X lO 

66,6667 ' ~ 

9 

éD 360°: 3 ~ 120° ~ 120 X lO "= 133,3333 ' 
9 

ÁD ~ 360° - (900 + 60° + 1200) ~ 900 ~ 100' 

• 2.° BD es un diámetro, pues BC + CD = 600 + l ~()o = 18oo. 

L ABD ~ \0 ~900:2 ~450 

L DBC ~ Oc ~ 12oo . 2 ~ 6oo 2 . 

L BOC ~ AD + Be ~ 
2 2 

900 + 60° ~ 750 
2 

v. Problemas suplementarios 

189. Tres rectas OA, OB, O C (fig. 182) tomadas _en un plano, forman 
. entre sí ángulos de 120°. Si desde un p unto P del mismo plano se bajan per
pendiculares a dichas rectas, demuéstrese que 
los pies de las perpendiculares son l.os. vértices 
de un triángulo equilátero. 

P or ser rectos los ángulos en a, b , e, serán 
inscritos en la circunferencia de diámetro OP; ade-_ 
más (n .o 16) 

pao 
L bOo ~ LcOa ~ 600 

té. abc ~ L cOa ~ 6oo 
.L aeb ~ L aOIi ~ 600 
Lbac ~ LbPc ~ 60° 

Además, ba = ac = bc por ser cuerdas que 
subtiende" arcos iguales,- luego ... 

e 

B 

Fig. 182 
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P' -v- - --r/ 

o A c 
Fig. 183 

B 
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190. Dado un ángu lo recto O (fig. 183) Y 
dos puntos A y B sobre uno de los catetos, hallar 
.un punto P sobre el otro cateto, tal que se tenga: 

l." LAPB ~ L ABP 
2." L AP'B ~ 2 L ABP' 
Condición de posibilidad. 

• l ." Sea L APB ~ L ABP. El b APB es isós
celes; por tanto, AP = AB; bastaró pues descn:bir 
desde A un arco de radio AB, el ClJal cO/·tarÓ al 
cateto OP en el punto P. 

Condición.- AB > OA. 

• 2.° Sea L. AP'B = 2 L.. ABP'. También tenemos que L n = 2 L A SP'. 
Por ser L O = L. F = 900 el cuadrilátero P'OAF es illscriptible y 

L P' = L. i = L. n, el triángulo OFC es isósceles JI su altura mediatriz de Oc. 
Bastará, por cOllSigllie1lfe, trazar la media tri:: de OC, la cual cortará a la semi
circunferencia AFB en F; la recta BF daró el punto que se busca, P' 

Condición.- OA < AC. 

Construir un triángulo dados: 191-
l." 
2.0 

Los lados AB. AC y la mediana BO relativa a uno de ellos. 
Los lados AB, BC y la mediana BD comprendida entre ellos. 

3.0 
ra 18+). 

El lado AB "y las medianas BO y AF que parten de sus extremos (figu-

SU/)()}lllamOS el problema resuelto.-
• 1.0 En 6. ABD SOl1 COl1ncidos los trt'S lados AB, SD y 
mar OC = AD para que el 'l:érfice e quede d!!/enllil/odo. 
• 2.0 Se collS truye el triángulo BCE C/lyos lados 
SOI1 ." 

BC, CE ~ AB Y BE ~ 2BD 

• 3.0 Se co1lStrllye el triánglllo AOB de ladns 

AC/2; hfl.~la rá 10-

B 

AB. OA. _ 2AF 
. - 3 

BO ~ 2BD 
3 A """"'--- +n--7C 

después se toma 

OF ~ AF 
3 

y se trazan BC y AC. 

l' OD 
E 

Fil!. IS4 

192. D os ci rcunferencias O y O ' (fig. 185) son tangentes exteriores en A. 
Se traza BAE y BD tangente a la circunferencia 0 ' , la cual corta a la circun
ferencia O en C. Demostrar que AD es b iRcctriz del ,ingulo C.-\E exterior del 
triángulo ABC. 

Si AD es bisectriz de L CAE debemos tener 

med o En =. BF = Fe 

-
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Prolungando AO hasta... F tenemos: 

medo . .\D .= med . . ~ (n.o 166); 

pern L CAD = L CBF por tener el mismo suplemento; 

/l/as 

l' 

de donde 

¿ ABF 

IlIego 

193, 
to A (fig. 

o 

¿ CBF = ¿ ABF - ¿ABe 

¿ ABF .:\F .w 
B 2 2 

¿ ABC DE _ .w 
2 2 

¿ ABC = ¿CBF = DE = J3!:-
2 2 

F 

Fil::. 185 

¿ CAD ~ ¿ DAE 

Ondas dos circunferencias concéntricas de radios R y r y un pun-
186) sobre 1:1 circunferencia exterior, traza r desde ese punto una cuerda ' 

F 

D' 

a la clrcunferencl.1 mayor, que quede d i\'id ida en tres 
partes iguales por la circunferencia men or. Condición 
para que el problema sea poslhle. 

Supongamus el problema resuelto, y AB =- BC = CO; 
en el tridngulo COA se COllocen dos lados y la mediana 
comprendida por los mismos; tomando OF = 20B = 2r, 
OA = R J' AF = r se obtiene el triángulo OAF, cuya 
mediana es AB 1~l!lIal a ADf3. 

Para que el problema tenga solución es necesario que 
el Ir/dngula OAF pueda construirse o sea 

'1.° R + r > 2r o R ~ r; 
para R = r, AD será 1m punto. 

Fil.!. 186 2,0 R - r < 21' o R ~ 3r; 
para R = 3r, AD es el diámetro. 

194. Dada una circunferencia O (fig. 187) de d iámetro AB, desde un 
punto C tomado en la peri fer ia. se describe otra circunfcrpncia tangente al diá
metro de la primera, y desde los extremos de este 
d iámetro A y B se trazan las tangentes AD y BF a la 
segunda c ircunferencia. D emost rar que estas tangen 
tes son para lelas. 

S upongamos el problema resuelto ; si las tangentes 
AO y BF SOl1 paralelas deberá tenerse: 

L DAB " ¿ ABF ~ 1800 

pero CB es bisectriz de los ángulos ell C y en B, y AC 
es bisectriz de los ángulos en A y en C y L. CAE = L ECB 
por tener los lados perpendiculares. 

B 

Fig. 187. 



88 

Luego 
y 
es decir 

GEOMETRÍ A PLAN A 

L CAE + L CBE ~ 900 
2 L CAE + 2 L CBE ~ 1800 

L DAE + L ABF ~ 1800 

por tpnto, las tange ntes AD y BF son p~raJelas. 

195. Dada una circunferencia O (fig. 188), trazar una cuerda de longitud 
conocida 1, cuyo punto medio esté sobre otra cuerda AB de la mism a circun
ferencia. 

El lugar geométrico del punto medio de una cuerda dada es la circunferencia , 
cuyo radio es la distancia de esa cuerda al centro; por los puntos de intersección e 
y D, de este lugar geométrico con AB, se trazan perpendiculares a los radios OC. 
Y- on y éstas serán las cuerdas que resuelven el problema. Para que tenga solución 
es preciso que AB ~ l. 

F 

F ijZ.188 Fig.189 

196. En una semicircunferencia 0 , de diámetro AB (fig. 189), un punto e 
se mueve sobre la m isma. Desde e se t raza la perpen dicular en al diámetro, 
y se toma, . sobre el rad io OC, una longitud OP = en. Hallar el lugar geomé
trico del punto P. 

Cuando el punto C está en B, el punto P está en el centro O; si BOe = 90°, 
P coincide con e 'en F; tracemos OF. Sea P un punto cualquiera del lugar geomé
trico; tracemos PF; los dos triángulos e D O y OPF son iguales por tener dos lados 
iguales y el ángulo comprendido; por cOllSiguiente 

LCDO ~ LOPF ~ 90°, 

y e l luga r geom.é trico del punto P será la circunfe r e ncia d e l diáme
tr o OF perpe ndicular a AH. 

197. En una circun f~rencia O (fi~. 190), se toma un arco BC = 1200 Y se 
t raza la cuerda Be y las tangentes en B y e, las cuales se corran en un punfo 
exterior A. Sobre el refer ido arco Be se marca un punto M y se traza la secan
te BJ\I[. la cual corta a ÁC en n , y la secante CM, que corta a AB en E. De
mostrar que cualquiera que sea la posición del punto M sobre el arco Be, la 
surha AD + AE es una cantidad con stan te . 

En el 6. ABC, cada uno de los ángulos ABC y ACB es igual a la mitad del 
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arco BC, o sea 60°; de aquí que dicho triángulo es equi
látero. 

Los triángulos ABD y BCE son iguales, por tener 
un lado iguaL AB = BC y los á11gulos adyacentes 
L A ~ L. B)' L. ABD ~ L. BCE, de donde 

AD ~ BE; 

luego AD + AE ~ BE + AE ~ AB. 

AD + AE = AB e s una cantidad constante . 

198. Construir un t riángulo dados el lado AB, el 
ángulo ABC y el radio R de la circunferencia inscrita 
(figuca 191). 

89 

A 

C.~ ___ ----"~18 

ó 

Se construye el ángulo A B X igual al dado), se toma Fig. 190 
la longitlld AB en uno de sus lados. En este ángulo se ins -
cribe una circunferencia de radio R. Para ello se traz a la bisectriz JI una paralela 
a AB a una distancia igual al radio; la intersección de esta paralela COIl la bisec
triz determina el centro O. 

Hecho esto se trazan desde los puntos A y BIas tange,¡tes, y el punto donde 
se corten nos dará el vértice C del triángulo que se desea construir. 

e 

Fig. 191 
Fig.1 92 

199. Halla r el lugar geométrico de los punt'?s desde los cuales las tangen tes 
t razadas a una circunferencia O tengan una longitud dada 1 (fig. 192). 

Los triángulos rectángulos que resultan ulliendo los puntos A y C con el cen
tro O, y By D con el mismo centro son iguales y por tanto las hipotenusas CO = DO. 
Lo mismo ocurriría con cualquiera otra tangente igual a 1. Por donde se ve que las 
distal/cias de los. extremos de las tangentes a la circunferencia O es constante e igual 
a CO. 

Luego la circunferencia de radio OC e s e l lugar ge om.é trico que 
se busca. 

200. Por un punto M tomado fuera de una circunferencia O (fig. 193), 
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90 

O) .,.,,,,A,",-_ 

8 

e 
Fig.193 

M 
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trazar una secan te que determine en dicha circun
ferencia un segmento capaz de un ángulo dado. 

T racemos en el círculo dodo un ángulo inscrito 
BAe igual al dado y la cuerda Be que abarcan 
sus lados. 

Es/a cuerda determino el arco capaz del án
gulo dado. 

Pero toda otra cuerda igual a Be equidista del 
cel/tro O, úendo Sil distancia OH . Asi pues, toda 
cuerda igual a BC será 1/1/0 tangente of círculo de 
radio OH. Trazalldo este círculo bastará después 

trazar desde el pUlllo l\1w/O tal/gente a este circulo . El problema tiene dos soluciones, 
pues del pI/lito M se pueden trazar dos tallgentes l\!ID JI ME. Los segmentos DD' 
y EE' resuelve n el problema. 

201. Construir un trapecio irregular dados la 
base mayor AB, el ángulo D , la altura DH y la dia 
gonal AC (fig. 194). 

Como el L.. A es el suplemell to del L.. D, queda 
conocido. Traz ada la base AB, en el punto A eoJlS
tmimos el L BAD. En 1111 Plll/ to de AB tracemos la 
perpeJ/dicular igual a la altura dada; por el extremo 
se {raza una paralela a A B, lo c/lal determinará el 
PUI/to D. Desde A, COIl /ln radio igual a la diagonal 
se determina el punto C. Por fin se traz a el lado Cs. 

Fig. 194-

202. Dado un t ri ángulo equilátero inscrito en la circunferencia O (fig. 195) 
demuéstrese que en un punto cualquiera :VI del arco Be 

A se tendrá: MA = ME + MC. 
Construyamos eO Il lVlC por lado el triángulo equilá

tero MEe. 
"'AEC ~ "'BMC, por t.ner AC ~ BC y EC ~ MC 

8 y L ACE ~ L BCM 

e 
Fig. 195 

lugar geométrico de 

por tanto AE = BM 

o sea 

En consecuencia: 

ME + EA ~ MC + BM 
MA ~ MB + Me 

L o mismo ocurriría con cualquier otro plinto lomado 
sobre el arco BC; por consiguiente, e l arco Be es el 

todos los puntos en los cuales se verifica que 

MA ~ MB - :vIC 

203. En una circunferencia O (fig. 196), trazamos una cuerda AB r desde 
el punto medio del arco que ésta subtiende t razamos una tangente DC = AS. 
Si juntamos A con D y B con C, ¿qué clase de cuadri látero se forma? 

Trazando el radio OD, éste será perpelldiwlar a la tangente DC y terminará 
en el punto medio del arco ADB. siendo al mismo tiempo perpendicular a AB. OD es 
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perpendicular a AB y D C luego éstas serán paralelas, y como D e = AB, el cua
drilátero ABen es un paralelogramo. 

o e 
c.I---r.-- ----"'ID 

A¡¿-- --+- ---1ís , 
A o 

F i,!:!. 196 F ig.197 

204. Si en la circunfe rencia O (fig. 197) t razamos dos cuerdas AB y CD, 
de modo que al cortarse en el punto 1 se tenga 

Al = ID y BI = le 

demostrar que Jos arcos AC y BD son iguales . 
Uniendo los ext"1"emos A y e, By D , los triángulos AI C y BID seran iguales, 

por tener en 1 WI ánglllo igual y los dos lados que lo forman también iguales; por 
tanto, AC = BD , JI como en circunferencias iguales a cuerdas iguales correspondell 

arcos iguales, ÁC = BD. 
205. Dada una circunferencia O (fig. 198) 

si desde éste trazamos las tangen tes PA y PE, 
demostrar: 

1.° Que d ichas tangentes son iguales 
entre sí. 

2.° Que la recta que va del punto P a O 
es el lugar geométrico de los centros de las cir
cunferencias tangentes a las tangentes dadas . 
• 1.° Sean las tangel/ tes PA y PB; tracemos 
OP, OA JI OE. Los in'ángulos rectángulos OPA 

y un punto P exterior a ella, 

A J p 

y OEP SOn iguales por tener OP comlÍn y Fic. 198 

OA = OB, por ta nto AP = BP. 
• 2. ° Por ser los triánglllos iguales se tendrá L APO = L BPO y la recta 
OP será la bisectriz del ángulo APB. T odos los puntos de esta bisectriz equidistan 
de las tangentes AP y BP. Sea, por ejemplo, el punto 1'1; las perpendiculares 
MJ = 1\11-1 trazadas respectivamente a AP y BP S011 dos radios de lUlO circun
f ereucia de centro M, tangen te a las dos tangentes dadas PA y PE. 

206. Por un punto P, tomado en la prolongación del diámetro de una 
circunferencia O (fig. 199), se trazan d os secantes PA y PA' , tales que formen 
ángulos iguales con dicho d iámetro. D emostrar que estas secantes son iguales 
lo mismo que las cuerdas que dete rminan. ¿Cómo se trazarán en esta misma 
circunferencia cuerdas igua les a lp.s cuerdas anteriores? 
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• 1.0 Al formar las rectas PA y PA' , án
gulos iguales con el diámetro PH, o eje de si
metria de la circunferencia, si doblamos la figura 

M por PH, la recta PA se colocará sobre PA' y el 
HI-t---}.;--++----3,..p punto A coincidirá con A' y B con B', siendo 

por tanto 

PA ~ PA' Y AH ~ A 'B ' 

A' 

Fig. 199 
• 2.° Al ser las cuerdas AB y A 'B' iguales, 
equidistarán del centro O; luego todas las cuerdas 
que disten del centro un segmento igual a OD 
serán 19uales a AB. Para hallarlas basta describir 

desde O una circunferencia 
ve con M N y P'Q. 

de radio OD y traz ar luego tangentes a ésta, como se 

207. D ada una circunferencia O de diámetro AS, se divide AB en un 
número n de partes iguales y se describen interiormente 11 circunferencias de 
diámetro AS/n. Demuéstrese que sea cual fuere el número 11, la suma de las 
longitudes de las circunferencias obtenidas es igual a la longitud de la circun
ferencia d ada. 

Longitud de la cirt;mif. propuesta:. L = 2 :-rR 

R de lIna circunf. pequeña: L¡ = 2:7 X 
I! 

de n circunf. pequeñas: 4 = 2:7 X Ji X 11 = 2:-rR. 
n 

208. Dado un ángulo xAy- = 60° (fig. 200) Y una di stancia R , trazar una 
circunferencia, de radio R. tangente a los dos lados del ángulo. Sean P y Q los 
puntos d e contacto de la circunferencia con los 
lados Ax y Ay Y O el centro de la misma. Hálle
se el valor del L POQ. 
• 1 . o Traz ado el ángulo xAy = 600 por el 
procedimiento que se quiera, y la bisectriz de éste, 
el centro O de la circunferencia tangente a los 

x 

lados del ángulo dado se hallará sobre esta bi- A~----''rl--+;¡ 
sectriz. Para hallarlo se traza desde un punto B 
la perpendicular B1\I1 = R; la intersección de la 
paralela a AX traz ada por M , con la bisectriz 
del á,¡gulo, 1IOS da~á el centro O de la circunfe
rencia tangente de radio R = BM. 
• 2.° Valor del ángulo POQ. - E1I el trián
gulo APO el ángulo A = 30° y el ángulo en 
O ~ 6Q<>. · 

R 

Fig.200 

llAPO ~ LlAQO, luego: L POQ ~ 60 X 2 ~ 12Q<> 

y 

También pudiéramos hallar este valor observando que el ángulo POQ es su 
pleme1ltario del A en el cuadrilátero birrectángulo APOQ. 
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209. . ¿Qué es menester para que un cuadri látero sea mscriptible en una 
circunferencia ? ¿Cuáles son los cuadriláteros inscriptibles? 

Para que 1m cuadrilátero sea inscriptible basta que lenga dos ángulos opuestos 
suplementarios (GEOM. 234). 

Los cuadriláteros que cumplen esta condición son: el rectánguld, el cuadrado 
y el trapecio isósceles. 

210. En todo cuadrilátero ci rcunscrito la suma de dos lados opuestos es 
igual a la suma de los otros dos. Todo paralelogramo circunscrito es un cua
drado o un rombo. 

1.0 Sea el cuadrilátero ABCD (fig. 20)) circunscrito a la circunferencia, 
JI E, F, G Y H los puntos de tangencia. 

. Como las tange!ltes trazadas desde un mismo punto son iguales, tendremos: 

i~ ~ ~~ } sumando 
DG ~ DH 

AE -V BE + CG + DG ~ AH + BF + CF + DH 
AB + CD ~ AD + BC 

2. o En un paralelogramo los lados opuestos son 
iguales , fuego si remplazamos el cuadrilátero dado por 
un paralelogramo · tendremos: 

• AB + CD 

de donde 

2AB Y AD + BC ~ 2BC 

2AB ~ 2BC 
AB ~ BC 

o 

e 

A 
Fig.201 

8 

Pero si dos lados consecutivos son iguales, la figura será un cuadrado 
o un paralelogramo. 

211. Si la mediana de un triángulo es la mitad del lado donde cae, el 
ángulo opuesto a ese lado es recto; si es mayor que la mitad, el ángulo opuesto 
será agudo, y si fuese menor, el ángulo opuesto al lado susodicho sería obtuso 
(figura 202). 

e" 

1""----'~----'=--¡1l O. 

Fig. 202 

• Si (IXACB) oc ~ AB ~ OA ~ OB 
2 

el punto C se halla en una sel~icircunferellcia de diáme
tro AH. Por tanto: . 

• 

L ACB ~ 1800 .~ 900 áng. recto 

Si 

2 . 

("'AC" B) OC" > AB ~ OC 
2 

-el ¿ AC"B es ex terior a la circunferencia de diámetro.AB y menor que L. ACB. 

L AC" B <. 900 áng. agudo 
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• Si (6AC'B) 
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oC' < AB ~ OC 
2 

el L AC'B es interior a la circunferencia de diámetro AB y mayor que el L ACR 

L AC'B > 90° áng. obtuso 

21 2. U n arco de 21° 15' , correspondiente a una circunferencia de rad·io R , 
tiene la misma longitud que orro arco de 35° 25 ' . relati vo a una ci rcunferencia 
de radio R'. Calcular la relación que existe entre los radios de esas circunfe
renci ~l s . 

21° 15' = 1275 ' y 35° 25 ' = 2125 ' 

El valor de los arcos dados, en función de su s radios, es : 

2.,R '<. 1275 
360 x 60 

)' 
2 :1 R ' x 2 125 

360 x 60 

Como S01/ iguales. tendremos: 

simplificando 

de doude: 

2:TR X 1275 = 2 :7R ' X 2125 
1275 R ~ 2 125 R' 

R 2125 5 
R' 1225 3 

213. Demostrar que la amplitud de un ángulo inrerio r a una circunfe
rencia es igual a la semisuma de los arcos interceptados 

Fig. 203 

. por él, y por su opuesto por el n!rtice . 
S ea el ángulo illterior L. AOB = L. a (fig. 203); 

su opuesto por el vértice es L CODo Tracemos la cuer
da AC. 

En el 6 AOC se tiene que el ángulo externo L AOB = 

= L i + ¿ r, pero éstos S01/ inscritos y su amplitud es 
la mitad del arco interceptado; por tallto: 

L i 

de donde 

AB. 
2 ' 

L a ~ AB éD 
2 

214. Demostrar que la amplitud de un angulo exterior, cuyos lados son 
d os secantes, es igual a la semidiferencia en tre las amplitudes de los arcos inter
ceptados ' por dicho ángulo. 

Sea el ángulo exterior BAC (fig. 204) formado por Jas secantes AD y AC. 
Trazando la cuerda BD tenemos: 

de donde 

Lx L A + L B 
LA ~ L x - L B 
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Pero L .'\" Be 
2 

L B 6F y 
2 A 

luego L A Be 6F 
2 

215. Demostrar que dos cuerdas iguales, que FiJ.:. 204 
se cortan en una misma circunferencia, son las 
diagonales de u n trapecio isósce les. 

Sean las cundas iguales A C y BD que se cortan en el PU1Ito 1 (fig . 205). 

M 

Bi"'=------L~ e 

FiJ.:. 205 

" , ~ 
P or;er AC ~ BD: AMC ~ BM O 

y restando el arco carmín AMO 'L'endrá: 

Aa = éD 
)', por tallto, las cuerdas 

AB CO 

)' por ser inscritos, 

L OAC L ACB 
luego las cuerdas AD JI Be serán paralelas JI el C/{a
drilátel'O ABCn un tra pecio isósceles. 

216. D emostrar que todo paralelogramo inscrito en una circunferencia 
es rect ;ingulo y la diagona l de aquél será el d iámet ro de t!sta. 

• 1.0 Por ser ABCO (fig. 206) un paraielogramo, será AO = Be, de donde 
~ ~ ~ ~ 

AMO ~ BMC )' A;\;B ~ CND 
M 

Como además este paralelogramo es inscrito, se 
tendrá: 

A D 
L A M+ N 

2 
N M R N 

L C -'-
2 B e 

luego L A ~ L C ~ 900 

Lo mismo se demostraría que M 

L B ~ L O ~ 90o 
Fi~. 206 

Por tanto. e l pa ra le logramo es rec tángulo. 
• 2 .° Siendo L A, por ejemplo, un ángulo inscrito recto, la diagonal BD será 
el diámetro d e la c ircunferencia circunscrita. 

216 bis . - Entre los aparatos t risectores de ángulos hay uno que t iene la 
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Fig. 207 

En comecuencia.-
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fonna adjunta. Consta de una semicorona 
circular con dos prolpngaciones rectilíneas 
perpend iculares tales que AB = AO y AC 
tiene una longitud arbitraria. 

Dado un ángulo LVL', se coloca el 
aparato de manera que B apoye sobre un 
lado (VL, por ejemplo), AC pase por el 
vértice V y el otro lado VL' sea tangente a 
la semicircunferencia exterior. D emostrar que 
LBVA ~ L AVO ~ L OVT ~ L LVL'/3 

El triángulo BVO (fig. 207) es isósceles 
ya que VA es mediatriz del : segmento BO. 
L uego L BVA ~ LAVO': 

Por otra parte, si trazamos el radio OT, 
los triángulos rectángtdos OA V Y OTV son 
iguales por tener la hipotenusa común y Ull 

ca teto igual por construcción." OA = OT. 
L uego L AVO ~ L OVT. 

L BVA ~ L AVO ~ L OVT ~ L LVL' 
3 



3 
PROPORCIONALIDAD 

l . Longitudes proporcionales 

217. Resolver la expresión: 

.,.!l = M X P cuando M = 3,8 cm y P =' 1,9 cm 

Será: x = -J 3,8 X 1,9 = 2,687 cm 
Solución g ráfica: GEOM. 409. 

218. Hallar una tercera propordonal 
p rop orcional. Aplicación: M = 2,8 cm ; 

en tre M y N, siendo N la media 
N = 4,l cm. 

Sea x la tercera proporcional. 

debemos l ener 

de donde 

x 

N 
N 
M 

N~ 4 F 
x = ~~ =~ = 6crn 

M 2,8 

Soluc ión g rá fica : GEOi\1. 408. 

219 . El perímetro de un triángulo es 53 mm y sus lados son entre sí como 
los números 7. 8 y 11. ¿Cuánto mide cada Jado? 

Habrá que repartir los 53 mm en parles proporcionales a 7. 8 Y 11 . 

53 x 7 
26 

14,26 mm 53 x :6 = 16,3 mm. y 53 x ~~ = 22,42 mm 

220. U na recta paralela a un lado de un triángulo determina en el otro 
lado dos segmentos de 28 y de 17 m. ¿Cuánto m iden los segmentos q ue fo rma 
con el lado restante si éste tiene 60 m? 

Bas ta repartir 60 en dos par tes proporcionales a 28 y 17. 
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o bien, si x. es una <fe dichas partes, la. otra 
será 60 - x y tendremos: 

x 28 
6()-=-:;: ~ 1 7 

x ~ 37 ~ m 

6O - x ~ 22~m 
3 

221. Dos 19idos de un triángulo tienen respectivamente 150 y 170 
desde el'-vértíée comÚn se toma una longitud de 85 m 
sobre el primero. ¿Qué longitud será preciso tomar 
en el segundo para que la recta trazada por los dos 
puntos así obtenidos sea paralela al tercer lado? 

El 2. o lado debe quedar dividido en la misma 
proporción .que el 1.°. Sea x la limgitud pedida, ten· 

!7!~ 
JI/ \ 
!!!~---_\-\:\-

dremos: 

_x_~~ 

m; : 

170 150 

x ~ 170 x 85 ~ 96l m 

L !::B-----~C 

150 3 Fig.209 

222. Los tres lados de un triángulo tienen respectivamente 18, 30 y 36 m. 
Calcular los segmentos que en cada uno determina la bisectriz correspondiente. 

La bisectriz de un ángulo interior de un triángulo divide al lado opuesto en 
dos segmentos proporcionales a los otros dos lados, luego (fig. 210): 

Fig.21O 

x ~ 30 ~ l.. x = 8~m' 
18 - x 36 6 11 

~ ~ 36 ~ 2 Y = 10m 
30 - y 18 

z :, 30 ~ l.. z ~ 13,50 m 
36 - z 18 3 

El lado de 18 ro. queda dividido en 8 121 m y 9 ~ m 
11 · 

El lado de 30 m en 10 m y 20 m. 
El lado de 36 m en 13,50 • .m y 22,50 m. 

223. Sobre una recta XY (fig. 211), tomemos el segmento rectilíneo 
AM = 12 mm y el AB = 20 mm. Hallar sobre esta recta otro punto M ' tal 
que tengamos la relación 

M 'A ~ MA 
M'B MB 



Como 

debemos tener 

lo" que supone: 

LONGITUDES PROPORCIONALES 

MA 12 
MB 20 - 12 

M 'A 3 
. M 'B 2 

2 
2 

M'A > M 'B 

A M. B 
x 

Fig.211 

El punto M ' se hallará a La derecha de B, y a una distancia 
M 'A ~ M 'B + 20 

por tanto 

de donde 

M 'B + 20 ~ 2 
M 'B 2 

3M 'B ~ 2M'B + 40 
M 'B ~ 40 mm 

El punto M ' se hallará en la prolongacúm de AS Y a 40 ~ de B. 

99 

y 

224. Dada una recta y en ella un segmento AS (fig. 212), determinar 

A M B 
el punto M sobre ella, de modo que se 
tc::nga: 

AM 3 
Fig.212 BM 5 

• 1.0 Supongamos que M se halle entre A y B, tendremos: 

AM + MB ~ AB AM + BM 
Y BM 

3 + 5 8 AH 
--5-= 5 = BM 

Por donde se ve gue habrá que dividir al segmento AS en ocho partes y tomar 
AM ~ 3 y BM ~ S. 

• 2.° El punto M puede hallarse en la prolongaCión de AB, Y como AM =-?-. 
BM ;:, 

el punto M ha de hallarse más próximo de A que de B; estará, pues, en la prolon
I gación de BA (fig. 213). 

o sea 

Sea AM = x, BM ~ AB + x; 

5x ~ 3AB + 3x 

x ~ 3 AB ~ AM 
2 

BM ~ 3 AB + AB ~ SAB 
2 2 

AM 
BM 

3 
5 

será x ~ 2 
AB + x 5 

M A B 

F~g. 213 

225. D ado un triángulo ABe (fig. 214), si trazamos un segmento MN 
paralelo a Be, escribir todas las proporciones que por ello resulten. 

Toda paralela a uno de los lados de un triángulo divide a los otros dos en partes 
proporcionales; por tqnto, _lendref!i.os: 

AM 
MB 

AN 
NC 

(1 ) 
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A Y permutar/do los medios será: 

AM MB (1) 
AN NC 

illvirtie'ldo vendrá: 

MB NC (3 ) 
AM AN 

B, L-------------~ 

Fi~ . 214-
e AN ~ NC 

AM MB 
(+) 

Como en loda proporción la suma del antecedente JI consecuente de la pn"mera 
razón es al antecedente o consecuente de la misma como la suma del antecedente 
y consecuente de la segunda a su antecedente o consecuente, las cuatro proporciones 
anteriores darán 

AM + BM AN + NC o bien AB AC (5) 
MB NC MB NC 

AM + MB . AN + NC o bien AB AC (6) 
AM AN AM AN 

226. Los lados de un t riángulo son AB = 12; AC = 15 J' Be = 15; si 
se traza MN paralela a Be de modo que AM = 8, ca lcu lar MB, Al\' Y I'\C (figu
ra 214). 

MB~AB- AM ~ 12 - 8 ~ 4 

La t>ro!>orció,¡ (6) del número anterior da: 

y la (5) da: 

1J ~ ~. 
8 AN' 

12 
4 

15 
NC' 

AN = !L.11 ~ 10 
12 

NC ~ 4 x 15 ~ 5 
12 

227 , Dos lados de un triángulo tienen AS = 24 cm y AC = 32 cm. Si 

A 

8 z 

B,~ __ --..'Ic • 
Fi~. 215 Fig.216 
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tomamos sobre AS un segmento AD = 13 cm, ¿qué segmento AE habrá que 
tomar sobre AC- para que el segmento DE sea paralelo a Be? (fig. 21 S). 

Una paralela a la base de Ul1 triángulo divide a los otros dos lados en partes 
proporcionales , así pues: 

13 
24 

de doude x = 17 ~ cm 

228. Cuatro paralelas determinan sobre una recta segmentos de 3, 5 Y 
8 cru. ¿Qué segmentos formarán en un segmento transversal que tiene 60 cm? 
(figura 216). 

Las cuatro paralelas determinan 3 segmentos x , y , z tales que : 

~ = L = --=- = 60 
16 3 5 

60 x 3 
x = - 1-6- = 11,25 CIIl; 

8 3 + 5 + 8 

60 x 5 
J' = -1-6- = 18,75 cm; 

de doude 

= ~ 60 x 8 ~ 30cm 
16 

229. Las b ases de un trapec io tienen 4 ro y 6 m y los lados 1,5 m y 2,5 m. 
Calcu lar los otros dos lados del t riángulo menor que 
resulta al prolongar los lados no paralelos. 

Sea P el vértice obtenido, y DE una paralela 
a PB (fig. 217). 

b PDC- b DAE, luego." PC DC PD 
DE ~ AE ~ AD 

de dondp 

pe ~ DE x DC 
AE 

PD ~ DC x AD 
AE 

1,5 x 4 
2 

3m 

4 x 2,5 = 5 m 
2 

p 

A F E H 8 

Fig.217 

230. ¿Qué altura tendrá el triángulo que se obtiene al prolongar los lados 
no paralelos de un trapecio cuyas bases tienen 27 m y 38,5 m y la altura es de 
15 m? 

En los triángulos semejantes PAB y DAE (fig. 219), tendremos: 

de donde 

PH ~ AB 
DF AE 

PH ~ DF X AB 
AE 

15 X 38,5 
11,5 

50,217 m 

231. Si los tres lados de un triángulo ABe son a = 12 cm, b = 15 cm, 
y c = 24 cm, ¿cuáles serán los segmentos que sobre el lado mayor detennina 
la bisectriz del L C? 

S ea x (fig. 218) el segmento BD y CD la bisectriz del L C. Como esta bisectriz 
divide aliado opuesto C en partes proporcionales a los lados a JI b, tendremos: 
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~ 
B X O 24 x A 
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_ _ x _ ~ 11 
24 - x 15 

x = BD = 10,67 cm 

24 - x = AD = 13,33 en.. 

F' •. 218 232. Dado un ángulo XOY (fig. 219) sobre OX 
tomarnos los segmentos OA, OB, CE, tales que 

OB es media proporcional entr~ OA y OE. Luego trazamos dos segmentos pa
. raIelas AC y BD. Demostrar que el segmento DE es paralelo a CB. 

Por ser OB media proporáonal entre DA y OE: 

OA 
OB 

OB 
OE 

Por el paralelismo de AC y BD, tendremos: 

OA ~ OC 
OB OD 

De la (1) Y de la (2) se deduce 

OC ~ OB 
OD OE 

(1) 

(2) 

Aplicando a esta proporción una propiedad cono
cida, tendremos: 

oc 
OD - OC 

esto es 

OB 
OE - OB 

OC 
CD 

OB 
BE 

Esta proporción entraña el paralelismo de En y Be. 

o 

Fig.219 

233. Dado un trapecio ABen (fig. 220) cuyas bases son AB yen, si 
por el punto medio E del lado AD se traza una paralela a las bases, demostrar 
que dicha paralela cortará a las diagonales y al lado oblicuo Be en sus puntos 
medios respectivos. 

En el triángulo ADB la recta EF, paralela a la base AB, determina sobre 
los otros dos lados segmentos proporcionales. Así pues: 

D e 
Fig.220 

pero como 
también será 

AE ~ BF 
ED FD 

AE ~ ED 
BF ~ FD 

Por lo mismo la recta EG nos dará en el trián
gulo ACD 

por tanto 

AE ~ AG ~ 1 
ED GC 

AG ~ GC 
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y con la recta GM en el triángulo ABC se tendrá también: 

AG 
GC 

BM 
MC 

BM ~ MC 

103 

Como desde un punto dado sólo se puede trazar una paralela a una recta, 
las rectas EF, EG Y GM se confunden en una sola, que será la EM, paralela a 
las dos bases AB y De. 

234. Por el punto O trazamos cuatro semirrectas, OA, OB, OC, OD (figu
ra 221) , las cuales fonnan entre sí ángulos de 450. Si cortamos dichas rectas 
por la secante AD, demuéstrese que: 

BA DA 
BC ~ DC y 

AB 
AD 

CB 
CD 

• 1. o Considerando el triángulo AOC y la bisectriz OB, tendremos: 

BA OA 
BC ~ OC 

y considerando la bisectriz OD del ángulo externo, tendremos: 

DA ~ OA 
DC OC 

Comparando estas dos igualdades se obtiene: 

BA ~ DA 
BC DC 

• 2.° Considerando el triángulo BOD y la bisectriz OC, se tendrá: 

OB ~ CB 
OD CD 

y la bisectriz AO del ángulo externo nos dará: 

de donde 

OB 
OD 
AB 
AD 

AB 
AD 
CB 
CD 

También puede decirse: Las semirrectas OA, 
OB. OC, OD forman un haz armónico y toda 

A 

sección rectilínea de wz haz arm6nico constituye una cuaterna 
(GEOM. 333). 

Luego BA DA AB CB 
BC DC AD CD 

y ~ valor absoluto : BA DA AB CB 
BC DC AD CD 

Fig. 221 

armónica de puntos 
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235. En un triángulo ABe (fig. 222) trazamos la bisectriz BD del án 
gu lo B y desde D t razamos el segmento DE paralelo a BC. Hállense los segmen

tos BE y AE teniendo presente que: 

A AB ~ 4cm y BC ~ 6cm 

La bisectriz BD da: 

Por el paralelismo de {os segmentos DE JI BC, 
resulta: 

B e 
Fi¡c.222 

BE CD 3 

Por tal1to, para hallar AE y BE 
merite a 2 y 3. 

basta repartir AS = 4 cm proporciollal-

AE = 4 x 2 = 1 60 cm 
2 + 3 • 

4 X 3 BE = --- = 2,40 cm 
2 + 3 

11. Polígonos regulares 

236. La suma de los ángulos interiores de un polígono regular vale 56 án
gulos rectos. ¿Cuál es el valor del ángulo central de este polígono? 

2 (11 - 2) ~ 56 

de donde 
56 

11 - 2 = - = 28 
2 

y n = 30 

El á ngulo centra l: 360 : 30 = 12°. 

237. En un dodecágono regular, ¿cuál es el valor: 
1.0 Del ángulo central? 
2.0 De un ángulo interio r del polígono? 
3 .0 De un ángulo externo? 

• 1.0 El ángulo central es igllal a 360: 12 = 30°. 
• 2.0 La Sllmo de los ángulos interiores es de 180 x (12 - 2). 

VII ángulo interior valdrá: 180 X 10 ~ 1500 
12 

• 3.0 La Sllllla de los ángulos exteriores es de 4 rectos. 
Un á ngulo e xterior valdrá : 360: 12 = 30°. 
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238. En un pentágono regular , ¿cuánto va ld rá el ángulo central y el án
gulo de l polígono? 

• 1. 0 El ángulo central valdrá: 360'0 : 5 = 720 

• 2.° Y el ángulo del polígono: 180
5

X 3 = 1080 

239. El ángulo externo de un polígono regular es igual a ! 50; ¿cuántos 
lados ti ene este polígono? 

El nlÍmero de ángulos e.,,·teriores, y por tanto de ladm, es 

360, 15 ~ 24 lados 

240. ¿Se podrá embaldosar con azulejos en fo rma de pentágonos regulares? 
No, pues 3600 110 es div isible exactament.e por 108° que es el valor del ángulo 

interior del pentáfIollo regular. 

241. ¿Por qué, para embaldosar un pavimento, se pueden emplear simul-
táneamente 'el dodecágono regular y el triángulo equil átero? 

El ángulo del dodecágono regular es de 1500 

El ángulo del triángulo equilátero es de 60° 
Alrededor de 1111 punto se Plleden colocar dos dodecágonos y un triángu lo 

equi látero, pues la Sillita de los ángulos es (150 X 2) + 60 = 360°. 

242. ¿Cuál es el valor del ángulo externo de un polígono regular de 9 lados? 
Deducir el valor del ángulo interno del polígono. 

Cada ángulo externo 'l.·ole 360 : 9 = 40°. 
El ángulo intenzo valdrá 1800 - 400 = 14()o. 

243. Con la regla y el compás construir ángulos de 600 , 150, 300, lOSo, 
750, 1080 , 540, 690. 

1.0 Tracemos (fi g. 223) una circunferencia de radio R y dos diámetros X 'OX 
y Y 'OY perpendiculares. 

2.0 Con una abertura de compás igual a R 
seiialemos el arco AC = 600 (GEO~:1. 445). 

Obtenemos: L.AOC = 60° Y L. COB = 300 • 

3.° La bisectriz del ángulo COB da: 
¿ COD ~ ¿DOB~ 1 5° 
¿X'OD~ ¿X'OB+ ¿ BOD~ 900+ 15°~1050 lA 
¿ AOD ~ ¿AOC, ¿COD~ 600+ l5o ~750 X' X 

4.0 Haciendo cent.ro en M punto medio de 
OA y COI! IIn radio MN tracemos el arco NP; 
obtenemos OP = lado del decágono regular inscrito 
(GEOM. 460) y, por tallto, la cuerda de un arco 
de 36°. 

A partir de A sellolemos el arco AQ = 360 

Y luego ÁK = 3 • .\(2. F¡g . 223 

Obtenemos: L AOK = 360 X 3 = 1080 . 

5.0 La bisectriz del ángulo AOK da: L AOL = 540. 

6.° Al arco AL añadamos el arco L S = CD = 15°. Obtenemos: 

¿AOS ~ ¿ AOL + ¿ LOS ~ 540 + 150 ~ 69"-
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244. La suma de los ángulos internos de un polígono es de 25200. ¿Qué polí
gono es ese? Si es regular, ¿cuánto va ldrán los ángulos central, interno y externo? 

Sea n el número de lados de un polígono y S la suma de sus ángulos: 

en el caso presente: 
S ~ 1800 (n - 2) 

25200 ~ 180· (n - 2) 

de donde 

Luego: 1.0 
2.· 
3.· 
4.· 

n ~ 2520· + 2 ~ 16 
180· 

El polígono dado tiene 16 lados. 
Si es regular, el ángulo central valdrá : 3600 : 16 = 22° 30' 
El ángulo interno 2520° : 16 = 1570 30' 
El ángulo externo 1800 - 1570 30° = 220 30' 

245. La diferencia de los perímetros del exágono regular circunscrito e 
inscrito en una misma circunferencia es de 14,72 cm. Calcular el radio de dicha 
circunferencia. 

Lado del exágono regular circunscrito, en función del radio (n.o 250): 

y el perímetro 

El perímetro del exágono regular insCTito es 6r, de donde 

4r v3 - 6r ~ 14,72 

2r (2 v3 -' 3) ~ 14.72 

r ~ _--.!c1,,;4,~7,,2 __ 
2 (2v3 - 3) 

_ ---'7"',3"'6 _ _ ~ 16 cm 
2x l ,73 -- 3 

. 246, D esde los vértices del cuadrado ABCD (fig. 224) se describen cua-

Fig. 224 

drantes de circunferencia en la región interna, con 
un radio igual a la mitad de la diagonal, y se unen 
luego los extremos de esos arcos . Demuéstrese que 
la figura EFGHILMN que resulta es un octógono 
regular. 

Por construcción tenemos: 

AG ~ HB = BI = LC ~ CM, etc.; 

por tanto, los 1riángulos rectángulos FAG, HE!, LCM 
son isósceles e iguales (GEOM. 72, b): 

L HOI ~ L HOB + L BOI ~ OH + @ ~ 
. 2 2 

= 45° + 45° = 450 
2 2 

D e donde resulta que todos los triángulos FOG, GOH. HOI, etc., son iguales; 
por tanto, FG = qH = HI... y, por tanto, el polígono obtenido es un octó
gono regular. 
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247. Calcu lar el lado y la diagonal de un cuadrado sab iendo que su suma 
o su d iferencia es igual a ../2. 
• 1 .0 Sea a el lado .. lo. diagonal será : a V2. 
de donde a + a.Ji ~ .Ji 

L a diagonal 

• 2. o Tendremos: 

y la diagonal 

a (1 + .Ji) ~ .Ji 
,.Ji (P- 1) 2 - P ~ 2 _ .J2 

(.Ji + 1) (.Ji - 1) 2 - 1 

a.Ji ~ 2 (.Ji - 1) 

a.Ji-a~.Ji 
a (.Ji - 1) ~ .Ji 

a ~ .Ji ~ 2 + .Ji 
.Ji - 1 

a .J2 ~ 2 (.Ji + 1) 

248. ¿Cuál será . la apotema de un exágono regular que tiene 120 cm de 
perímetro? 

El lado medirá: 120: 6 = 20 cm. 
. La apotem.a es igual a lo. altura del triángulo equilátero que tuviese por lado 

el lado del exágono.. luego 

20 -/3 -/3 a ~ 2 3 ~ l O 3 ~ 17,32 cm 

249. La apotema de un exágono regular es de 2,80 cm. ¿Cuál será su 
perímetro? 

Sabemos que la apvtema es: a ~ ~ -/3 
2 

de donde 

y.el perímetro 

1 - ~ - 2a -/3 _ 2,8 x 2 ~ - -/3- 3 - 3 

61 ~ 6 X 2,8 X 2 X 1,732 ~ 19,398 cm 
1 

250. Calcular, en función de radio r de la circun
ferencia inscrita, el lado del exágono regu lar circuns-
cri.to (fig. 225). . 

Sea EF = a; tendremos: 

AB ~ oc ~, 
OD ~ ,-/3 

2 

E e F 

A B 

O 

Fig: 225 
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a , . 

~ ~ , 0 ..6.EOF -- .6.AOB; por tanto: 

de donde 

2 

a ~ 2r 0 
3 

251. Calcular los segmentos que determinan sobre si mismas las djago~ 
na les de un exágono regular al cortarse (fig. 226), Y hállese la relación q ue tienen 
entre sí estos segmentos. 
• 1 .0 Hay 3 diagonales que son diámetros BE, CF y AD ( 110 crazada en la 
figura). 

Estas tres se cortan entre sí en partes iguales (radios). 
• 2.0 Hay 6 diagonales iguales entre sí e iguales al iado del triángulo equilátero 

¡nse/'ita: 
A F AE ~ AC ~ CE ~ BO ~ OF ~ BF ~ ,0 

sliE---t--* --i 

Fig. 226 

Estas se cortan entre sí en segmentos tales que 

BL ~ LG ~ GF 

ElI efecto: 

LABF ~ LAFB y LCAE ~ L ALF ~ LAGB 

Los triángulos ABL )' AGF SOIl, pues, isósceles 
y el triángulo ALG es equilátero por ser equiángulo. 

L ueJlo· BL ~ LA ~ LG ~ GA ~ GF ~ r .J3 . 3 

• 3.0 Cada diagonal diámetro corta a dos diagonales del segundo gmpo ( lados 
del tn:ángulo equilát.ero inscrito) en dos segmentos igllales (diámetro perpendiC/Jlar 
a una cuerda) : 

AI~IE ~ BH ~ HO ~ r .J3 
2 

• 4.0 01 = OH es la apotema del triállg. equilátero ACE, por tanto igual 
a R/2, luego 

01 ~ OH ~ IF ~ HC ~ l!. 
2 

252. l Tn polígono regular tiene un lado m ás que otro y los ángulos de 
aquél tienen 40 m ás que los de éste. ¿Cuántos lados tiene cada uno de esos ¡x>li-
90nos? 

Sea n el ',úmero de lados del primero, n + 1 serán los lados del segundo. L os 
ángulos de coda uno valdrán , respectivamente, 

1800 (n - 2) 

n 
y 

1800 (n - 1) 

tI + 1 
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Luego 1800 (11 ~ 2) + 4 = 1800 (11 - 1) 
n ,, + 1 

de donde n = 9 y n + 1 ~ 10 

De otro modo. - Como en dos políg01l0S regulares la difererrcia de sus á11gulos 
es igual a la diferencia de sus ángulos centrales, se tiene: 

36()o _ 3600 ~ 4 
ti n.+ 1 

de donde n = 9 n + 1 ~ 10 

253. Todo polígono equilátero inscrito en una ci rcunferencia es un polí
guno regular. 

Cousidel'emos //11 polígono regular de n lados inscrito en lUlO cirCl/ llferencia. 
Cada állglllo~ d~1 polígono será 1m áng1l1o inscrito de igual medida, la mitad de 
(n - 2) divisiones de la circunferencia . P or tanto, todos serán iguales, y el polígono 
serCÍ:l regular. 

254. Todo polígono equiángulo circu nscri to a 
polígono regular. 

Sea el polígono equiángulo ABCDEF (f~g. 227) 
rencia O; digo que es regular . 

Designando por lVI y ::"J los puntos de contacto 
de la circunferencia O COll los lados Be y ED, tra
cemos OB, OD, ON Y OM. Los segmentos OS y 00 
son las bisectrices respectivas de los ángulos ABe y 
CDE. Por tallto, los triángulos rectángulos 01\l1B y 
OND será" iguales, por tener wllado igual 01\1 = ON 
y ¿ OBM ~ L ODN luego BM ~ N D. 

Análogamente se demostraria que MC = NE. 
De donde se infiere que BC = DE. 
Siendo, pues, iguales dos lados, los demás, SIlS 

igllales, lo serán tambié;¡, JI como además tenemos 
que es equiángulo, el polígono ABCDEF equilátero 
JI equiángulo, a la 'vez, será regular. 

una circunfe rencia es un 

circunscrito a la circunfe-

A B 

F(-I ------''ff---lr)C 

N 

Fig. 227 

B 
255. D emostrar que s i un polígono de 211 la

dos, inscrito en una circunfe rencia , es equiángulo, 
sus lados se rán iguales d<.:s a dos. 

H o 

F 

F:r 228 

Sea el polígono equiángulo ABCDEFGH (figu
ra 228) de 1111 número par de lados e inscrito en la 
circunferencia O. 

Como L B = L. C también serán ----- ....-------.... CDEFGHA ~ DEFGHAB 

Si de estos arcos igual.?s restamos el arco comlÍlI 
OEFGHA, tendremos 

de donde 
Co =: AR 
CD ~ AS 
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256. Demostrar que si un polígono de 2n lados, circunscrito a una CIr

cunferencia, tiene los lados iguales, sus ángulos seran iguales dos a dos. 
S ea el polígono ABCDEF (fig. 229) de 2n lados. cuyos lados son iguales; 

tracemos los segmentos OA, OC, OM, ON, OQ y OP. 
Conw los lados AMB y BNe son iguales y además las tangentes BM y BN 

lo son también, tendremos que AM = eN y, por tanto, los triángulos rectángulos 
OMA y ONe serán iguales, pues tienen los catetos iguales; por ponsiguiente: 

LOAM ~ L OCN 

Por el mismo motivo también.-

l:.OQA ~ l:.OPC y L OAQ ~ L OCP (2) 

Sumando ordenadamente la (1) y la (2) resulta 

LQAM ~ L NCP 

Nota. - En igualdad de condiciones, OU'l1 cuando el polígono tuviese un número 
impar de_lados. seria regular. 

C' 
A M B 

~---If7C 

E o A' 
Fig.229 Fig 230 

257. El lado de un triángulo equilátero circunscrito a u.na circunferencia 
es igual al duplo del lado -del triángulo equilátero inscrito en la misma circun
ferencia. 

Sea el triángulo equilátero ABC (fig. 230) inscrito y el triángulo eqiálátero 
A 'B 'C' circumcri.to, cuyos lados son respectivamente paralelos. 

Tracemos los segmentos AOA', BOB' y las ·apotemas 01 y OK. 
Ol ~ R/2 Y OK ~ R (GEOM. 449 Y 445). 
Los triángulos OA'B ' y OAB son semejantes por tener los ángulos respectiva

mente iguales (correspondientes) . 

Luego A'B' ~ OK ~ -B... ~ 2· A'B' ~ 2AB 
AB 01 R/2 , . 

258. . En todo pentágono regular convexo: 
1.0 Cada diagonal es parale.1a a un lado. 
2.0 Las diagonales se cortan mutuamente en media y extrema razón. 
Sea el pentágono regular convexo ABCDE (fig. 231). 
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• 1.0 En el .cuadrilátero CDEA tenemos CD = AE. Luego éD = AE 

LEDA ~.1..AE } 
~ ~ L EDA ~ LDAC 

LDAC ~ -CD 
2 

8 

Al ser Los ángulos alternos internos L EDA y 
L. DAC iguales los segmentos DE y CA son pa

r a lelos. 
Del mismo modo se demostraría que las otras dia

gonales son paralelas a lados del polígono. 
• 2.° L -DCI = ¿Ole = 1/5 de circunferencia. 
Luego DC ~ DI. 
LIDA = L IAD = 1110 de circunferencia. Luego 

DI ~ lA. 

Fig. 231 

Por tanto DC = D I = lA (1) 

Por ser D I bisectriz de L CDA tenemos: ~ = De 
lA DA 

y como DC '7 l A (1) y DA = CA · (diagonales). resulta IC 
l A 

l A 
CA 

Es decir: el punto 1 divide a la diagonal CA en m edia y extrema ra zón. 
Del mismo modo se demostraría paTa las otTas diagonales. 

259. Uniendo un punto cualqu iera M de la circunferencia circunscrita a 

A 

Fig. 232 

un triángulo .equilátero ABe (fig. 232) con los tres 
vértices del t riángulo, una de dichas rectas es igual a 
la suma de las otras dos. 
Tomemos BD, = Me y tracemos AD 

L'> ABD ~ "'ACM luego AD ~ AM 

Por tanto, .6.AD M es isósceles. 
Pero en este mismo triángulo LAMD = 60°, luego 

ADM es equilátero y MD = MA; por tanto 

MB ~ MC + MA 

260. D ada una circunferencia de diám etro AOB 
(figura 233), se traza el radio OC perpendicular a AB 
y desde D, punto medio de OB, como centro y con 

un radio De, se describe un arco el cual cortará a OA en E. Demostrar que 
OE y EC son respectivamente los lados del decágono y pentágono regulan:!S 
cQnvexos inscritos en dicha circunferencia. 

En electo, sea R el radio de la circunferencia, 

DC ~ I R' + R' ~ B..Js" 
Y 4 2 

OE ~ DE - OD ~ B. .Js" _ B. 
2 2 

Pero 
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OE = ..B.. (.Js - 1) [lado del pentágono regular imerito) 
2 

EC' ~ OC' + OE' 

EC' ~ R' + R ' (6 - 2Vs) ~ R' (4 -J.. 6 - 2 Vs) ' ~ R' (lO - 2Vs) 
4 4 4 

EC = ~ V 10 - 2Vs [Jada del pemágono regular ¡meritoJ 

Por comiguiellte, el lado del pent<Ígorio regu lar es la hipotenusa de un tri,in 
g~lo rectángulo cuyos catetos son el radio y el lado del decágono regular. 

E G 

e 
P'(--7f--"----7Il'-~ H 

At---;~--7c--\7---1 B o o M 

L F 

Fig. 233 Fig. 234 

261. Dado un cuadrado ABeD (fig. 234), si prolongamos sus lados en 
ambos sentridos una longitud igual al radio de la circunferencia circunscrita al 
mismo, obtendremos los vértices de un octógono regular. 

En efecto, todos los lados son iguales a Los lados del cuadrado dado (R .J2), 
y cada ángulo del octógono 'lJale 90° + 45° = 1350, que es precisamente el 'calor 
del ángulo del octógono regul~r convexo. 

III. Polígonos semejantes 

262. ¿Qué relación existe entre los perímetros de dos triángulos equilá
teros que tienen respectivamente 10 y 18 m de lado? 

Los perímetros de dos polígonos semejantes sml próporciollales a los lados homó
logos (GEOM. 338); luego la relación será: 

1' ~ .!.Q ~ ~ 
P ' 18 9 

263. U n triángulo tiene por lados 20, 26 y 30 m. ¿Cuáles son los lados de 
otro triángulo semejante de 114 m de perímetro? 
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114 _ 3 _ x _ JI _ ::; 
20 + 26 - 30 - 2 - 20 - 26 - 30 

" = 20 x 3 = 30 ro y = 26 x 3 = 39 ro ~ = 30 x 3 = 45 In 
. 2 2 2 

264. Construir un trapecio rectángulo que tenga por bases 40 y 25 
Y 12 mm de altura y luego otro semejante cuyo perímetro sea 1 dm. 
• 1.° Tracemos (fig. 23 5) UI1 ángulo recto 
BAe JI llevemos AB = 40 mm JI AC = ' J 2 mm. 

T racemos 1m segmento C D perpendicular a 
AC y de longitud 25 mm. 

El cuadrilátero BAeD es el lTOpecio pe
dido. 

BD = V 12' + 15' = V I44 + 225 = .J369 = 

= 19,2 mm. 
Fig. 235 

113 

mm 

El perímetro del trapecio BACD es: 40 + 12 + 26 + 19 ,2 = 96,2 mm. 
• 2.° L lamemos B'A'C ' D ' al trapecio semejante cuyo perimetro es 1 dm = 

= 100 mm 

B'A ' 100 
40 = 962; 

A 'C' 
12 

B'A + A 'C ' .- C'D ' + D 'B' 
BA 7 AC T CD + DB 

100. 
96,2' 

C'D' 100 D ' B' 
25 = 962; 19,2 

100 
96,2 

100 
96,2 

Es decir B'A ' = 40 X 100 = 4158mm 
96.2 ' 

A 'C' = 12 X 100 = 11 47 _, mm 
96,2 

C'D' = 25,98 mm D 'B' = 19,95 mm 

Luego se construye el trapecio B'A 'C ' D ' C01ll0 el BACD, COll estas nuevas 
medidas. 

IV. Relaciones tnétricas entre líneas del triángulo 

265. ¿Cuál es la hipo tenusa de un triángulo rectángu lo cuyos catetos tienen 
15 y 10 m de longitud? . 

h = V I S' T 10' = .J325 = 18,027 m 

266. ¿Cuáles son las diagonales de los rectángu los que tienen por dimen-
siones: 

1.0 
2.' 
3.° 

Base, 29 m ; 
46 m; . 

6,4 m; 

altura, 11 m? 
25 m ? 

2,5 m? 
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La diagonal es la hipotenusa de un triángulo rectángulo . cuyos catetos san los 
lados del rectángulo. Luego tendremos (GEOM. 355): 

• 1.0 d = --/292 + 1.1 Z = 31,01 ID 

• 2.° d ~ .)46' + 25' ~ 52,36 m 

• 3.° d ~ .)6,4' + 2,5' ~ 6,87 m 

267. ¿Cuáles son los lados de los rom'hos cuyas diagon ales m iden : 

1.0 6 m y 10 m ? 
2.° 12 m y 15 m ? 
3.° 3,50 m y 5,40 m? 

Las diagonales de un rombo se cortan perpendicularmente y en su punto medio 
(GEOM. 147). El lado del Tombo es la hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos 
ca tetos son las semidiqgonales. 

• 1.0 1 ~ .)3' + 5' = ,5,83 m 

• 2.° 1 ~ .)6' + 7,5' = '9,60 m 

• 3.° I ~ .)1,75' + 2,7' = 3,21 ro 

268. La hipotenusa de un triángulo rectángulo tiene 20 m; ¿cuál será 
la longitud de los catetos, si éstos son entre sí como 2 es a 3? 

S ean 2x y 3x los catetos. De {os datos del problema resulta: 

(2.<)' + (3,,)' ~ 20' 
4x' + 9x' ~ 400 

2" ~¡ 400 X 4 ~ 11 09 ID' 
13 ' 

400 
13 

x ~ ¡400 
13 

3x ~J 400 X 9 
13 

16,64 m 

269. En un triángulo rectángulo, un cateto es doble que otro. ¿Cuál será 
la relación de sus cuadrados y cuál la relación del cuadrado de cada cateto con 
el cuadrado de la hipotenusa? 

Sean Los catetos x y 2x. 
La hipotenusa aL cuadrado será : h2 = X 2 + 4X2 = 5x2. 

• l.' relación x' 1 
4x' 4 

2.' relación: x' 1... 4x' 4 • -.-~ -

5x' 5 ' 5x2 5 

270. Los catetos de un triángulo rectángulo son entre sí como 3 es a 4; 
¿cuál será la relación de sus cuadrados con el de la hipotenusa? 
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Llamando m y n a las proyecciones de -[os catetos sobre Úl hipotenusa, tendre
mos (GEOM. 353, 3.°): 

y también: 

b' + c' m + n 9 + 16 25 
o sea b' _ _ m_ ~ __ 9_ = ~ 

c 2 16 
h' 25 

y asimismo 

271. Los cuadrados de los lados de un triángulo rectángulo son entre sí 
como 1, 2 y 3. Si la hipotenusa tiene 30 m, ¿cuál será la longitud de los catetos? 

Por hipótesis,. tenemos: 

o bien !L ~ L ~ 900 ~ 300 
1 2 3 

de donde b2 = 300 Y él = 600. Por tanto, 

b ~ .J3OO ~ 10 V3 m ~ 17,32 m 

e ~ -v6oO ~ 10"¡¡; m ~ . 24,49 rn 

272. En un triángulo rectángulo, los catetos son entre sí como 3 es a 2; si la 
hipotenusa tiene 26 m de longitud, ¿cuápto va ldrán los cuadrados de los catetos? 

S ean los catetos 2x y 3x; sus cuadrados son 4X2 y 9X2 

1.er cateto 

2.Ó .cateto 

4x' + 9x' ~ 2& 

X2 = 26
2 

13 

26' x 4 ~ 208 In' 

13 

9x2 = 26
2 

X 9 = 468 m 2 
13 

273. En un t riángu lo rectángulo, el ·cuadrado construido sobre un cateto 
vale 500 m 2 .más que el cuadrado construido sobre el otro; ¿cuál sera la longitud 
de cada uno, si la hipotenusa f!lide 36 ro? 

Por hipótesis {:! ~ ~ : ~~ = 1296 

Conociendo la SUmil y la dzferencia de los cuadrados, éstos serán: 

b' 1296 + 500 
2 

~ 898 

e' ~ 1296 - 500 ~ 398 
2 

b ~ .J898 ~ 29,97 rn 

e ~.J398 ~ 19,95 ~ 
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274. ¿Por q ué el triángu lo cuyos lados son en,tre sí como los n úmeros 
3, 4 Y S es siem pre rectángulo? 

Porque este triángulo es semejante al triánglllo cuyos lados tienen J, -+ Y 5 ro 
el cual es rectángulo, pues 

S' ~ 3' - 4' ó 2S ~ 9 + 16 

275. Se qu iere construir un triángulo rectángulo en el q ue un cateto sea 
igual a la mitad de la hipotenusa; ¿cuál será la longitud de los catetos si el cua
d rado de la hipotenusa es de 256 m? 

La hipotenusa mide: J¡ = v256 = 16 m 
Por ser mitad de la hipotenusa : b = 8 m 

e ~ .)1 6' - 8' ~ 8.J3 ~ 13,856 m 

276. Dos viajeros que salen desde el mismo punto caminan el uno hacia el 
sur y el ol ro hacia el oeste. 

1.0 ¿Qué distancia los separa cuando cada uno ha recorrido 80 km? 
2.0 ¿A qué distancia se hallarán del p unto de partida cuando estén a 

100 km el uno del otro, habiendo andado igual recorrid o? 
3.0 ¿Cuántos kIlómetros había camin ado cada uno cuando la distancia 

que los separaba era de 60 km, SIendo su velocidad como 3 es a ·P . 
4.0 ¿Cuántos kilómetros h ubiera recorrido cada uno si estuvieran a 80 km 

de distancia y uno hu biera cam inado 16 km más que el otro? 
• 1.0 La distancia d es la diagonal de un cuadrado de 80 km de lado . 

d ~ 80 Vz ~ 113,136 km 

• 2.° La distancia a hasta el punto de partida es igual al lado del cuadrado 
que tieue 100 km de diagonal: 

a~ 100 Vz ~ 70 710 km 
2 ' 

• 3.0 Cuando llllO recorre 3 km JI el otro 4, están a la distancia de :; km (274). 
Cuando estén a una distancia de 60 km, esto es, 12 veces 5 km, habrán recorrido 
eL uno 12 x 3 = 36 km y el otro 12 X 4 = 48 km. 
• 4.° Sean b y e el número de kilómetros recorridos por cada lUlO: 

Por hipótesis {b 2 + c:! = 80
2 = 6400 

b - e ~ 16. 

Elevemos (2) al cuadrado: 
Restemos (3) de (1): 

Sumemos (4) y (1) : 

b2 + c2 
- 2bc = 256 

2be ~ 614+ 

b' + e' + 2be, ó (b + e)' ~ 12 5H 

b + e ~ .)12544 ~ 112 

(1) 
(2) 

(3) 
(4) 
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Conociendo la suma y la diferencia (b + e) JI (b - e), se hallará: 

b ~ 11 2 + 16 ~ 64 klll 
2 

e ~ 11 2 - 16 ~ 48 km 
2 

Solución algebraica. - UIlO recorTe x km, el otro, x + 16 km 

X 2 T (x + 16)2 = 802 

.,~ + 16x ~ 3072 ~ O 

{

X - 48 
X ~ -:- 8 ± .J 64 T 3072 ~ - 8 ± 56 x: : _ 64 

R echazando la soluciÓ1/ negativa, queda: 

Uno recorre 48 km y el otro 64 km 

11 7 

277. La diagonal de un rectángulo tiene 30 m y la altura es a la longitud 
como 4 es a S. ¿Cuál es el va lor de estas dos dimensiones? 

Sean a y b las dos dime1lSiones de este rectángulo. 

Sabemos a' + b'~,p ~ 900 

por el enunciado a 4 
b 5 
a' 16 
b' 25 

de donde 

De esta última igualdad resulta, 

• 1.0 

de donde 

• 2,0 

de donde 

a' + b' 
b' 

16 + 25. 
25 

o sea 900 41 
---¡¡- ~ 25 

b ~ / 900 x 25 23,43 III 
V 41 

a' + b' 

16 
ó 

a2 16 
900 41 16 + 25 

a ~ /900 ·x 16 ~ 18,74 m V 41 

Otro método. - Sea la altura 4x, la longitud será Sx, 

Luego (4.\")2 + (5x)2 = 302 

4b~ ~ 900 

4x ~ /900 x 16 
41 

5x ~ 1900 x 25 
41 

18,74 m 

23,43 m 
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278. En un triángulo rectángulo isósceles, la altura que parte del ángulo 
.recto divide a la hipotenusa en dos segmentos de 6 m cada uno. Calcular la al
tura y los catetos. 

La altura, en este caso, es tambJ"én mediana e igual a la mitad de la hipote
nusa (33) ; luego mide 6 m . 

Si x es la longitud de un cateto, tenemos: 

x' ~ 6' + 6' x ~ ~ ~ 6 Vi. ~ 8,49 m 

279. D ado un t riángulo rectángulo (fig. 236), hallar, en función de los 
catetos, la altura relat iva a la hipotenusa~ 

1.0 Para b = 12, e = 5. 
2.° . Para b = 8, e = 6. 

A Sabemos que h2. = m X n, 

pero 

de donde 

b' m=- y 
a 

e' n = 
a 

BL-;:-+H_-;::-_~ 
L. n--+~rn~C h2 = b2 

X -.C. = ,b
2
¿ = b

2 c
2 

a 00
2 b2

+ C
2 

Fig. 236 

Aplicación 

• 1.0 

• 2.° 

h ~ ----,~b~·~c~ 
.Jb' + e ' 

h ~ ~ ~ 60 ~ 4165 m 
.Ji69 18 ' 

h ~ ---±L ~ 48 ~ 480 m 
.JiOO 10 ' 

280. Colocando una mira en el cauce de un riachuelo a 4 m de la orilla, 
cuando está vertical, sobresale 3 m de la superficie del agua, y cuando está in
clinada hacia la orilla, la extremidad superior coincide con ésta, ¿Qué profun
didad tiene el riachuelo? 

Sea x la profundidad, la mira tendrá x + 3 m de altura y for77!Ará la hipote
nusa de un , triángulo rectángulo .. por tanto,· 

x' + 4' ~ (x + 3)' 
x' + 16 ~ x' + 6x + 9 

x = .l = 1,17 m 
. 6 

281. En un triángulo rectángulo , se nos da: 

1.0 
2.° 

b + e ~ 35 
b + e ~ 49 

y 
y 

a ~ 25 
a ~· 35 

Calcular b, e, h y las proyecciones de b y e sobre a. 
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• 
y 

t.' lb + e)' ~ b' + c' + 2be ~ 35' .= 1225 

R estando (2) de (1): 
Restando (3) de (2): 

de donde 
conociendo 
hallaremos: 

b"!. + e = a2 = 252 = 625 

b' + c' - 2be = 25 
b - e = 5 

2be = 600 

b + e ~ 35 y 
b = 20 y 

b - c = 5 
c = 15 

m ~ b' ~ 400 ~ 16 
a 25 

n = ~ = 225, = 9 
a 25 

h ~ .,¡;;;:-;; ~ -JJ6:9 = 12 

• 2.° Calculando de un modo análogo hallaríamos: 

b = 28, c = 21, In = 22,4, n = 12,6, h = 16,8 

119 

(1 ) 
(2) 
(3) 

282. L a a ltura de un triángulo rectángulo determina sobre la hipotenusa 
dos segmentos de 32 cm y 18 cm. Calcular los dos catetos. 

b = ...¡;;x-;;; = .J50 x 32 = .J1600 = 40 cm 
e ~ ..¡;;x;; = .J 50 x 18 = .J9oO = 30 cm 

283. Calcular las 'tres medianas de un triángulo rectángulo, en función 
de los catetos b y c del mismo, 

Sea el tT2'ángulo ABC (fig, 237) rectángulo 
en A, AD la mediana relativa a la hipotenusa a; 
BE la relativa al cateto b y CF la relativa al otro 
cateto c, Tracemos el segmento ED, el cual, por 
unir los puntos medios de dos lados del triángulo, 
será paralelo e igual a la mitad de AB; de aquí que 

L AED = 90' y DE ~ AB 
2 

A 

~ 
B o O e 

Fig, 23 7 

• 1, a En el triángulo rectángulo BAC la mediana AD es igual a la semilzipote-
nusa (33). . 

AD ~ -'!...~ ..L .Jb' + e' 
2 2 

• . 2,8. . En el tn'ángulo rectángulo BAE se tendrá: 

• 3.B. El triángulo rectángulo CAF nos dará: 

CF ~ .JCA' + AF' ~ lb' + (~)' = J-,4,,-b'_:"-,c~i = ~ .J4b' + e ' 
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284. En un triángu lo rectángulo (fig. 238) , el ángulo B = 60° y la altura 
relativa a I'a hipotenusa, AH = 12 cm. Hallar los tres lados y los segmentos 
111 y 11 que la a ltura AH deternlina sobre la hipotenusa. 

S,: WI triángulo rectángulo tiene 1m állgulo de 600, se fe pI/ede cousidemr como 
la mitad de 111/ IrióIIgulo equilátero, )' en ese caso la hipotenusa es el doble del cateto 
menor. Además, la altura AH divide al triángulo ABe en otros dos parciales AHB 
JI AHe semejantes al total. 

A 

/1\ 
E1/ 6.AHB: AB = e; BH = JI; AB = 211 

c~ - 1I~ = J¡2 

4n~ - Il ~ = h! 

311~ = 12 ~ 

n = 6,928 cm 
e = 211 = 13,856 cm 

C~B EII LlAHC L CAH = L B = 600 

' o ' h ~ 2AH = 12 X 2 = 24 CIn 

Fi~ . 238 In = ..)b' - h' = ..)24' - 12' = 20,784 CIn 

a = 6,928 + 20,784 = 27,782 CIn 

285. Calcular los lados de un triángulo rectángulo, ten iendo en cuenta 
que la altura es de t2 m y los segmentos que la misma determina sobre la hipote
nusa son entre sí como 9 a 16. 

9m Sea n 
m 

9 
16 

,, = --
y la fórmula hZ = mn será: 

de donde 

y, por tanto , 

}z''l. = 9m
2 

16 

m 

y /¡ 

16 

a = 111 + n = 16 + 9 

3m 
4 

b = -.;;;;;; = ..)25 x 16 
e = ..¡;;;; = ..)25 X 9 

16 

12 

~ 25 In 

= 20 In 

= 15 ro 

286. La altura de un triángulo rectángulo tiene 26,4 m y los cuadrados 
de los catetos son enrre sí como 9 /16. Hallar éstos (fig. 239): 

de donde AC ~ l 
AB 4 

Longitud de los caleJos: 3x y 4.,\' 

BC = ..)(3.\")' + (4.\")' = 5x 

Expresión del doble del área: 

3x X 4x = 5x X 26,4 
x = 11 

AB = 4x = 44 mi AC = 3x = 33 m 

A 

c,~~ ______ m~ ______ ,"~-2"L-__ ~, 

Fig. 239 
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287. En un t riángulo rectángulo (fig. 240) tencmos: 

e = 15 m y h = 12 m 

Hallar a y b Y los dos segmentos que detennina 
la altura sobre la hipotenusa. 

Tenemos: 

,, ~ vli' - h' ~ vl225 - 144 ~ 9m e 

A 

h 

121 

b 

111 = h~ = 144 = 16 In 

" 9 
B n H m 
f-- -- o ,c 

a = /11 + JI = 16 + 9 = 25 ro 
b = ...¡;;;;; = --/25 x 16 = 20 ro 

Fig.240 

288. La altura h" de un triángulo rectángulo es 12 m y la d ife rencia entrc 
las p royecciones 11/ y 11 de los catetos b y c sob re la hipotenusa es 7 m. H állese 
III y ti Y luego b y c. 

Tenemos: 11/ X 11 = J¡2 = 144 
(m - nf = m'!. + 11

2 
- 2um = 49 

AJiadiendo 4mn a ambos miembros, se tiene: 

de donde 
m '1 + n'!. - 2mn = 49 + 576 = 625 

m + JI = 25 
y como ya tellemos 111 - 11 = 7 

ro = 16 m 
n = 9 m 

a - 111 + 11 = 25 m 

b ~ .¡;;;;; ~ vl25 X 16 ~ 20 m 

e ~ .,¡-;;;; ~ vl25 x 9 ~ 15 m 

289. En un t riángulo rectángulo-, la hi potenusa a = 40; /¡ 
llense los otros lados. 

Tenemos: a = 111 + 11 = 40; fJlU = 1z2 = 19,22 

(11/ T 11)~ = m~ + 1/2 T 211/11 = 1600 

R estando .... mn de ambos miembros, v iene: 

de donde 
y como 

m~ --r 11
2 

- 2mn = 1600 - 1474,56 
111 - JI = 11,2 

JJ1 11 - 40· m = 25 6 Y 11 = 144 
b = vl40 X 25,~ ~ 32; , e = vl40 X 14 ,4 '~ 24 

19,20" Há-

290. En un triángulo rectángulo ABC, a = tOO; b = 60. Calcular el 
perímetro de los t riángulos parciales que determ ina la altura sobre la hip otenusa. 

e ~ vla' - b' ~ vI"100' - 60' = 80 
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Por ser .6.ABC ........ .6 ABH .......... .6ACH sus perimetras p, P' . p " son entre si 
como los lados homólogos; tendremos que 

;- = :; ti.:.=.!!... 
p a 

pero p = 100 + 60 + 80 = 240 

por tanto , = P..:....E... = 240 X 80 = 192 
p a 100 

p " = ~ = 240 x 60 = 144 
a 100 

291. En un triángulo, rectángulo en A, L B = 600, ¿En qué relación 
divide la bisectriz de este ángulo: 

1.0 Al lado AC. 
2.0 A la altura AH? 
'Al ser B = 60°, el.6.ABC (fig. 241 ) es la mitad de un triángulo equilátero 

en el que AB = BC/2. Lo tnismo ocurre con el .ó.ABH; 
AB = 2BH . 

A 

~ 
Pero la bisectriz BD divide al lado opuesto en 

la misma proporción que los lados adyacentes; par 
tanto, 

B H e 
En ,; ABC: 

DC 2 

Fig.241 En ,;ABH: 

292. L os dos catetos de un triángulo rectángulo son b y e (b > e) (figu
ra 242). ¿Qué relación debe haber entre ambos para que la mediana relativa a b 
sea perpendicular a la mediana relativa a la hipotenusa? 

En ,;AED (rectángulo) , AE = ~; DE = -E... 
2 

de donde 

En ,;ABE: 

En ,;ABO: 

pero 

as( pues 

de donde 

y 

b' BE' = c' + -
4 

BO = 2BE 
3 

. c' = BO' + AO' 

y AO = 2AD 
3 

A 

& 
B o O e 

Fig.242 
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293. Los lados de un triángulo tienen a = 30; b = 24; e = 18. Calcular, 
con estos datos, la altura relativa al lado a. 
• 1.a resolución. - El triángulo dado es rectángulo, pues 

30' _=C 24' +. 18' 

Expresión del doble del área: 

de donde 

• 2.11. resolución: 

restamos (2) de (1): 

pero ya tenemos 

luego 

30 X h ~ 24 X 18 

h ~ 24 X 18 ~ 144 
30 ' 

b2 _ h2 =m2 

c2 _h2 =n2 

b2 _c = m2 _n2 

b2 
- c2 = (m + n) (m - n) 

m + n = a = 30 

m ·- n = 24' - 18' ~ 8,4 
30 

Sumando y restando (3) y (4), da: 

m = 19,2 y n = 10,8 
h ~ ...¡;;;y:;; ~ v'19,2 X 10,8 ~ 14,4 

(1 ) 
(2) 

(3) 

(4) 

294. En un triángulo, cuyos lados son a = 28; 
saber el valor de las proyecciones de a y b sobre c, 
así como también la altura relativa a este lado (figu-

b = 40; e = 15. se desea 

ra 243). e 

SM x = AH, y b = CH, se tendrá: 

(1 ) b h 

(x - 15)' + h' ~ 28' (2) 
a 

Restando (2) de (1), 30x ~ 40' - 28' + 225 

de donde x = AH = 34,7 
A"'I ~'--=--~B~--I H 
:---x~-_! 

BH ~ 34,7 - 15 ~ 19,7 

h ~ v'40' - 34,7' ~ 19,9 
Fig. 243 

295. Los tres lados de un triángulo rectángulo forman progresión -árit
mética cuya razón es 3. Hállense estos lados. . 

Si x es el valor del mediano , el de los otros dos será: 

por tanto: 
x - 3 Y x + 3 

x' + (x - 3)' ~ (x + 3)' 
x' + x' - 6x + 9 ~ x' + 6x + 9 

x' =" 12x 
x ~ 12 

Los la d os serán 9, 12, 15. 

' ,-
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296. En un triángulo ABe (fig. 244) ta l que AB ~ 6 cm , Ae ~ 7 cm 
y Be = 8 cm, ¿cuál será la naturaleza de su~ 
ángu los? H allar la altura AH trazada desde A 
sobre Be y Jos segmentos e H y BH que la 
misma determin a sobre Be. 
• 1.° En todo triángulo; si el cuadrado de/lado 
mayor es mellor, igualo mayor que la suma de 
los cuadrados de fos otros dos , el angula opuesto 
será agudo, recto u obtuso. En el caso presente 

Fig. 244 y AB' + Ae' ~ 36 + 49 ~ 85 
Be' ~ 64 < 85 

Lue¡:o Be se opo lle a 11II ángulo agudo, JI eDil mayor razón serán agudos los 
otros dos ángulos, por ser menores que éste. El Iriál/Rulo dado será, pI/es, acutángu lo. 
• 2.° Cálculo de BH = m. - EL cuadrado del lado opuesto a 1111 ángulo agudo 
es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados menos el duplo de 1i1l0 de 
ellos por la proy ección del otro sobre él. 

Siendo BH = m la proyección de AB sobre AC, tendremos: 

de donde 

AC2 = b2 = c~ ...l. aZ - 20m 

a 2 ...l. c2 _ b2 

m = 
2a 

64 -r 36 ~ 49 ~ 3,1875 cm 
2 x 8 

• 3.0 Cálculo de CH = 11 

n = a - m = 8 - 3, 1875 = 4,8125 cm 

• 4 .° Cálculo de la altura AH = h. - El LlAHB es rectánglllo 

h ~ -/36 ~ 3,1875' ~ 5,08 cm 

297. Dado el triángulo ABC (fig. 245), en 
el cual AB = 12 cm , AC = 5 cm y BC = 10 cm. 
Calcular la mediana , la bisectriz y la altu ra tra
zadas desde el vértice A. 

Como Ae' + Be' ~ 25 + 100 ~ 125 Y 
AB2 = 122 = 144 > 125, el lado AB se opone a 

c 

A 

b h 

mi ángulo obtuso, el L ACR 
• 1.0 Cálculo de la mediana ANL - El pie H 
de la altura AH se halla en la prolongación de BC; 
CH = n es la proyección de AC; BH la proyec
ción de AB y MH la proyección de A1\1 , todas 
sobre BC. 

8 ~----~M~Do--'Cf-~IH !... - a _____ n-' 

Fig. 2~5 

En ~AMB ( obtusángulo) : AB2 = AM2 + BIV[2 -r- 2MB · MH 
En Ll ACM (acutángulo) : AC2 = AM2 + MC! - 2MC . M H 
Su mando, ,., teniendo en cuenta que M e = MB, resultará: 

AB' + Ae' ~ 2AM' + 2MB' 
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2AM' ~ AB' + Ae' - 2M B' 

j AB' + Ae' - 2MB' AM ~ 
2 

AM ~ j 144 + ~5 - 50 7,71 c m 

• 2.° Cálculo de la al tura A H. - En el triángulo obtusángulo ABe: 

de dOllde 

y por Jill: 

1/ = 

c2 = a2 +b2 ../.. 2all 

c2 _ (a 2 + b2 ) 

2a 

144 - (25 + l OO) ~ 0,95 cm 
2 x 10 

h = Vb'.!. .- 1;2 ~ V52 - 0,95~ = 4,9 cm 

125 

3.° Cálculo de la bisectriz AD.- H a//emos an tes el segmento OC. Sabido 
es que la bisectri;; de 1/11 ángulo divide al lado opuesto ell dos sef]melltos propor
cionales a los lados del ángulo. Así pues: 

De ~ 2.. 
lO - De 12 

de donde De ~ 50 ~ 2 94 cm 
17 ' 

En el tyiánglllo yectángulo AHD tenemos: 

DH ~ De + e H ~ 2,94 + 0,95 ~ 3,89 cm 

AD ~ V AH' - DH' ~ V 4,9' + 3,89' ~ 6,25 cm 

298. En un triángulo ABC (fig. 246), la altura A H = 6 cm, divide a la 
base en dos segmentos BH = 3 cm v H C = 2 cm. Calcula.r: 

1.0 Los lados AS yAC. . 
2.° El radio de la circunferencia circunscrita al A 

triángulo dado. 

1.0 AB ~ VAH' -'- BH' ~ ~ ~ 3 vis ~ 
~ 6,708 cm 

Ae ~ ~ ~ 2 .¡¡a ~ 6,325 cm 

• 2.° Sabemos que bc = 2Rh (CEOí\-!. 377) de donde 

R ~ be ~ 3 vis "x 2.¡¡a. 
2/¡ 2 x 6 
-..)2 

R = T = 3,5355 cm 
Fij.!:.246 

299. Calcular el radio y de la circunferencia insc rita en un triángu lo rec
tángulo cuyos catetos son b = 21 m y e = 20 m. 
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Sabemos (0.0 157), 2, ~ b + e - a 

a ~ .)b' + i' ~ .)21' + 20' ~ .JS4I ~ 29 -

$ustí1.uyendo 

Otra solución 

2, ~ 21 + 20 - 29 ~ 12 
-r = 6 

a ~ ...;c21-':'- +--=-20""' ~ .Js41 ~ 29 

Expresión del doble del área.- 2pr = b . e 

r ~ !!..:...E. ~ 21 X 20 ~ 6 m 
2p 70 

3QO. En un triángulo equilátero inscrito ABe (fig. 247), .se une el punto D, 
medio del arco BDC, con el punto E, medio del lado AC, y' se prolonga hasta 
la circunferencia en F. Calcular, en función del radio R, los segmentos AF, DE, 
EF Y BE. 

• 1.0 

o 
Fig. 247 

AB ~ BC ~ CA ~ R IJ·· DE ~ B.. DC ~ R Vj, 2' 

BE ~ BO + OE 
R 3R . 

BE ~ R +.- = - - (GEOM. 350). 
2 2 

• 2.0 DE! = DC: + EC2 

DE' ~ R' + ( R f)' 
DE ~..!!...YÍ. 

2 

7R' 
4 

• 3.° ~EDC.-.. ~EAF (ángulas respectivamente iguales) 

. Luego 

en función de R: 



RELACIONES MÉTJ{ICAS ENTRE LAS LÍNEAS DEL TRI ÁNGUOO 127 

301. Calcular el perímetro de un triángulo rectánguro y la altura _relativa
a la hipotenusa s~biendo que dicha altura divide a la hipotenusa en dos segmentos 

m = 10,8 cm y n = 19,2 cm 

Designamos por a la hipotenusa, por b y c los dos catetos, por h la altura y 
por m y n los dos .segmentos que determina ésta sobre la hipotenusa. 

a ~ m + n ~ 10,8 .+ 19,2 ~ 30 cm 
b ~ ..¡;;;;; ~ .J30 X 10,8 ~ 18 cm 

, e ~ .J"a-;; ~ .J30 X 19,2 ~ 24 cm 

Perímetro: 2p ~ 30 + 18 + 24 ~ 72 cm 
Altura .- ' h ~ .,¡;;;;; ~ .J1O,8 X 19,2 ~ 14,4 cm 

302. Dado un triángulo ABC, rectángulo en A y la altura AH = h, de
muéstrese que si se construye otro que tenga por lados h, (a + h) Y (h + e) 
será también rectángulo. 

En efecto, el .6.ABC da.- a.2 = b2 + c2 y ab = bc. 
Por otra parte.- (a + h)2 = a2 + h2 + 2ah = b~ + c2 + h2 + 2bc, 

es decir: (a + h)' ~ (b' + e' + 2be) + h' ~ (b + e)' + h'. 
El nuevo triángulo es, pues, rectángulo ; 

303. Dado un triángulo ABC (fig. 248) en. el A 
cual BC = a = lO cm, AC == b = ScmyAB = c = 
=:= 9 cm, demostrar que es acutángulo y hallar lo.s 
segmentos que determinan las altur~ sobre los lados 
respectivos . 
• 1.0 En este tn'ángulo tenemos que 

a' < b' + e' pues 100 < 25 + 81 e H o 

por tanto , aplicando el teorema de Euclides: El cua- Fig.248 
drado del lado opuesto a un ángulo agudo es igual a 
la-suma de los cuadrados de los otros dos lados, menos 

8 

el duplo de uno de ellos por le proyección del otro sobre él», deducimos que este trián
gulo ABe es acutángulo. 
• 2.0 Según el teorema anterior, tenemos -; 

de donde 

Análogamente: 

b' ~ a' + c' - 2a'HB 

HB a2 + c2 _ h2 

2a 

HB ~ 100 + 81 - 25 ~ 7,8 c m 
20 

¿ = 0
2 + b2 

- 2a' He 
'HC = 0

2 + b
2 

- c2 

2a 

HC ~ 100 + 25 - 81 ~2.2cm 
20 
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• 3.° 

• 4.° 
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a' ~ b' + c' - 2b· AH" 

AH" = b
Z + e - 0

2 

2b 

AH" ~ 25 + 81 - 100 06 
10 = , cm 

C
Z = a~ + b2 

- 2b· e H " 

eH" = a~ + b
2 

- c~ 
2b 

eH" ~ 100 -'- 25 - 81 44 10 = , cm 

a' ~ c' + b' - 2c· AH' 

AH' = c
2 + b

2 
- a~ 

2c 

AH' ~ ~8,-,1_-'-=-2=;5:c=-,--,-1 ,,-00,,- ~ l cm 
18 3 

b'!. = c~ - a".! - 2e ' BH ' 

BH' = c2 
- a'.! - b'.! 

2c 

BH' ~.8 1 - 100 - 25 
18 

81.- cm 
3 

304. Demostrar que en todo trülngulo , la suma de los cuadrados de dos 
lados es igual al duplo del cuadrado de la mediana relativa al tercer lado más 
el duplo del cuadrado de la mitad de este lado. 

Aplicación . - Hallar los lados b y e de un triángulo sabiendo que b = 2e 

f ig.2-1-9 

. En L;ABM: 

y que el tercer lado a = 11 cm y la r:nediana d 
correspondiente a este lado a, es igual 3,4 cm. 

Sea el triángulo ABe (fig. 249), e1l el Cltal 
AB = e y AC ::::;::: b = 2e y la mediana A;VI = 

= d = 3,4 cm. 
Traz ando la altura AH, Sil pie se hallará 

entre B y M. Sea 8M = Me = m y H M = n. 
La mediana AM forma con Be dos ángulos, 

uno agudo y otro obtuso. · 

¿ = m'.! + d".! - 2mn 

En ~ACM: b'!. = m'!. + d".! + 2mll 
---:--
b' + e' ~ 2m' + 2d' 

} Sumalldo 

Aplicación.- En el caso presente tenemos: b = 2e 
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(2e)' + c' ~ 2d' + 2m' 
Se' ~ 2 X 3,4' T 2 X 5,5' ~ 83,62 

c = J 83562 = 4 cm por defecto 

b = 2c = 8 cm por defecto. 

305. Dado un paralelogramo ABCD (fig. 250) en el cual conocemos 
AB = e = 40 cm, BC = a = 30 cm y la diagonai AC = 33 cm, . calcular la 
otra diagonal BD. 

Las diagonales se cortan en el plinto medio O. En el triángulo ABC, BO = d 
es la mediana y AO = OC = m. 

SeglÍn el problema anterior : 

a2 + ¿ = 2d 2 + 2ut-

de donde \)i<\ y remplazando valores, se teudrá : 

2d ' ~ 30'· T 40' - 2 e;r ~ 1955,5 

d = -J977,75 = 31,7 cm por exceso 

BD = 2d = 63,4 cm por eJ.:ceso. 

A e 8 

Fig. 250 

V. Relaciones métricas en la circunferencia 

306. Dada una circunferencia O, se trazan dos cuerdas paralelas a un 
mismo lado del centro, una d e 15 cm y otra de 25 cm. Si distan entre sí 8 cm, 
¿cu{al será el radio de esa circunferencia ? (fig. 25 1). 

Sea R el radio y x la distancia OA. En los triángulos rectangulos O D C y 
OAB tendremos: 

OD' T DC' ~ OC' o bien 

OA' + AB' ~ OB' o bien 

/" -"""' C de donde 

~ / \8 
( 6 R 1 

Fig.251 

(., + 8)' + Ci)' ~ R' 

x' + eir ~ R' 

(1 ) 

(2) 

x' + 16x + 64 + 225 ~ x' + 625 
4 4 

16x ~ 625 - 225 _ 64 ~ 36 
4 

36 9 
x ~ 16 ~ 4 
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Sustituyendo en (2) 

307. D adas dos cuerdas paralelas cuyas longitudes respectivas son 24 y 
32 cm y su distancia 4 cm , hallar el radio de la circunferencia a que pertenecen 
y la distancia a que están del centro. 

Sean R el radio y x la distancia DA (fig. 251). 
• 1.0 Los táál1g11los rectángulos ODC y OAB daráu: 

o sea 

OD' + DC' ~ OC' 
OA' + AB' ~ OB' 

(x + 4)' + 12' ~ R' 
x' + 16' ~ R' 

de donde (x + 4)' + 144 ~ x' + 256 
.0 + 8x T 16 + 144 ~ .\ 2 + 256 

x = 96 : 8 = 12 cm; x + 4 = 16 c m 

• 2.0 Sustituyendo en (2): 144 + 256 = R~ 

de donde R ~ ..¡¡o¡¡ ~ 20 c m 

(1 ) 
(2) 

308. En una circunferencia O y diámetro AB = t 7 cm se traza una cuerda 
AM = 8 cm. Calcular su proyección sobre AB, la ordenada MP v la cuerda M B 
(figura 252):· . 

M 
Tenemos .-

AM' ~ AB X AP 

de donde AP ~ AM' ~ 64 ~ 3765 cm 
AB 17 ' 

PB ~ 17 _ 64 ~ 225 
17 17 

A I'-+--!:------=::.¡S 

MP' ~ AP x PB ~ 64 x 225 
17 17 

Fig. 252 MP ~ /64 x 225 ~ 8 x 15 ~ 7 06 Cnl 
'1/ 17 17 17 ' 

MB ~ ..jAB' AM' ~ ..j289 - 64 ~ .Jí2S ~ 15 Cnl 

309. Calcular el diámetro de una circunferencia conociendo una cuerda 
de la m isma, 2c = 12 cm y la sagita correspondiente a = 4 cm (fig. 253). 

Por la propiedad de las cuerdas que se cortan: 

Diámetro: 

6 X 6 = 4:\: 

x ~ l!>. ~ 9 
4 

4 + 9 ~ 13 cnl 
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310. ¿A qué distancia del centro se halla una 
cuerda de 2,72 m en una circunferencia de 3,65 m 
de radio? 

13 1 

e 

, 
L a distancia pedida es el cateto de IIn táángu/o 

rectángulo ; por tonto, 
A'f---~6c-~~'---6 __ --\· 

x ~ -J3,65' - 1,36' = 3,38 In x 

311. En una circunferenc ia de 2,25 m de radio 
se trazn una cuerda AB = a de 3 m. Calcular la 
cuerda que sub t iende un arco que es la mitad que 
t:I anterior (fig. 254) . 

, 
P'ig. 253 

Sea AC 

e 

A a 

r 
sO 

O 

Fij! .254 

de donde 

la c/l erda 

B 

pedida , A B la cuerda de arco doble )1 OA el radio . 

AC' ~ AO' T D C ' 

00 -JAO' - AD' = -J2,25' - 1 ,S' ~ 1,68 m 
O C OC - 00 = 2,25 - 1,68 ~ 0,57 m 

AC -J l ,5' - 0,57' = 1,605 In 

312. Una tangente y una secante parten desde 
un m ism o punto; la tangente tiene 18 m y el seg
mento interio r de la secante , 23 . ¿Cuál es su seg
mento exterior? 

Llamemos x al segmento exterior, y tendremos la 
eCllacióll : 

(x - 23) .\" ~ 18' 
x = 9,86 m 

313. En una circunferencia de 1,5 m de radio, una secante que pasa por 
el centro tiene 3,5 m de longitud . Calcular la tangente que parte del mismo 
punto. 

S ea x la tangente. 
El segmento ex terior de la secante mide : 

Luego 

de donde 

3,5 - 1,5 X 2 = 0,5 m 

x 

3,5 X 0,5 = 1,75 

-JI ,75 = 1,32 In 

314. El d iámetro de una circunferencia tiene 32 ,5 m . Si se prolonga 4,5 m, 
.¿cuá l será la longitud de la tangente trazada desde este extremo? . 

Sea x la longitud de la tangente. 

T enemos x' ~ (32,S + 4,5) X 4, 5 
x = 12,9 m 

315. El diámet ro de una circunferencia es de 25,4 cm. ¿Cuánto habrá 
que prolongarle pa ra que la tangente trazada desde el extremo tenga 12 cm ? 
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Sea x esa prolongación. Tendremos que 

12' ~ x (x + 25,4) 

de dOllde x = 4,77 cm 

316. Dos secantes parten de un mismo punto fuera de una c ircunferencia; 
se da la parte externa m y la inte.rna 11 de una y la pane externa m ' de la otra. 
Calcular la porción ¡mema de ésta . 

~--~,A 

'" o~ei~--------~D 

Fig. 255 

Sea OB = m, AB = n J' OC = m i (figu
ra 255). 

Tendremos : OA X OB = 00 X OC 

o bien 

de donde 

(m + JI) 111 = OD X m' 

OD = (m ....L. n) m 
In' 

OD es lillO cuarta proporcional entre (m --; n), 
m)! m '. 

La porción iuterior DC = OD - OC, o bien 

DC = (ro + n ) In _ m ' 
m ' 

317. Dos secantes parten desde un mismo punto; los segmentos interior 
y exterior de la primera tien en respectivamente 13 y 23 m, el segmento exterior 
de la segunda, 17. Calcular el segmento interior de ésta. 

Llamemos x al segmellto interior. T enemos (GEO:\I. 375) 

(x + 17) 17 ~ (23 + 13 ) 23 
x = 31,7 ro 

318. En dos cuerdas que se cortan, los dos segmentos de la una tienen 
respectivamen te 15 y 10 m de longitud: Calcular los dos segmentos de la otra, 
siendo su longi tud de 28 m . 

S ean los segmentos." x JI 28 - x. Tenemos (GEOi\1. 375): 

,,' (28 - .\') ~ 15 X 10; x ~ 20,78 m 
28 - x ~ 28 - 20,78 ~ 7,22 m 

319. Una cuerda, CD, corta al diámetro AB en el punto medio O del 
radio, y los dos segmentos OC y OD en que queda dividida son entre sí como 
1 es a 2. Hallar el valor de estos dos segmentos en función del R de la circun
ferencia. 

Sea x el segmento OC, OD será 2x; tendremos .-

x X 2x~B. x -~ 
2 2 

,',' ~~~ 6R' 
4 X 2 16 

de donde: ," ~ OC ~ R .J6. OD ~ ..!LY'i 
4 ' 2 
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320. En una circunferencia de 17 cm de radio, dos cuerdas 
de manera q ue el producto de los segmentos d e 

se cortan 

cada una es 145 cm. Calcular a qué distancia del 
centro se halla el punto de intersección . 

Sea x la distancia bu.scada. Por el punto de inter
sección se traz a un diámetro AB (fig. 256), los dM 
segmentos de este diámetro serán R + x y R - x. 

o sea 

(R ~ x) (R - x) ~ 145 

R!! - x!! = 14 5 

289 - x :! = 145 

x ~ v'289 - 145 ~ 12 cm 

321. En una circunferencia (fig . 257) trazamos 

F 

H 

Fig. 256 

una cuerda, AB = 40 cm, que prolongamos después una po rción Be = 16 cm; 
además trazamos una secante, eDE, que pasa por el centro. Calcular : 

A 

1.0 El radio de la ci rcunferencia sabiendo que la sección externa C D = 14 

Fig. 257 

e centímetros. 
2 .0 L a tangente CT y la distancia OH de 

la cuerda AB al centro de la circunferencia. 

• J.o (40 + ió) X 16 ~ (2R + 14) X 14 

de donde 

• 2.° 
de donde 

• 3.° 
de donde 

R = 25 cm 

OH' ~ OA' - AH' ~ 25' - 20' = 225 

OH ~ 15 cm 

CT' AC X BC ~ 56 X 16 896 

CT = 29,93 CIn 

322. Se traza una tangente , AB = 6,5 cm , a una circunferencia, y desde B 
se traza a la misma circunferenc ia una secante BCD (fig . 258), tal que la parte 
externa BC = 2,5 cm. 

1.° Calcúlese la cuerda C D. 
2.° Dígase si la cuerda AD pasará o no por el centro de la circunferencia. 
3.° H ál!ese el radio de ésta . 

• 1.° S ea x la cuerda C D . T endremos." 

de donde 

(x + 2,5) 2,5 ~ 6,5' 

x = en = 14,4 cm 

• 2.° Si AD es diámetro, los triángulos DAB, 
ACD y ACB 5011 rectángulos JI se debe tener: 

AC' ~ DC X CB ~ AB' - BC' 

sustituyendo valores 

AC' ~ 14,4 X 2,5 ~ 6,5' - 2,5' 

vemos que las igualdades se realizoll . 
L uego AD es un diámetro. Fig. 258 
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• 3.
0 

de donde 
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4R' ~ AD' ~ BD X CD 

2R ~ AD ~ "';"'(1'"'4-,4:-+-'--:2:-,5:7)--:1-:-4--:,4 ~ "';243 ,36 ~ 15,6 

R = 15,6 = 780 cm 
2 ' 

323 . A una c ircunferencia de diámetro Aon = 40 cm se traza en A una 
tangente AS = 30 cm y se unen B y O con un segmento que corta a la circun
ferencia en C. Calcular los segm entos BO, BC , AC y la proyección de DC sob re 
el diámetro AD (fig. 258). 

• l. ' BD ~ ...; AD' + AB' ~ "';40' + 30' ~ ";2500 ~ 50 cm 

• 2.° 

• 3.° 

• 4.° 

BC X BD ~ AB", BC ~ 900 ~ 18 cm 
50 

CD ~ 50 - 18 ~ 32 
AC' ~ CD X BC ~ 32 X 18 
AC ~ .)32 X 1 8 ~ 24 c m 

Los triángulos rectángulos semejantes BAD )' CND dan : 

N D 
AD 

CD. 
BD ' 

ND ~ AD X CD ~ 40 X 32 ~ 256m 
BD 50 ' c 

324. En una c ircunferencia de 6 cm de radio (fig. 259) se trazan el d iá
m etro EF y el radio AO, perpendiculares entre sí. Sob re el rad io OF se tom a 
OD = 4,5 cm, se traza la cuerda AD B, el segm ento BH perpendicular a EF y 
OM perpendicu lar a AB. Calcular los segmentos AD, DB, BH Y 01\1. 

• 1.0 AD ~ ";R' + OD' ~ ";36 + 20,25 ~ 7,5 cm 

• 2.0 AD X DB ~ ED X D F ~ 10 ,5 X 1,5 

A 

Ef----~-~'Tl 

FLg. 259 

DB ~ 10,5 X 1 ,5 ~ 21 cm 
7,5 ' 

• 3.° Los triángulos rectángulos AOD y BHD son 
semejantes (ángulos respectivamente iguales) . 

Luego BH ~ BD 
OA AD 

BH ~ DA X BD ~ 6 X 2,1 1,68 cm 
AD 7,5 

• 4.0 OM' ~ R' _ ( AD ; DB )' 

OM ~ ";6' - 4,8' ~ ..Ji2:96 ~ 3,6 cm 

325 . A una circunferencia de 7 cm de radio se traza una tangente 
AB = 24 cm en el punto A. D eterminar la longitud de la secante BOD que 
p asa por el centro. 
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Sea x la parte extertla de la secante dada; de la relación 

(2R + x) x = AB' o bien (14 + x) x = 24' 

se deduce x' + 14x - 576 = O 

de donde x = 18 

BOD = 18 + 14 = 32 cm 
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326. D ada una circunferencia O (fig. 260) de radio R , en ella tomamos 
un sector AOB de 600 y en los extremos de cada radio OA, OB, trazamos una 
tangente; desde el punto de intersección de éstas describimos, con O 'A por 
rad io, otra circunferencia O ' y en ella tomamos también un sector A 'O 'S- de 600, 
y desde el punto O" donde concurren las tangentes A 'O " y B'O " describimos 
otra circunferencia O " y así sucesivamente. Calcular el valor de los rad ios AO', 
A 'O " , A" O "', etc., en función de AO = R. 

AS tm el círculo O es el lado del exágono imerito. 

Luego 

AB en el circulo O' es el lado del triángulo equilátero imerito. 

L uego 

Por tanto 

Dei mismo modo hallariamos que 

R" = Kfl. 
3 ' 

R'" = R" 0 etc 3 . 

Y, en función de R: 

R" =~ X vI = B. 
3 3 3 

R'" R 
= 30' etc. 

Por donde se ve que los valores de los radios 

R ; R' =-ª-. 
0' 

R " = B.. 
3 ' 

R '" R = 30 ' elc. 

1 forman una progresión geométrica decrecieute cuya razón es .y3 ' 

F ig. 26O 

327. En una circunferencia de radio R se trazan dos cuerdas AB y CD 
que se cortan en el punto I. Si A l = R/4 Y BI = 4 Rf3 Y la ~egunda cuerda 
es igual a 7R/6, calcu lar C I y DI. 

Sea x el segmento e J, DI será 7
6
R - x y tendremos: 
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o sea 
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x ( 7: _ "') = ~ X 4~ 
x" _ 7R x _ R' = 0 

6 3 

x = CI = 2R 
3 

y DI = -ª" 
2 

328. Dada una circunferencia 0, hallar sobre la p rolongaciór:. del radio OA 
un punto P tal, que la tangente PE = 2PA. 

Sea AP = x; PB será 2x, y telldremos: 

o sea 

de donde 

4x' = x (2R + x) = 2Rx + x' 

,=AP = 2R 
" 3 

329. Dos circunferencias son tangentes exteriores; la distancia de los 
centros es 36 en y la tangente común tiene 28 cm. Calcular los dos radios. 

Sea AB (fig. 261), la tangente)' Q'D una paralela a ésta: 

OD = R - R' Y OO'= R-R' 

EII el triángulo rectállgulo OO' D: 

(R - R')' = (R + R')' - O'D' = 36' - 28' 

o "a R - R' = 16 h 
pero R + R" = 36 

Fig.2ól 

por tanto 

y 

R = 18 + 8../2 = 19,31 cm 

R ' = 18 - 8 ../2 = 6,69 cm 

330. Los radios de dos circun
ferencias tienen 6 cm y 10 cm y la 
distancia de los centros 00' es de 
20 cm. Calcular el valor de la por
ción de tangente común AB limita
da por los puntos de tangencia y la 
distanc ia I E entre los puntos donde 
las tangentes exteriores e interiores 
encuentran la recta que pasa por los 
centros (fig. 262). 
• 1.0 Tracemos O'F paralela a 
AB .v Q'G paralela a CD 

F i,:t.262 

AB = FO ' = V OO" - (R - R' )' = V 20' +, = 19,596 c m 

CD = GO' = V OO " - (R + R ')' = V20' - 16' = 12 cm 

E 
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• 2.° Por ser LlOO'F '"""-' .6. 0 EA: OE 00' 
OA ~ OF 

de dOllde OE ~ 00' x OA 
OF 

OE ~ 20 x lO 
4 

00' X R 
R - R' 

50 cm 

Por ser Ll OIC - LlO O'G, 

de donde 

y 

0 1 00' x R 
R + R' 

20 x lO ~ 12 50 cm 
16 ' 

lE ~ OE - 0 1 ~ 50 - 12,50 ~ 37,50 cm 

137 

331. Dos circunferencias cuyos radios tienen 8 cm y 12 cm se cortan orto
gonalmente (fig. 263). Calcular el valor de la tangente común. 

Al ser las dos circunferencias ortogonales los radios OA, O 'A del punto de 
intersección forman ángulo recto en este punto. El triángulo O' AO es rectángulo en Ay 

00 '2 = R2 + R'!l = 12;! + 82 = 208 cm! 
O 'D ' ~ BC' ~~ 00" - (R - R')' ~ 208 - 16 ~ 192 cm ' 

O'D ~ BC ~ .ji92 ~ 13,86 cm 

M 

Fig. 263 FiJ!.2fH 

N 

332. Calcular la longitud de la correa de transmisión de dos ruedas cuvos 
radios son de 8 y 12 cm , si la distancia de los cen tros es de 49 cm (fig. 2(4). 

a) Las correas son tangentes exte·riores. 
• 1.0 Cálculo de las tangentes AB y CD. 

Tracemos los radios paJ'Ulelos OA y O'B, OC y O 'D a los PllutOS de contacto, 
la recta 0'1 paralela a BA y (os diámetros HO] y KO 'L perpendiculares a 00' . 

0 1 ~ OA - l A ~ OA - O'B ~ 12 - 8 ~ 4 cm 

El triángulo rectángulo 010' da 

0 ' 1 ~ .J 0 0 " - Ol' ~ .J 49' - 4' ~ 48,836 cm 

Por tauto: AB + CD ~ 48,836 X 2 ~ 97,672 cm 
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• 2.0 Cálculo de los arcos Al\JIC y BND. 

Tu AOO' ~ 0 ' 1 ~ 48,836 ~ 12209 
<:> 01 4 • 

log tg AOO' ~ log 12,209 ~ 1,086680 

¿ AOO' ~ 85° 19' 3" 

¿ BO 'D = ¿ AOC ~ 2· L AOO ' ~ 89° 19' 3" x 2 ~ 170" 38' 6" 

¿ AOqM) ~ 360 - 170° 38 ' 6" ~ 189" 21 ' 54" 

~ 

Longitud de Bl'D 7T X 8 x 1700 38' 6" = 23 825 cm 
180 ' 

Longitud de ÁÑIC = :r X 12 X 1890 21' 54" = 39661 cm 
180 ' 

Longitud de la correa: 97,672 + 23,825 T 39,661 = 161,158 cm. 

b) Las correas son- tangentes interiores. 
• 1.° Cálculo de las tangentes AB y eD (figura 265). 

M 

Fig. 265 

T racemos 0 '1 paralela a AB )' proLongue
mos OA. 

En el triángulo rec(ánf(ulo 00'1 tendremos: 

() ' I ~.J00" -O I ' ~ .J49'- 20' ~ 44,733 cm 

• 2.0 Cálculo de los G/'COS BN D y AMe 

T AOO' ~ 44,733 ~ 223665 
g 20' 

I"g tg AOO' ~ log 2,23665 ~ 0,349598 

¿ AOO' ~ 65° 54' 38,S" 

~ ~ 

AMC ~ BN D ~ 360° - 2 x 65°54' 38,S" ~ 228° lO' 43" 
~ ~ 

Long (AMC + B:-ID ) ~ ~ X 8 X 228° lO' 43 " + ~ 
180 

" X 228° lO' 43" (8 + 12) 
180 

x 12 X 228° 10' 43" 
180 

79,65 cm 

Longitud de la correa: 44,733 x 2 ¡ 79,65 = 169,116 cm. 

333. D os poleas están unidas con una correa. El radio OA de la polea 
mayor tiene 12 cm y forma con la línea 00' de los centros un ángulo de 600. 
El radio de la polea menor tiene 3 cm. Se traza 0 '1 paralela a la tangente AB. 
Demostrar que 00' = 2 01. Se desea saber, además: 
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1.0 La longi tud de 00'. 
2.° La longitud de las tangentes AB 

y CD. 
3.° La longitud de la correa. 
a) La correa es tangente exterior (figu- M 

ro 266). 
• 1.0 L O'OA = 60°, luego el triángulo 
rectángulo 0'01 es un semitriángulo equilátero; 
por tanto, 00' = 2 01. 
• 2.° 01 = R - R ' = 12 - 3 = 9 cm 

00' ~ 9 X 2 ~ 18 cm Fig. 266 

CD ~ AB ~ 10' ~ ";18' - 9' ~ 9..;3 ~ 15,588 cm 

• 3.° L BO/D = L AOC (misma especie y lados paralelos) 

L AOC ~ 600 x 2 ~ 1200 

~ ~ 

BND ~ 1200 Y AMC ~ 360' - 120' ~ 240' 

~ 

Longitud BND O 

~ 

Longitud AM e = 

" X 3 X 120 ~ 6,2832 cm 
180 

" X 12 X 240 ~ 50,2656 cm 
180 
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Longitud de la correa: (15 ,588 x 2) + 6,2832 + 50,2656 ~ 87,7248 cm. 

b) La correa es ta ngente interior (fig. 265). 
• l. ' 01 ~ R + R' ~ 15 cm; 00' ~ 2 x 0.1 ~ 30 cm 
• 2.' CD ~ AB ~ 0'1 ~ ";30' - 15' ~ 15 ..;3 cm 
• 3.° Los ángulos obtusos AOC y BO' D son iguales (misma especie y lados 
paralelos) y miden 3600 - (2 x 60°) = 2400. 

B 

Longitud ÁÍ\1C = 7l X 12 X 240 = 16 :7 cm 
180 

~ 

Longitud BND = " X 3 X 240 
180 

= 4:r cm 

Longitud de la correa: 

15 ..;3 X 2 + 20" ~ 114,792 cm. 

A<té--+-~ 
334. Hallar el radio de la circunferencia 

e inscrita en un rombo cuyas diagonales tienen: 
.-\C ~ D ~ 9 m y BD ~ d ~ 6 m. 

D 

Fig. 26i 

Sea O (fig. 267) el centro del rombo y de la 
circunferencia inscrita, la perpend,:cular OH al 
lado será el radio r de la misma. 

BC ~ ";OC' + OH' ~ ";4,5' + 3' ~ 5,40 m 
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D os e.\"presiones del doble deL a rea del ó.oBC: 

BC X T = OC X OH 

OC X OB 
BC 

r = 4 ,5 X 3 =::: 2,5 c m 
5,40 

335 . Sean dos circunferencias O y O' (fig. 268) exteriores, de radios 
ij. = 16 cm y r = 4 cm y la d istancia de los centros 00 ' = 31 cm. Sea S el 
p1,ln to en la prolongación de DO', en que se co rtan las tangentes exteriores y S ', 
en la m ism a lí nea de los centros , donde se cortan las tangentes interiores. Calcu
lar la d istancia SS'. 

• 1.0 Cálculo de SO' en función de R , r y d. - Los t riángulos SA'O ', SAO 
son semejantes y podremos escribir: 

de dOllde 

SO' = ~ o bien 
SO R 

SO' 
SO ' + d 

50' x R = SO' x r + dr 

SO' (R - r) = dr 

SO'=~ 
R - r 

.. 
R 

• 2.0 Cálculo de S 'O ' en función de R , r y d. - 6 5 'B'O' ,..... 6 5 'BO luego 

• 3.' 

5 '0 ' . .. 
5 '0 = R" 

s 

remplazando 5'0 por d - S'O' : 

5 '0 ' = l:.. 

Fig. 268 

d S'O' R 

5'0' x R = dr - 5'0 ' X r 

S 'O' (R + r) = d .. 

5'0' =~ 
R + r 

Cálculo de SS' = S O ' + S 'O ' -~ ...l... ~ 
- R - r R + r 

SS' = dRr + dr' + dRr - dr' 
R2 - r'1 

Aplicación numérica: 

SS' = 2 X 31 X 16 X 4 
256 - 16 

16,5 cm 
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VI. Construcciones gráficas 

336. Por un punto A, exterior al ángulo O, trazar una secante ABC, tal 

AB 2 
que sea AC = 5' 

Sea AC (fig. 269) la recta en la cual 

AB ~ 2 
AC S 

Si trazamos AD paralela a OC, tendremos : 

DB ~ 2 
DO 5 

de aquí la constrtlcúón siguiente: Se traza la paralela AD 
a la OC, se divide OD en cinco partes iguales y se une el 

A 

I 
pUllto A con la segunda división 
obteniéndose con esto 

AB DB 2 
AC ~ DO ~ 5 

o 

·Fig.2ó9 

a partir de D , 

337. Dado el triángulo ABC (fig. 270) y 
una recta cualquiera xy, traza r por ios vértices 
A, B, C tres paralelas que determinen en .\')J dos 
segmentos iguales. 

y 

x 
Fig.270 

Sean CE, AF, BG las paralelas pedidas; 
dichas rectas div iden también al lado BC en partes 
iguales; por tanto, AD es la mediana del triángulo 
ABC. Bastará , pues, t razar esta mediana JI las 
paralelas a ésta, CE y BG. 

338. Construir un octógono regular dada la distancia entre dos lados 
paralelos. 

El problema se reduce a comtruir un octógono 
regular inscrito en 1111 cuadrado dado, pues la distancia 
entre dos lados paralelos JlO es otra que el lado del 
cuadrado. De ahí la construcción siguiente (fig. 27 1). 

1.° Se traza el cuadrado ABCn de lado d 
(distancia dada) . 

2.° A partir de los puntos medios MNPQ de 
los lados del cuadrado, se llevan los segmentos l\1E = 
~ MF ~ KG ~ :'<H ~ P I ~ PJ ~ QK ~ QL ~ 
~ d/2 (fi - 1). 

3.0 Se trazan los segmentos EL, FG, HI, ]K. 
El octógono EFGHJjKL es el octógono pedido. 

En efecto: los triángulos reclangulos FAG, HDI , 
]CK .v LBE son isósceles; SIlS ánxulos agudos miden 

A F B 

N Q 

H ~\-""t'"'~'----.J K 

O 1 P J e 
Fiy. 2i¡· 

todos 45°. 
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Luego 

LE = L F = L G = L H = L I = L j = L K = ¿ L = 180o 

)' 

y 

Por COllstrucciólI EF = GH = lj = KL = 2 X d /2 (.J2 - 1) = d(.J2 - 1) 

EL = K j = IH = GF = V EB' -'- BL' = V 2EB' = EB.J2 

EB = MB - ME = ~ - ~ (.J2 - 1) = ~ (2 - .J2) 
222 

L/lego EL = K J = ... = d /2 (2 - .J2).J2 = d(.J2 - 1) = EF = G H = . 

Otro m é todo. - Se traza /lila circlwferellcia (fig. 272) de radio d /2, se di'la'de 
el! 8 partes iguales y por los puutos de di'visión se tra:;;oJ/ tangentes. Las intersecciones 
de dos tangentes co'/lsecuti'f.Jas dan fos vérúces del octógollo. 

G' 

Fig.272 

A' 

E' 

Fig. 273 

C' 

Otro m étodo . - Se traza l/na circunferencia (fig. 273) de radio cualquiera 
y se inscribe /ill octógono reglllm' ABCDEFGH . 

Lllego (1 la distancia d/2 del centro se trazan paralelas a los lados del octógono 
illscrito. Se obtiene el octógono A'B'C'D'E'F'G 'H ' pedido.· 

339. Dos circunferencias se cortan en los puntos A y B. Trazar por A 
una secante común que quede dividida , por el refe rido punto, en dos segmentos 
igu<lles, y por B otra secante EF tal, que EB = BF/3. 

F 

Fig.274-

Sea la secante CH (fig. 274) tal que 

CA = El... 
A H n 

Tracemos OL, lA, O 'IVI perpendiculares a 
e H ; éstas dh'idiráll a LM y 00' en partes 
proporcionales; pero L y i\1 son los plintos 
medios de las cuerdas CA y AH, por tallto 
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00' d d 01 111 Bastará, pites, di'l ... idir ,e 1110 o que --,- = - , 
01 11 

trazar la recta lA y 

la CAl-! perpendicular a lA. 

• 
• 

1.0 Para CA = AH 

2.0 Para EB = BF 
3 

será 01 ~ 0'1 

0[ ' ~ OT 
3 

340. Dado un exágono irregular ABCDEF (fig. 275), constrúyase otro 
exágono semejante AB'e 'D 'E 'F' de igual vér-
t ice A y ta l que su perímetro sea: a) las dos 
terceras partes del perímetro del exágono dado; 
y b) el doble de dicho perímetro. 

• a) Exágono de perímetro 2/3. 
En el e.yágollo dado, lÍnase el 'i.:értice A C011 

cada /1110 de los demás e, D, E. En el lado AB 
se tOIllO 1/1/0 distancia 

AB' ~ 2AB 
3 

B" 

é 

B B' A 

F' 

F 

F.o 

E" 
Por B' se traza 1/110 paralela a BC, COIl lo 

que queda determinado el punto e'; por e' I/JIO 

paralela a en y osi slIcesivamente. El exágono 
AB'C'D 'E'F ' es el pedido, pI/esto que es 11011/0-

tético con el dado y de razón 213. 
Fi¡:t . 275 

• b) 
despllés 

·AB" = 

Exágono de perímetro doble. - Se procede como en el 
de haber prolongado AB y tomado en esta prolongación 
2AB. 

caso anterior 
UII segmento 

341. Dada una 
mIsma, trazar desde 

circunferencia O (fig. 276) Y un punto M exterior a la 
él tina secante l\IICD. tal que la circunferencia descrita 

con la cuerda CD como di<imetro sea tangente al 
diámetro ABM de la circunferencia dada. D 

M T 

Fig. 276 

La tangente :\1T J' las secantes ¡VIA y !\I[D dan: 

MT' ~ MA )( MB ~ MD X MC 

J1I, as I\1N deberá se,. tangente a la circllnferencia 
de diámetro CD, y dará.-

M:\i' ~ MD X MC 

Por consiguiente, MI' = MT. 
Pero el lugar geométrico de los puntos medios de 

fas Cllerdas traz adas desde 1\1 es el arco de circunfe
rencia de diámetro OM il//.erior a la circunferencia dada 
(180 bis) y el lltgar geométrico de los centros de las 

circunferencias tangentes en N a la recta MA es la perpendiClilar N I a MA. El 
centro que se busca estará, por tanto , en la intersección 1 de los dos lugares geométricos 
descritos. 
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VII. R elaciones 

342. Desde los extremos A y B (fig. 277) de un segm ento AB se trazan 
AC y BD perpendiculares a una recta x)'. Demostrar que el punto O. medio 
de AB, equid ista de C y D. 

A 

Por el punto medio O de la recta AH tra:::amos la perpendiC/llar OE a la recta 
xy; es ta recta OE, paralela a AC )' BD , di'¿'ide 
a AB y CD en la misma relación.- por tanto , 

o 8 
CE ~ DE. 

~ 
x e 

Las oblicuas OC J' on cuyos pies equidistan 
del pie de la perpelldicuLar EO son iguales. 

343. En un triángulo rectáng ulo la suma 
de los inversos de tos cuadrados de los catetos 
es igua l al inverso del cuadrado de la altura 

Fil:. 277 

En efecto, di'vidiendo por b2¿ los dos miembros de la igualdad 

b"! - c = a"! 

tenemos ." (1 ) 

pero 

R empla:::ando e1l (1): 

344. La proyección del punto medio d e un cateto sobre la hipotenusa 
detennina sobre ésta dos segmentos, cuya dife rencia de cuadrados es igual al 
c uadrado del otro cateto (fig . 278). 

Sea BD = m, DC = n; los triángl//os 
rectángulos OA8, BDO y ODC darán: 

OB' c' b' ..L _ = 

4 
m 2 + OD' 

de donde nl e' 
b" 

OD' (1 ) ~ + - -
4 

y 11'1 ~ b' _ OD' (2) 
4 

Restando (2) de (1): m.2 
- n 2 = c 2 

A 

c~o 
B~C D r -- a -~---_ 

Fi.l! . 2iS 

345. Sea un triángu lo rectángulo ABC (fig. 279) inscrito en la circun
ferencia O. D esde un punto D del diámetro BC trazamos una perpendicular , 



.. 
RELACIO!\" ES 

la cual corta a la circunferencia en F y a los dos 
lados AC y AB en los puntos E y G respectiva
mente. Demostrar que 

Dr' ~ ED X G D 

Por ser L'.DCE ~ L'. DGB, ED ~ CD 
BD GD 

145 

G 

de donde 

Pero 

ED X G D ~ BD X CD 

BD X DC ~ DF' 

B~L--------~D--~C 

Fig.279 

por consiglliente , DF~ = ED "< GD 

346. La diferencia entre los cuadrados de dos lados de un triángulo es 
igual a la diferencia entre los cuadrados de sus proyecc iones sobre el tercer lado . 

S eo He = m , BH = n , AH = h. Se tendrá: 

R estando: 

b~ = m'! ..L h2 

C~ = 112 + h~ 

347. En dos triángu los rectángulos semejantes, el producto de ¡as hipote 
nusas es igual a la suma de los productos de los catetos. 

Seall a, b. e ya' , b' , e' los lados de los triángulos semej antes. 

S e telldrá que: a =..!!.... = e 
a' b' e' 

NII/lliplicoudo cada razón por su llIol/erador respectivo, tendremos: 

de donde resulta: 

a' 
aa' 

b' 
bb' 

e' 
ce' 

b' + e' 
aa' bb' + ce' 

L os I/umeradores son ¡{(/la /es, pI/es 

a2 = b~ _ c~ 

Por consigu ie1lte, tambiéll lo serán los dellomillodores: por la llto: 

aa ' = bb' 1- ce ' 

348. Sobre el lado AB de un triángulo equilátero (fig. 280), como diá
metro y exterior al mismo se describe una semici rcun fe rencia, la cual se divide 
en tfes partes iguales: AD = DE = BE. Demostrar que las rectas DC y EC 
dividen a AB en tres segmentos iguales. 

Por ser ÁÜ = BE: la rec ta DE es paralela a AB. 
El Iriol1gulo DEO es equiángulo y, por tanto, equilátero. 
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La semejanza de los triángulos equiláteros ABe y DEO da: 

AB = CO = .1. 
e DE OH 

de donde 

y CO = 2 ·OH 

(:¡, FCG '"-' .6.DCE por ser FG y DE paralelos; luego 

Fig.280 

FG CO 
DE CH 

de aquÍ 

sustituyendo 

CO 
CO + OH 

2· DE = 3FG 

2 ~ AB = 3FG 
2 
AB = 3FG 

349. Las tres medianas AM, BN, CP de un triángulo ABe (fig. 281) 
concurren en el punto G; se traza la altura AH y las perpendiculares GL y N I 
aliado BC. 

1.° Calcular la posición del punto G sobre la mediana AM. 
2.° Hallar la relación entre GL y N I Y la de GL y AH; y, en consecuen

cia, la de N I y AH. ¿Se podía prever esta última? 
• 1.° La mediana AI\1 queda dividida (GEOM. 156) por el punto G en la 
proporción 

GM 1 
AG =2 o sea GM 

AM 

• 2.0 De la semejanza entre los 
rectángulos n I ~ -" BLG se deduce: 

GL = BG =~ 
NI BN 3 

1 
3 

triángulos 

(1 ) 

y de los triángulos MLG y M HA se obtiene: 

GL GM 1 
AH AM 3 

(2) 

Dividiendo la (2) por la (1) viene : 

B 

GL X N I = NI = ~ = ~ 
AH X GL AH 3 X 2 2 

Al ser .6.1 eN ,......, .6.HCA se podía prever la relaciól1 

N I NC 1 
AH AC 2 

A 

Fig.281 
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350. Dada una circunferencia O (fig. 282) de diámetro AB = 2R, sobre 
AO como diámetro, se describe otra circunferencia O', y desde A se traza una 
secante cua lquiera que la corta en e y en cuentra a la primera en D. 

1.0 Demostrar que los triángulos AOC y COD son iguales, y por tanto, 
que el punto e está en la mitad de AD. 

2.° Probar que las tangentes en C y en D 
son paralelas. 

T 
3.° Construir la secante ACD de ta l suerte 

que la tangente en C pase por B, y en ese caso, 
calcular, en función de R, la proyección de AC 
sobre AB. A 1"--:~';-1;:--~"'f B 

• 1.0 En el triángulo isósceles AOD tendremos 
L A = L. D; además, L. ACO es recto, asi que los 

triángulos rectángulos ACO y DeO serán iguales 
(hipotenusas iguales y un ángulo agudo igual) Y. por 
tanto, AC = eD. 
• 2.° El radio O'C es paralelo a OD , pues divide 
a AD y AO en dos partes iguales; luego Las tangen-

Fig.282 

tes en e y D serán también paralelas ya que los ángulos O'CB y ODT son iguales 
por ser rectos. 
• 3.° El radio O'C es perpendiClllar a la tangen te CB; el lugar geométrico 
de los puntos de contacto es la cirCllnferencia de dz·ámetro O'B; su in tersección con 
la circunferencia O' es el plmto C y ACD será la secante que soluciona el problema. 

En el triángulo rectángulo O'BC tendremos: 

pero 

por tanto 

y 

O'C' ~ O'B X O'H 

O 'C ~ B. 
2 ' 

de donde O'H O'C' 
~ 013 

O'B ~ 3R 
2 

O'H ~ R' X 2 R 
4 X 3R ~ "6 

AH ~ AO' + O'H ~ B. + B. ~ 2R 
2 6 3 

351. Sea ABe (fig. 283) un triángulo cualquiera y AD la bisectriz que 
encuentra en E a la circunferen cia circunscrita. D emostrar que 

Fig.283 

BE' ~ ED X AE 

Por ser AE bisectriz.-

L BAE ~ LEAC 

y, por tanto, BE ~ Ec 

6 ABE- 6 BED 

pues L BAE = L DBE Y L E es común; por tanto 

BE AE 
ED ~ BE 

de donde BE' ~ ED x AE 
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352. Sea un triángulo ABe (fig. 284) . Se describe una c ircunfe rencia 
que pase por el vértice A y que sea tangente al lado Be en el punto D de la bi -

B 

sectriz de LA. Esta c ircunferencia corta en E y 
en F a los lados AB y AC. D emostrar : 

1. o Que EF es paralela a BC. 
2.° Que AE X Ae ~ A F X AB ~ AD' . 

• 1.0 Siendo AD bisectriz, ÉD = & y L FDC = 
= L EFD, Y por tanto, EF JI Be serán paralelas. 

Jb-_+-__ .....,;)(tF • 2. o Por tener sus ángulos l:espectivamente igua
l" 

o e 
I'ig. 284 

Luego 

AE 
AD 

AD . 
Ae' 

de donde AD'~ AE x AC~AF x AB 

353. En todo paralelogramo la suma de los cuadrados de sus lados es 
igual a la suma de los cuadrados de las diagona les. 

En los triángulos ADB y ABe (fig. 285) se verifica: 

BD' ~ AB' + AD' - 2AB X n (1) 
Ae' ~ AB' + Be' + 2AB x n' (2) 

Pero De ~ AB, Be ~ AD Y n ~ n' 

Sumando, pues, la (1) y (2) vendrá: 

BD' + AC' ~ AB' + BC' + DC' + AD' 

a 
Fig.285 FiJ:.286 

354. Las paralelas a los lados de un triángulo trazadas por el punto de 
concurso de las medianas, dividen a los lados en tres segm entos iguales. 

En el haz de rectas concurrentes AB, A.M, AC (fig. 286), las paralelas Be 

y GE dividen a AM en la relación Gl\1 _ 1 
AM - 3" 



y 

También se tiene: 

EC 
AC 

PROBLEMAS 

1 
3 

y 
AD 
AC 

Como DE = AC - EC - AD, resulta: 

1 
3 

DE ~ AC _ EC _ AD ~ 1 1 1 1 
AC AC AC AC - 3 - 3 ~ 3 

AD ~ DE ~ EC 

El mismo raciocinio se aplica a los otros dos lados. 
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355. Por el punto de contacto de dos circunferencias tangentes exteriores 
se trazan dos secantes perpendiculares entre sí. Pruébese que la suma de los 
cuadrados de los dos segmentos intercep tados es igual al cuadrado de la suma 
de los diáf:.l1etros de las ci rcunferencias dadas (fig. 287). 

Tracemos: GD, FH, GF, OL paralela a 
DF, y O 'L paralela a HG. 

En los triángulos DGF y GHF tenemos 

OL ~ DF 
2 

y O'L ~ HG 
2 

En el b.OLO"'el ángulo OLO' es recto (lados 
paralelos a las secantes) , por tanto: 

OL' + O'L' ~ 00" 

o bien DF' + HG' ~ 00' 
4 4 

o A 

Fig. 287 

DF' + HG' ~ (2 · 00')' ~ [2(R + R')] ' ~ (d + d ')' 

VIII. ProblelIlaS 

356. Por el punto medio D del cateto mayor AC de un triángulo rec
tángulo (fig. 288) se traza DE perpendicular a la hipotenusa BC. Calcular DE, 
EC y BE, sabiendo que AB = 12 cm y AC = 16 cm . 

.6.ABC,..... .6.DEC ( rectángulos con un ángulo agudo igual) . 

A 

h 
B H E e 

Fig. 288 

L uego: EC ~ DE ~ DC 
AC AB BC 

BC ~ -J AB' + AC' ~ -J12' + 16' ~ 20 cm 

EC ~ AC X DC 16 x 8 6,4 cm 
BC 20 

DE ~ 
AB X DC 12 X 8 4,8 cm 

BC 20 
BE ~ BC - EC 20 - 6,40 ~ 13,6 cm 
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357. Sea un triángulo ABC (fig. 289) rectángu lo en A. En C se traza 
una perpendicular a la hipotenusa, la cual cortará en D a la prolongación del 
cateto AB. Calcular los lados en y AD del triángulo ACD, si AB = 15 cm 

y AC ~ 20 cm. 
O 

Tenemos L ACD = L. ABC (misma especie y lados 
perpendirulares). 

L os triángulos rectángulos CAB y DAC SOl1, pues, 
semejantes, y tenemos: 

AD ~ CD ~ AC 
AC BC AB 

pero BC ~ V AB' + AC' ~ VIS' + 20' ~ 25 cm 

de donde AC' 20' 
AD ~ AB ~ 15 ~ 26,667 cm 

O' 
Fig. 289 

y CD ~ BC X AC ~ 25 x 20 ~ 33333 cm 
AB 15 ' 

358. Los lados del tr iángulo .rectángulo A Be t ienen 27, 36 y 45 cm res
pectivamente. Sobre la al tu ra AH se lleva AD' = 32 cm y se t razan D ' E y D 'F 
perpendiculares a los catetos AC y AB. Calcular el valor de estos segmentos 
perpendiculares (fig. 289). 

T enemos ¿ AD'F ~ ¿ CBA y ¿ AD'E ~ ¿ BCA (misma especie y lados 
perpendirulares) . 

Los triángulos rectángulos BAC, AD'F y AD' E son , pues, semejantes y, en 
consecuencia , 

de donde 

y 

D 'F ~ AB x AD' ~ 27 X 32 
, BC 45 

D .E ~ AC x AD' 
BC 

36 X 32 
45 

= 19,2 cm. 

~ 25,6 cm 

359. En un triángulo ABC (fig. 290) la altura BH = h es igual a la base 
AC = b. El pie de la altura BH divide a AC de ta l 
suerte que 

Calcular: 

AH ~ 2" 
3 

y 

1.0 Los lados AB y Be. 

HC ~ .!!... 
3 

2.° Las distancias MH y NH de H a los dos 
iados BC y AB. 

3.° L as proyecciones AN y CM de los segmen
tos AH y CH de la base sobre los lados. 

4.° ¿Por qué es inscriptible el cuadrilátero NBMH ? 

B 

M 

A 

Fig.290 
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• l.' AB "'; .JBH' + AH' J 9h' ; 4'" 

BC ~ .JBH' + CH' ~ J 9h' : h' 

• 2.0 Los triángulos rectángulos semejantes AHB y AHN primero y los BHC 
y HMC después, 110S darán: 

NH ~ AH 
Y 

MH ~ HC 
BH AB BH BC 

h X 2h 
2h .Ji3 

NH ~ 
BH X AH 3 

AB -"- 03 13 
3 

h X -"- hvlo 
MH ~ 

BH X HC 3 
BC -"-vlo 10 

3 

• 3.° Los mismos triángulos semejantes dan: 

de donde 

NH BH h 3 

h 
CM ~ HC ~ _3_ ~ 1... 
MH BH h 

AN ~ 2NH ~ 4h .Ji3 
3 39 

hvlo 
30 

3 

4b 03 
39 

-~ 
- 30 

2b 03 
13 

bvlo 
10 

• 4 .° El cuadrilátero NBMH es inscriptible porque sus ángulos opuestos 
M y N, B Y H son suplementarios. 

En efecto, ¿ M ~ ¿ N ~ 900 ° bien ¿ M + LN ~ 180' 

por tanto, L B + L H ~ 180' 

360. Sea el triángulo DEH (fig. 291), formado al unir los pies de las al 
turas del triángulo ABC y sea M el ortocentro de dichas alturas. Demostrar: 
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B 

pero 
Luego 

A 

e 
F'ig.291 
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1.0 Que los tres cuadriláteros BDMH , 
H MEC, ADME son inscriptibles y que AH es 
b isectr iz de L DHE. 

2.° Que los cuatro tri ángulos ABe, AD E , 
H CE, BDH son semejantes. 
• 1.0 L os tres cuadriláteros son biTTectal1glllos; 
por tanlo , los otros dos ángulos serán suplementarios; 
dichos cuadriláteros serán, pues, úlscriptibles. 

Traz ando las circunferencias circunscritas a los 
cuadriláteros , se observa que la recta AH es bisectriz 
del L DHE, pues 

L DBM ~ L D HM 
L ECM ~ L EH M 
L DBM ~ L ECM 
L DHM ~ L EHM 

por inscritos en el mismo arco 
por igual motivo 
por tener los lados perpendiClilares 
y AH es bisectriz 

• 2.° Los cuatro triángulos son semejantes por ser equiángulos. 
En efecto, todos tienen con ABe un ángulo común : 

L EMC ~ L A ~ L EH C ~ L DMB ~ L DHB 

y LBMH ~ L C~ L BDH ~ L AME ~ L ADE 

361. L os lados de un triángu lo ABe (fig. 292) , tienen AB = 12 c.'n, 
Be = 11 cm y AC = 9 cm, Si t razamos M N = 10 cm paralela a la base AB: 

1.0 Calcular los segmentos AM, MC, NC, NB que dicha paralela deter
mina sobre los otros dos lados, 

2.° . D etenninar gráficamente la recta MN. 
• 1.° 6. CMN,....,., b" CAB,porlanto: 

CM ~ CN ~ MN 
CA CB AB 

de donde 

CM ~ CA x MN 
AB 

9 x 10 
12 

~ 7,5 c m 

AM ~ AC - CM ~ 9 - "7,5 = 1,5 cm 

CN ~ BC x MN ~ 11 X 10 ~ 9,167 cm 
AB 12 

BN ~ BC - CN ~ 11 - 9,167 ~ 1,833 cm 

e 

M",4-_____ ~N 

A D B 

Fig. 292 

• 2.° Para determinar 1\1N, se lleva sobre AH un segmento AD = 10 cm, 
en D se traza DN paralela a AC y, por fin, M N paralela a AH. 

362. Para medir la altura de un árbol AB (fig. 293) se fijan dos jalones 
CD = 2,45 m y EF = 1,65 m separados 0,64 m y distando en 1,36 m del p ie 
del árbol. Calcu lar la altura del árbol suponiendo que los puntos B, D , F están 
sobre el mismo p lano. 
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de dOllde 

A 

!'.BA'F, luego: 
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A'B ~ A'F 
C'D C'F 

A'B ~ C'D X A'F 
C'F 

O,S X 2 ~ 25 m 
0,64 ' 

AB ~ A'B + EF ~ 2,5 + 1,65 ~ 4,15 In 

o 

O¡----fr"---'ic 
E 

A 
\ 6 

Fig . 293 Fig.29-1-
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363. Los lados de un rectángulo (fig. 294) ABeD tienen AB = 9 cm 
y AD = 5 cm'. Se prolonga AD y se toma DO = 7 cm. Se trazan OEB y OFe 
y se forma el rectángulo DEFH semejante al dado. Calcular D E, EF, 08, OE, 
OC, OF y Fe. 

Los triángulos ODE y OAB, OEF y OBe SOI1 semejantes (á llgulos respectiva 
mente iguales) . Luego 

OD D E OE EF OF 
OA ~ AB ~ OB ~ BC ~ OC 

de lo cual se deduce: 

DE ~ AB X OD ~~ 
OA 12 

5,25 cm 

EF ~ BC X OD 5 X 7 
OA 12 

2,92 cm 

OB ~ .) A B' + O A' ~ .)'::-81:--+-1:-:4-'-4 ~ 15 cm 

OE ~ OB X OD ~ ~ ~ 8,75 CIn 
OA 12 

OC ~ .)DC' + OD' ~ .)t::S1:--+--:479 ~ 11,40 cm 

OF OC X OD 
OA 

11 ,40 X 7 
12 

FC ~ OC - OF ~ 11 ,40 - 6,65 

6,65 cm 

4,75 cm 
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364. Sea un rectángulo ABCn (fig. 295), en el cual la base AB = 60 cm 
y la altura AD = 32 cm. Desde D se traza ~na pe rpendicular DEF a la d iagonal 
AC. Ca lcula r los segmentos DE, AE, DF, BF, EC. 

~DEA ~ .6. CDA y .6. DAF,......,. .6. CDA ( rectángulos eOIl ángulos iguales). 
Lllego 

DE AE AD. DF 
DC AD AC ' AC 

AF 
AD 

AD 
DC 

AC ~ .J AB' + BC' ~ 68 cm 

DE ~ DC x AD 
AC 

60 x 32 
68 

~ 28,235 cm 

AE = AD2 = ~ 15 06 AC 68 ~ , cm 

DF ~ AC x AD ~ 68 x 32 ~ 36,267 c m 
DC 60 

AD2 322 

AF ~ -- ~ - - ~ 17,067 cm 
DC 60 

BF ~ AB - AF ~ 60 - 17,067 ~ 42,933 cm 

EC ~ AC - AE ~ 68 - 15 ,06 ~ 52,94 Clll 

F 

'.----____ --::;>lC 
DI-__ *C 

I.<:.~F:-----...JB A'~---'B~--~E 

Fig. 295 Fig. 296 

365. Se construye un rectángulo ABen (fig. 296) de base AB = a y 
altura AD = b. Se prolonga AB una porción BE = AB y AD una parte DF = AD. 
D emostrar: 

1.0 Que los puntos F, e, E están en línea recta. 
2. o Calcu lar FE en función de a y b. 
3.° Cómo tend rá que ser el rectángulo para que AC sea perpendicular 

a EF . 
• 1.0 L os triángulos FDC y BCE SOl1 iguales (2.0 criterio) ; por tanto , 

¿ BCE ~ ¿ DFC y ¿ DCF ~ ¿ BEC 

pero ¿ DFC + ¿ BEC ~ 90· Y ¿ BCD ~ 900 

Por tanto, ¿ BCE + ¿ BCD + ¿ DCF ~ 180· 

Y los segmentos Fe y CE están en línea recta. 
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• 2.° FE ~ -V(2a)' + (2b)' ~ 2 -Va' + b' 
• 3. o Tenemos Fe = CE; AC, mediana del triángulo F AE, será altura cuando 
el triángulo sea isósceles, esto es, cuando 2a = 2b, o sea a = b, siendo en este caso 
el rectángulo uri cuadrado. 

366. Dado un cuadrado ABCn (fig. 297) de lado a, sobre el lado AD 
tomamos AL = 0/3, y sobre el lado De tomamos DE = a/3 y trazamos BL 
y AE, las cuales se cortan en F. 

1. o Pruébese que AE y BL son perpendiculares D e 
entre sí e iguales hallando el valor común a ellas. 

2.° Calcúlense los segmentos AF y FE Y los 
FL y FB. 
• 1.0 l:I.BAL = 6 ADE (ca tetos iguales); de aquí 
que 

L ABL ~ L DAE y BL ~ AE 

Estos ángulos, además de ser iguales, están orien
tados en igual sentido, y si el lado AB es perpendicular 
al AD. el lado BL también será perpendicular a l AE. 

AL----.:::::" S 

Fig.297 

BL ~ AE ~ ~a' + ( ; r ~ ~9a' : a' ~ a fO 
Nota. - Las cuerdas an tedichas no pueden hallarse a di stinto lado del 

centro, pues sus distancias a éste serían x y 4 - x y tendríamos .\J! + 162 = 
= (4 - X) 2 + 122 = R2, lo que da x = - 12 y las distancias serían - 12 y 16 , 
es decir . que las cuerdas se hallan del mismo lado del centro. 
• 2.0 Los triángulos rectángulos AFL, BAL y ADE SOll semejantes por tener 
un ángulo agudo. igual. 

Luego: FL ~ AL 
AL BL 

(1 ) AF ~ AB 
AL BL 

(2) 

De la (1) viene: 

FL ~ AL' ~ (a /3)' ~ _ _ a_ ~ ~ 
BL 3- .J¡O 3 .J¡O 30 

3 
BF ~ BL - FL ~ ~ _ a.J¡O ~ 3a .J¡O 

10 

De la (2) resulta : 

AF ~ AL X AB 
BL 

3 30 

~ X a 
____ 3 __ ~ _ a_ ~ a.J¡O 
3- .J¡O .J¡O 10 
3 

FE ~ AE _ AF ~ a.J¡O _ ~ ~ 7affi 
30 3 10 



156 GEOMETRÍ.A P L.ANA 

367. Dado un trapecio ABCD (fig. 298) , demostrar: 
1 .0 Que el punto de concurso de las d iagonales divide a éstas en partes 

proporcionales a las bases. 
2.0 Que la recta FOE paralela a las bases trazada por el punto D donde 

b 
concurren las d iagonales queda dividida por este 
punto en dos partes ig uales FO = DE. Calcular 
DE en función de las bases a y b. 
• 10 t:, ABO ~ t:, DCO, luego .. 

• 

OC OD b 
OA ~ OB ~ -;;-

2.° Por ser paralelos 

D C AC 
A'~------~a~----~B 

CD y FOE .. 

DC ~ BD 
OE OB Fig. 298 

pero de la (1) se deduce: 

por tal/l.o 

OC + OA 
OA 

DC ~ DC 
OF OE 

OF ~ OA Y 

OD + OB 
OB 

y OF ~ OE 

• 3.0 De /0 (2) Y (3) vendrá: 

de ·do11de 

DC - b ~ a + b 
OE a 

OE ~ OF ~~ 
a + b 

= a + b 
a 

(1) 

(2) 

(3) 

368. En una circunferencia de diámetro AS (fig. 299) 
da AC que forme con AB un ángulo dado a; se alarga 

se traza una cuer-

AC una parte C D = AC y se unen DE. 
1.0 ¿Qué valor tiene L ACB ? 
2.0 D emost rar que L ADB = La y que BD = BA 
3.0 Se traza AE perpendicular a AC y se prolon

ga AE una porción EF = AE. D emostrar que los pun 
tos D , B. F están sobre la misma línea recta. 

4.0 ¿Para qué va lo r de L a será DBF tangente 
a la circunferencia dada ep. el punto B? 

. 5.0 D emost rar que la circunferencia circu nscrita 
al t riángulo AFD es tangente en A a la circunferencia 
dada. 
• 1.0 L ACB = 900

, pues está úlscrito en lino semi-
circunferencia. 
• 2.° Be es mediano .y altura a la 'vez, por tanto, 
el .6. ABD es isósceles. • 

Luego L ADB ~ L a y BD ~ AB 

D 

Fig.299 
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• 3,0 Por lo mismo que en el l ::c caso será L AEB = 900, El triángulo AFB 
es isósceles, BF = AB, Y BE es bisectriz; pero L eBE = 90°, al ser BC )' BE 
bisec trices, L ABF + L ABD = 180°; por consiguiente, D, B, F e stán en línea 
recta. 
e 4.0 Para que DBF sea tangente, es mel1esler qlle sea perpendicular a AB 
y que L a + L D = 900, pero La = L D; por tanto, L a = 45°. 
• 5.° Acabamos de ver que DB = AH = BF; la circlillferencia de centro B 
y radio A8 pasará por D JI F; al ser AB la Unea de los celltros de las circunferen
cias O y B, el único plinto común a las dos circunferencias será el punto A; éste será, 
pues, el plinto de tangencia. 

369. En una circunferencia de 6 cm de radio (fig. 300) se inscribe un 
rectángu lo cuyo lado mayor t iene 8 cm. 

1.° Probar q ue las tangentes a esta circun
feren cia trazadas por los cuatro vértices fo rman 
un rombo. 

2. 0 Calcular el lado y las di agonales de 
este rombo. 
• 1.° Las tallgentes opuestas son paralelas 
como perpendiculares a lUI mismo diámetro, las 
rectas que unen el centro ° COII los puntos de con
currencia de las tangentes son perpendiCIIlares a 
las cuerdas de los cOlltactos, pero D e y AB SOI1 

paralelos, luego los puntos G, 0, E estarán en 
linea recta.- lo propio se pudiera dedr de los PIl1l 
tos H , 0, F. Además A8 es perpendicular a AD; 
pm' tanto, HF será perpendicular a GE, .v de 
esta suerte el cl(adrilátero EFGH será 11 11 rombo. 

D 

/1 
H~ 

G 

E 

Fig.300 

• 2. o En llOCF: OF = OC' 
0 1 

36 4 = 9 cm , de donde HF = 18 cm 

En llOCF: 

En ll OCG: 

CI' = 0 1 X IF = 4 X 5; e l = 2.JS 

OG = OC' = OC' =~=~ 
OK Cl 2.JS 5 

GE = 2 X OG = 36.JS = 61,1 cm 
5 

F 

En ll OGF: GF = OG x OF = 18.JS x 9 = 27.JS = 12075 cm 
OC 5 x 6 5 ' 

370. En una circunferencia O (fig. 301), t razamos 0 1 perpendicular al 
diámetro AS y unimos el punto 1 con los extremos e y D de una cuerda CD 
situada en la semicircunferencia opu esta al pun to I. Las rectas l e e I D en
cu entran a AB en H y E. 
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P robar: 
1.0 Q ue ¿ OEl = ¿ D e l 
2.0 Q ue boIHE ,-.; ó ICD y, por tanto: 

l E X I D = lH X l e 

Af---'il.-...:~~-IB 3.0 Q ue el cuadriláte ro H EDC es inscriptible. 

Fi l!_ 301 

Luego: 

• 1.° S e tiene: 

¿ OEI = ¿ leD 

¿ OEI = Al + íili 
2 

¿ l e D = lB + íili 
2 

• 2.0 6. IHE ,-....J Ól e D , por ser equidllgulos: L I comlÍn , L E = L e y 
L D = L H, tendremos, pues, 

~= JI:L de donde lE X ID = IH X le 
l e ID 

• 3.° El cuadrilátero H ED C es inscriptible porque 
sus ángulos opuestos son suplementarios. En ef ecto, 
hemos demostrado que 

¿ e = ¿ E; pem L E + ¿ H ED = 180°; 

por tanto, e + L H ED = 1S()o. 

Aná l?gamente se tendría que 

¿ D + ¿ e HE = 180°, luego ... 

o 

~------~H~~B 

371. En una circunferencia de d iámetro A B = F 
12 cm (fig. 302) se traza la cuerda AC = 6 cm . 

1.0 Calcular la cuerda CB. Fig.302 

2.° Por el punto medio M de CE se t raza 
DMF p erpendicu lar a AB. Calcular la di stancia MH de M a AB, los d os seg
m entos DM y MF Y los q ue la cuerda DF determin a sobre el d iámetro AB. 

• 1 .0 CH = -.,1 AB' - Ae' = -.,112' - 6' = 6 .J3 = 10,4 c m 

• 2.0 Los triángulos semej antes ACB y BH M darán : 

Ae = M H = l de donde MH = MB = ~ = 26 cm 
AB MB 2 2 2 ' 

S ea x = HD = HF, las dos cuerdas CB y DF darán la relacián 

( x + 32.J3) (x - 32.J3 ) = MB' = 27 

de donde 

" = 27 + 6,75 = 33 ,75 Y x = 5,81 cm 
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por tanto, MD ~ x - 3..j3 ~ 5 81 - 2 6 
2 ' , = 3,21 c m 

MF ~ x + 3.,J3 ~ 5 81 + 26 2 ' , = 8,41 cm 

HB ~ MB YÍ 3 ..j3 X .,J3 
2 2 

= 4,5 cm 

AH ~ 12 - 4,5 ~ 7,5 CIn 

372. Dada una circunferencia O (fig. 303), se t razan dos diámetros per
pend iculares AB y CD; se une el punto B con D y se traza la recta AE, siendo E 
ei p un to medio de BD. Calcular AE en función del rad io. 

Tracemos EF perpendicular a OB . 
Los triángulos rectángulos BFE y BOD son se-

mejantes: 

BE 
BO 

EF 
00 

FB 1 
OB 2 

y como OB = OD = r, resulta 

y 

de donde 

OF ~ EF ~~ 
2 

AEi ~ AF' + EF' ~ (l".)' + i:... ~ 10,' 
. 244 

AE ~ r .jlo ~ 158r 
2 ' 

e 

o 
Fig. 303 

373. Dada una circunferencia O (fig. 304) de 10 cm de radio, se le ins
cribe un triángulo rectángulo cuyo cateto CB tiene 8 cm. En B se traza la tan
gente BP que encuentra en P a la perpendicular OH a la cuerda BC. H allar: 

1.0 La longitud de AC. 
2.0 La dis tancia OH de la cuerda BC al centro. 
l.o La longitud de OP. 
4.° La longitud de la tangente BP. 

• 1.0 AC ~ ,J AB' - BC' ~ ...¡r:4c-00c-_----c6-4 ~ 4 51 ~ 18,33 cm 

Fig.304 

• 2.° Se tiene 

AC AB 2 
de donde 

OH ~ 9,165 C In 

• 3.° L os triángulos rectángulos ACB JI OBP son 
semejantes (ángulo agudo igual por correspondientes): 
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Luego OP OB PB 
AB AC CB 

OP ~ 
AB X OB 20 X 10 50 v'21 10,91 y 

4 v'21 
CIll 

AC 21 

PB OB X CB 10 X 8 20 v'21 4,364 cm 
4v'21 

~ 

AC 21 

374. En una circunferencia de 8 cm de radio (fig. 305) se trazan dos diá
metros perpendiculares, AB y HI. Sobre este último se toma OC = 6 cm y 
se traza la secante BCD, que encuentra a la circunferencia en M y a la tangente 
A D en el punto D. Calcular 

o 2.' 
CB. 
CM. 

y su proyección sobre AB. 

3.' 
4.' 

AD. 
AM. 

• 1." CB ~ .JOB' + OC' ~ .J64 + 36 ~ 10 CIll 

A B 

• 2.° De la relación CM X CS = l e x CH, re
sulta 

o N 
CM ~ IC X CH ~ 2 X 14 ~ 28 cm 

CB 10 ' 

• 3.° De los trid1lgu[os semejantes OBe y ABD se 
H dedllce 

Fig. JOj AD ~ AB ~ 2 de donde AD ~ 2 OC ~ 12 cm 
OC OB 

• 4,0 Los triángulos rectángulos AMD y BOe son semejantes ya que tienen 
IlII állgulo agudo igual ( lados respectivamente perpendiculares). 

Luego AM 
OB 

AD 
BC 

y AM ~ 8 X 12 ~ 96 CIll 
10 ' 

Asimismo los triangulas rectángulos A NlVI y BOe S011 semejantes J' dan 

AN AM AN ~ AM X OC ~ 9,6 X 6 ~ 576 cm 
OC BC BC 10 ' 

375. Dada la circunferencia O (fig. 306) cuyo 
diámetro AB tiene 8 cm, en los puntos extremo~ 

de éste se trazan las tangentes a la circunferencia, 
tomando BD = 3 cm, luego se t raza la tange nte 
DMC, la cual tiene por contacto con la c ircun
ferencia el punto M y con la otra tangente AC 
el punto C. Probar: 

l.' Que BD + AC ~ OC. 
2.° Que el triángulo DOC tiene un ángu lo 

recto en O. 
3.° Que DM X MC = R". Hech o esto, se 

calcu larán los va lo res AC, OC, BM, AM Y su 
prolongación MN hasta la tangente BD. 

e 
" 

A o 
Fig. 306 

B 
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• l. o Las tangentes traz adas desde WI mismo pUlIlO SOIl igllales. Jllego 

y 
BD ~ DM. AC ~ MC 

BD + AC ~ DM + MC ~ DC 

161 

• 2.° Los triángulos AOM y MOB SOl/ isósceles; por tanl.O , las media trices OC 
y OD de las bases AM )' MB serón bisectrices de L AOM y ¿ M08; pero estos 
ángulos suman 180°; luego L COD = 90u• 

• 3.° Al ser rec ftingulo el triá1lgulo COD, será 

OM' ~ DM X MC ~ R' 

de donde MC .~ AC ~ ~ ~ R' ~ .!Q ~ 5 33 cm 
DM BD 3 ' 

Los triángulos OAC y OBD SOll semejantes por serlo sus iguales OMC y OMD. 

Luego 

de donde 

OC 
OD 

OA 
BD 

pero OD ~ ..j4' + 3' ~ S 

oc ~ OA x OD ~ ~ ~ 6 ó7 cm 
BD 3 ' 

La raz ón de semejanz a entre los lados de los triánglllos AB:\' y OSO es AB = 2 
OB 

por taJlto, B~ = 2 SD = 6 ¡,;m ; AI'\ = 20D = 10 cm . 

La de los ladc-s de los triángulos BMN y aBO es ~~ = ~ de donde 

BM ~ ~ X OB ~ 4,8 cm MN ~ ~ x BD ~ 3,6 cm 

y AM ~ AN - Mi\" ~ 10 - 3,6 ~ 6,4 c m. 

376. Dada la circunferencia O de rad io R (fig. 
metros perpendiculares AC y EF. Desde D , punto 
medio de OE, como centro y con un radio DA, se 
describe el arco AGM, el cual cortará al diámetro EF 
en M; luego se traza AM. Se pide: 

1.0 Calcular DA , OM , AM. 
2.° H allar M N perpendicular, trazada a O F 

en el punto M. 
3.° Llamando b a L.. AM N Y a a L. ADO , pro

ba' que b ~ L 0 /2. 

• 1.0 DA ~ ..jON + OD' 

~ J R' + ~' ~ J 5~' ~ R f 

307), se trazan los diá-

Fig.307 

R .J5 R R e OM ~ DM - DO ~ DA - DO ~ -2- - 2 ~ 2 h / S - 1) 

6.-G~:O.'II!TI<i~ CLA\'Il, CUMSO W I'IiIIIOU 
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R' ¡; R' ¡; 
AM' ~ QA' + QM' ~ R' + 4" (6 - 2 V 5) ~ "4 (10 - 2 V 5) 

De donde AM ~ ~ J lO - 2 JS 

_ QM' ~ R' - R' (6 - 2 .)5) ~ R' (.)5 - 1) 
4 2 

De donde MN ~ ~ J 2 (.)5 - 1) 

• 3.0 El á"gulo a es un ángulo central y el b es semiinscrito, que abarcan eL 
mismo arco AGM. 

Por consiguiente: 

377. Tomemos una circunferencia A de radio AS = R y otra B de radio 
Be = R/2 (fig. 308) y tra~emos la tangente 
común HF, la cual corta en E a la línea de 
los centros AB; la secante común PMN en
cuentra en 1 a la tangente dicha. Se desea: 

E 

N 

Fig.308 

1.0 Ha llar , en función d e R, el va lor de 
los segm entos BE, H F. 

2.0 Probar que l P = IH2 = IP x IN, 
dando el producto en función de R. 

3.° Se une el punto 1 con e, punto en 
que corta la circun ferencia al radio AB, calcú
lese en función de R los segmentos l e, 1M 
y CM proyección de 1 e sobre AB. 

• 1.0 6.ABD '"'-' .6.BEF ( sus ángulos tienen los lados respectivamente paralelos) . 
Luego: 

!~ !~ pero AD ~ R - ~ ~ ~; luego BE ~ AB ~ R 

Se tiene HF = BD pero BD2 = AB2 _ AD2 R 2 _ R~ = 3R
2 

4 4 

"de donde 

• 2. 0 La sewnte IPK J' las tangentes IH y F I lias dan: 

1F'~ lH' ~ IP x IN 

Pero IH ~ HF ~ BD ~ R .J3 
2 2 4 

de donde ( R r.)' 3R' IP x IN~ -- V3 ~ --
4 16 
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• 3.0 En el trapecio A BF H el segmento TC une los puntos medios de AB y HF 

así que lC ~ AH + BF ~ 3R 
2 4 

Los triángulos rectá,lgulos AH E y CM I son semejantes ya que L. E = L 1 
(lados. perpendicularesr Luego 

AH ~ AE 
CM CI 

o bien CM ~ AH ~ -'L ~ ..!.. 
C I AE 2R 2 

CM ~ --º-- ~ 3R 
2 8 

Análogamente los triángulos CM! y ABD dan 

de donde 1M ~ l X DB ~ l x Be.j3 ~ 3R .j3 
4 4 2 8 

378. Dada una circunferencia O (fig. 309) se traza el diámetro AB y una 
cuerda AC. 

1.° Demostrar que L COB = 2 LCAE. 
2.° Demostrar que para L CAE = 30°, la cuerda Be = R. Calcular AC. 
3.0 En este caso construir una circunferencia que pase por los tres pun-

tos A, O Y C indicando dónde tendrá el centro y hallar el valor del radio en 
función de R. 
• 1.0 L. COE es externo del triángulo isósceles AOC, por tanto: 

L COB ~ LCAB + L ACa ~ ZLCAB 

Tambl:én puede deCirse: 

L. COB (ángulo central) = <;!! } 
LCAB (ángulo inscrito) = C

2
B 

Luego L COB ~ 2 LCAB 

• 2.0 Para L CAB = 30° L COB = 60°, pero 
el triángulo COB es isósceles. 

1800 - 60° Luego L BCo. ~ L CBO ~ 2 60· 

Y el triángulo con es equiángulo )', por tanto, 
equilátero. 

Por tanto: BC ~ OB ~ OC ~ R 

En l:!.A BC ( rectángulo en C) : 

AC' ~ AS' - BC' 

o bien AC ~ ..,¡rc:4 R=::'-----:R::::' ~ v3R' ~ R .j3 

Fi~ . 309 
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• 3.° 

x 

El centro dI' ' /a 

y 

GEOMETRiA PLAt .... A 

circunferencia es el punto D, intersecciólI de las media
trices de AO y OC . 

z 
- N L' 
k-~~tr~~~..",jO ' 

,~ 

.6.AOD = .6.0CD por tener fos tres lados 
iJ?/Iales; pero L AOC = 1201>; osi, pues , 

L AOD ~ ¿ DüC ~ 60" ~ ¿ DAO, 
L 

l' 

M f"'----'t---~O 

A B e 
Fig.310 

.\' los triángulos serán equiláteros. 
Luego el radio hallado AD es el m;smo que 

el de la circlI.'dercncia dada y el Pllllto D estará 
sobre la misma circlwfercncla. 

379. Sobre una recta (fig. 310) tomamos 
tres puntos, A, S, e, t ales que AB = 2, Be = 3, 
y trazamos las perpendiculares AX, BY, ez a la 
recta AC. Sobre AX tomamos una longitud 

fija MN y unimos estos puntos a otro O tomado en ez. A cada posición de O 
corresponde un segm ento rectilíneo IL en BY. ¿Varía la longitud de IL cuando 
el punto O se desplaza sobre eZ? 

Las rectas AX, BY, ez, al ser perpendiculares a wm tercera AC, serán pa
ralelas eutre ,sí; tendremos, por tanto, 

01 OL 0'1' O'L' BC 3 I L j ' L ' 
OM ~ ON ~ O'M ~ O'N ~ AC ~ 5 ~ MN ~ YlN 

¡1¡las eL denominador de las dos últimas ra:::ones es igual; luego los nllmeradores 
también lo serán y se telldrá: IL = I 'L'. 

380. En los extremos A y B (fig. 311) de una viga horizontal de 3 m de 
larga se levantan dos montantes verticales AC = 4 m y SD = 3 r-. Estos mon
tantes están sujetos por un tirante CD y un crucero formado po r los dos brazos 
AD y Be. Calcular, con una aproximac ión de 11100, la longitud de los brazos AD 
y Be, el tirante CO y las d istancias, a los montantes, del punto 1, cruce de los 
dos brazos AO y CE 

AD ~ y"A-B'--, +-B-D-c, ~ .J3' + 3' ~ 3.J2 ~ 4,24 rn 

BC ~ .J AB' + AC' ~ .J9+16 ~ .J25 ~ 5 m 

CD ~ .J AB' + (AC - BD)' ~ ..J9+1 ~ .Jlo ~ 3,16 m 

e 

A~----~---*~B 

F 

Fig.31 1 Fig. Jl2 
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Haciendo F I = x , será l E = 3 - x. 
Pero, " Al C ~ " DlB ya que L lAC ~ ¿ !DB y L ACl ~ ¿ DBI (al-ternos internos) y C IA = '_ BID opuestos por el vértice. 

Lllego: FI AC 
IE ~ BD 

de donde x ~ FI ~ 11 ~ 1 71 ro 7 • 

es decir x 
3 - x 

4 
3 

381. En una circunferencia O de radio R (fig. 312) se trazan dos diámetros perpendiculares AB y CF y se une el punto A con D , punto med io del arco BC . Probar que se tiene:· 
l.' CE X ED ~ AE X EO 
2.' AE X AD ~ 2R' 
3.° Calcu la r en función de R, CE, AD, AE. 

• 1.° Tracemos OD . 6. AEC,....., 6. DEO y a que A CE = M I2 = 45°; 
EOD ~ él) ~ 45' Y ~AEC ~ "- DEO (op. por el vértice) . 

Luego AE = CE y por tanto CE X DE = AE X EO DE EO 

• 2.° Los triángulos rectángulos AOE y ADB son semejantes (ángulo agudo común). Luego 

AE ~ AO 
AB AD 

por tanto AE X AD ~ AB X AO ~ 2R X R ~ 2R' . 

• 3.° Los triángulos semejantes AEC y DEO del 1.0 dan también 

CE ~ AC ~ ~ ~ h Luego ( CE ) _ CE _ fi EO D O R CE + EO - R - h + I 

de donde CE ~ R fi R h (fi - 1) ~ R (2 - h) 
.Ji + 1 (.Ji + 1) (h - 1) 

En 6.A DB ( rectáugulo) : AD2 = AB X AG . 

Rfi Como AB ~ 2R y AG ~ AO + OG ~ R + 2 

R esulta AD' ~ 2R X R (2 + .Ji) ~ R' (2 + .Ji) 
2 

y AD ~ R V2 + ..fi 
En 6.AOE ( rectángulo) : AE2 = A02 + OE2 

Como AO = R 

R (2 + .Ji) 
2 

Y OE ~ OC - EC ~ R - R (2 - .Ji) ~ R (1 - 2 + .j2) ~ R (.Ji - 1) 
resulta AE' ~ R' + R' (.Ji - 1)' ~ R' (4 - 2.Ji) 
Y AE '" R V4 - 2 ..fi 
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382. Por un punto P (fig. 313) tomado en el diámetro d e una circunfe
rencia se traza una cuerda L perpend icular a d icho diámetro y otra c uerda cual

D' quiera AC que corta a la anterior en D. Demostrar 
que cualquiera que sea la posición d e AC, se t ien e: 

L 

Fig.3 13 

AC 

L' 

AB v':l 
2 

AC X AD ~ AB X AP 

En el caso en que L sea tangente en B a la 
circunferencia y L BAC = 30°, calcu lar AC y AD' . 
• 1.0 T racemos la cuerda CE. L os tn:ángulos rec
tángulos APD y ACB son semejotl tes ya que tienen un 
ángulo agudo común, Luego: 

AC 
AP 

AB 
AD 

es decir AC X AD = AB x AP. 

• 2.0 Para L. A = 300 Y L tangente en B se tiene: 

y AD' = 2 · AB fi 
3 

(CEOM. 447 y 448) 

383. D ada una circunferencia O (fig. 314) , de d iámetro AB, sobre éste 
ya una d istancia d del centro, tal que d < R , radio de la ci rcunfe rencia, tomamos 
un p un to I. En este punto t razamos 1M , perpendicular a AB y en M la tangente 
a la ci rcunferencia q ue corta a AB en T . Calcular, en función de d y R: 

1.0 1M . 
2.0 IT, deduciendo OT o ¿Se puede hallar 

OT d irectamente conociendo OM y O l ? 
3.° H allar MT. 
A plicación: d = 4 cm y R = 6 cm 

• 1. ° En el l'riángulo rectángulo O 1M tell- C21h 
dremos: 

A O I B T 

IM~ V~O-M-'---O-I' = v'36 - 16~5o = 2.J5 cm 

• 2.0 En .6. 0MT ( rectángulo) : 1M' = 0 1 X 11' 

ae donde IT ~ 1M ' = 20 = 5 c m 
0 1 4 

por tanto , OT ~ 01 + IT = 4 + 5 ~ 9 c m 

S e hallaría directamente OT por la relación 

OT x 0 1 = OM' 

de donde OT ~ OM' = 36 = 9 c m 
0 1 4 

• 3.0 MT = V OT' - OM' = V 8l - 36 = 3 .J5 c m 

Fi~ . 314 

384. D ado un triángulo equilátero ABC (fig. 315); sobre BC, como diá
m etro, se traza una semicircunferencia externa y en ell a se inscribe el semi-
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exágono BDEC. Demostrar que si se une el vértice A del triángulo con D y E, 
los segmentos AD y AE que cortan al lado Be en F y G, darán: 

BF ~ FG ~ GC. 

Prolonguemos el lado DE del exágono en ambos sentidos hasta que se encuentre 
con las prolongaciones de AB yAC. 

Por construcciÓn.-

¿ ABF ~ ¿ ACG ~ 600 ; ¿ FBD ~ ¿ ECG ~ 1200: 2 ~ 600; 
¿ BDE ~ ¿ CED ~ 1200 

¿ B'BD ~ 1800 - (L ABF + LFBD) ~ 1800 - (600 + 600) ~ 600 
¿ B'DB ~ 1800 - L BDE ~ 180° - 120° ~ 600 
¿ BB'D ~ 180° - (¿ B'BD + L B'DB) ~ 180' - (600 + 60') ~ 60° 

El triángulo BB'D es pues equiángulo y, por tanto, equilátero y 

B'D ~ BD ~ DE 

Análogamente se demuestra que el triángulo CC 'E 
es equildtero y 

Luego 

EC' ~ CE ~ DE. 

B'D ~ DE ~ EC' (1 ) 

Por otra parte L BB'D = L ABF = 600 y 
como son correspondientes, B'C' , y BC son paralelos 
JI determinan en las transversales ABB', AFD, AGE 
Y ACC' segmentos proporcionales y reciprocamente B' 
estas transversales determinan en los segmentos pa
ralelos B'C' y Be otros segmentos proporcionales 
(GEOM. 327). 

De suerte que FG GC 
DE EC' 

A 

D E 

fig.315 

y COmO (1): 

BF 
B'D 

B'D ~ DE ~ EC' resulta BF = FG = GC 

C' 

385. Dada una circunferencia O y un triángulo ABC (fig. 316) con un 
vértice A en la circunferencia y el lado opuesto BC tangente a la misma en el 
punto D y paralelo a la cuerda EF que une los lados AB yAC: 

A 

B D e 
Fig.316 

1.° Demostrar que AD es bisectriz de L BAC. 
2.° Probar que el segmento AD es media propor

cional entre AC y AE, y entre AS y AF. 

• 1,0 Los arcos ED y DF son iguales por estar com
prendidos entre paralelas; por tanto, los ángulos m A 
también son iguales y AD es bisectriz de L HAC. 

• 2.° Uniendo D y E se tienen los dos triángulos 
rectángulos AED y ADC que SQ1Z semejantes por lener 
/ill ángulo agudo igual en A. Luego 

AE 
AD 

AD 
AC 

y AD' ~ AC x AE 
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Traz ando DF, tendremos análogamente .6. AFD -... ~ADB y. por tanto, 

AB 
AD 

AD 
AF 

y AD2 = AB x AF 

IX. Cuadriláteros 

386. Dado un t rapecio isósceles ABCD (fig. 317) circunscrito a una cir
cunferencia O de radio R , se unen los puntos A y D con el centro O de la ci r

Fig.317 

Análogamente se 

cunferencia. 
1.0 Demuéstrese que el LAOD es recto. 
2.0 . H állese el valor de los lados oblicuos y la 

base mayor del trapec io, teniendo en cuenta que 
R == 30 mm y la base menor AB = 24. 
• 1. o L AOD es recto. - Tracemos el diámetro 
perpendicular a las bases, y el radio OH perpendicular 
al lado oblicuo AD. 

L os triá,¡gulos rectángulos AMO y AH O son 
O iguales, por lener los tres lados respectivamente iguales: 

la hipotenusa AO común; OM = OH por radios del 
mismo círculo; AM = AH por tangentes traz adas a un 
mismo circulo desde el punto exterior A. 

demostraría la igualdad de los triángulos rectángulos DH O 
y DNO. 

Las hipotenusas OA y OD SOll bisectrices de los ángulos suplemelltarios LMOH 
y L HON. üego 

L AOD ~ LMON 
2 

• 2.0 Cá lculo de AD. - T enemos que 

180" ~ 90" 
2 

AH ~ AM ~ AB : 2 ~ 12 mm 

En .6 AOD ( rectángulo) : OH\! = AH X HD 

HD ~ OH' ~ .B=--. ~ 30' ~ 75 mm 
AH AH 12 

Lado oblicuo: AD ~ AH + HD ~ 12 + 75 ~ 87 mm 

Base mayor : CD = 2D N = 2DH = 2 X 75 = 150 mm 

387. En un trapecio ABe D (fig. 318) la base menor AB es igual a la al 
tu ra AH; L A = 135° y L B = 1500 • Hállese el perímetro de este t rapecio, 
teniendo prt!sente que AB = a = 20 cm. 

Trazando las perpendiculares AH y BP a la base mayor, el L DAH = 1350 -

- 900 = 450, Y el triángulo AHD seru rectángulo isósceles y, por tal1to, 
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AH ~ DH ~ a A a B 

AD ~ .ja' + a' ~ a .J2 

. ¿ CBP ~ ISO" - 90' ~ 6()O 

Y ¿C ~ 3()O /f~ 
O H P e 

de donde BC ~ 2BP ~ 2a 

y PC ~ .j(2a)' - a' ~ a .j3 
Fig.318 

La base mayor será: 

DC ~ DH + HP + PC ~ a + a + a .j3 ~ a (2 + fiJ 
Perímetro del trapecio : 

AH + BC + CD + DA ~ a + 2a + a (2 + .j3) + a .J2 
~ a (1 + 2 + 2 + .j3 + .J2) 
~ a (5 + .j3 + ví) 
~ 20 X 8,146 ~ 162,92 C IIl 

388. 1 nscribir en una semicircunferencia un rectángulo semejante a otro 
dado cuyas dimensiones sean 111 y n (fig. 319). 

Supongamos el problema resuelto. Sea la semicircunferencia O de diámetro l\lIN 
y el rectángulo ABCD semejante al dado y tal que 

M 

Fi¡:,:.3 19 

Comparando (1 ) y (2) 

tendremos 

AB m 
BC ~ -;; 

OB AR2 m 
BC ~ BC ~ 2n (1 ) 

Trazamos la perpendicular NE hasta que se en
cuentre co" la prolongación del radio OC, por ser 
"OBC ~ · " ONE: 

OB 
BC 

OB ~ ON ~ ~ 
BC NE 2n 

ON 
NE 

(2) 

y multiplicando por 2 20B = 20N = AB = MN = E!... 
BC NE BC NE n 

De donde se infiere que bastará trazar una semicircunfn·encia de M T = m 
por diámetro, trazar en N el segmento perpendicular NE = n )' unir el plinto E 
con el centro O para hallar el vértice C del rectángulo deseado. S e termina trazan
do. eD, paralela a M N, y CB y DA, perpendiculares a M N. 

389. Dado un t rapecio ABCD (fig. 320), rectángulo en A y en D, y en 
el cual se ti ene AB < DC y AB = a; CB = b y AD = 2/¡ , únase el punto 1\1 , 
medio de AD, con B y con C, y hállese el va lor de h en función de a y de b, te
niendo en cuenta que el triángulo BMe es rectán gulo en M. 
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Fig. 320 
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El triángulo rectángulo BMe da: 

BC' ~ BM' + CM' 

Pero en el triál1glllo rectángulo BHC tenemos: 

BC' ~ BH' + CH' 
BC' ~ (211)' + (b ~ a)' 
Be!! = 4112 + b2 + 0

2 
- 2ab 

En el triángulo rectángulo BAM tendremos también.

BM' ~ AB' + AM' 
BM2 = al! ..J... h2 

y en el triángulo rectángulo MDC: 

CM' ~ b' + h' 

Llevando estos valores a la igualdad (1), resulta: 

de donde 
y 

4112 + b2 + 0 2 _ 2ab = 02 + J¡ 2 + b2 + j¡ 2 

211' ~ 2ab 
Jz2 = ah 

(1) 

Por tanto. AM = h debe ser lina media proporcional elll're las dos bases. 

390. D emostrar: 1.° Que las diagonales de un trapecio determinan, 
con las bases del mismo, t riángulos semejantes, y las alturas de éstos son entre 
sí com o las bases. 2.° Que si por el punto d e concurso 1 de las diagonales tra
zamos la paralela MN a las bases se t iene MI = NI (fig. 321). 
• 1.0 Sea el trapecio ABCn en el cual AB < eD )' sus diagonales AC y ED 
se cor tan en el punto 1. .6. AIE "-' .6. DIC POI- tener el ángulo en 1 igual ( opuesto 
por el vértice), L A = L C y LE = L O (alternos illternos); por consiguiente. 
si U-azamos las alturas IF e lE, tendremos: 

IF AB 
lE CD 

• 2.' L ADC ~ LAMI, luego MI ~ AM 
DC AD 

N I BN .6.BDC"-' .6. BI N, lllego --~ ~ --~ 
DC ~ BC 

(1) 

(2) 

Pero las paralelas AB, MN Y D C, determinan 
segmentos proporcionales en las transversales AD y BC _ 

Luego 
AM ~ BN 
AD BC 

Comparando (1 ), (3) y (2) se deduce 

MI AM BN N I 
DC ~ AD · ~ BC ~ DC es decir, 

Luego MI ~ NI 

o 

A F B 
'~ 

1--_" ..;;,:J~-..1.N 

E 

F ig_ 321 

e 

(3) 

M I N I 
DC ~ DC 
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PROB~EMAS SOBRE LAS AREAS 

1. Rectángulo y paralelogramo 

391. CaLcular el área de los rectángulos que tienen por base y altura; 

1.0 27 m y 14 m 3.° 163,24 m y 76,20 m 
2.' 52,7 m y 16,25 m 4.' 243,25 m y 137,68 m 

• 1.0 A = 27 X 14 378 m 2 

• 2.' A ~ 52 ,70 X 16,25 ~ 856,375 m ' 
• 3.° A ~ 163,24 X 76,20 ~ 12438,888 m ' 
• 4. ' A ~ 243,25 X 137,68 ~ 33490,6600 m ' 

392. Calcular el área de los paralelogramos que tienen por base y altura: 

l.' 30,22 m y 25,34 m 3.° 135,20 m y 137,54 m 
2.' 103 ,75 m y 96,85 m 4.' 245,15 m y 190,35 m 

• l .' A ~ 30,22 X 25 ,34 ~ 765,7748 m ' 
• 2.' A ~ 103,75 X 96,85 ~ 10 048,1875 m ' 
• 3.° A ~ 135,20 X 137,54 ~ 18595,4080 m ' 
• 4.° A ~ 245,15 X 190,35 ~ 46 664,3025 m ' 

393. Calcular la base de los rectángulos que tienen de área y de altura: 

l.' 16 423 m ' y 100 m 3.' 16423 m ' y 342,80 m 
2.0 16 423 m~ y 214 m 4,0 16423 m2 y 685,60 ro 

• 1.0 

• 2.° 

• 3.° 

• 4,0 

b ~ 16423 ~ 16423 III 
100 ' 

b ~ 16 423 ~ 76,74 m 
214 

b = 16423 ~ 47,90 m 
342,80 

b ~ 16 423 ~ 23,95 m 
685,6 
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394. ¿Cuál es el área de los rectángulos cuyo perímetro es igual a 396 m 

y cuya base y altura son entre si: 
1.0 CamolaS 3.° Como4a5 
2.° 2 a 3 4.° 5 a 6? 

La suma de las dos dimensiones es 198, que se ha de dividir proporcionalmente 
a los números dados. 

• 1.0 Base y altura 33 y 165 m ; área 33 X 165 ~ 5445 In' 

• 2.° 79,2 y 118,8 m 79,2 X 11 8,2 ~ 9408,96 m ' 

• 3.° 88 y 11 0 m 88 X 11 0 ~ 9680 m ' 

• 4.° 90 y 108 m 90 X 108 ~ 9720 In' 

395 . ¿Cuál es el lado de los cuadrados que tienen de área: 

1.0 81 mZ; 2.° 264,0625 m ' ; 3.0 553, 1904 m '? 

• 1.0 1 ~ v'sI 9 m 

• 2.° 1 ~ .J264,0625 ~ 16,25 m 

• 3.° 1 ~ .J553,1904 ~ 23,52 In 

396. ¿Cuál es el área de los cuadrados que tienen de lado: 

J.o 3S m 3.0 65 m 
2.° 46 m 4 ° 128,15 m? 

• 1.0 A~ 35' 1225 In' 

• 2.° A~ 46' 2116 In' 

• 3.° A~ 65' 4225 In' 

• 4.0 A ~ 128, 15' ~ 16422,4225 In' 

397. ¿Qué lado ha de tener una mesa cuadrada para que su área sea igual 
a la de otra mesa rectangular que tiene 1,95 m de largo por 0 ,94 m d e ancho? 

1 ~ .Jl,95 X 0,94 ~ 1,35 In 

398. E l palacio nacional de Madrid t iene la forma de un cuadrado de 
150 m de lado. ¿Cuál es su área total? 

A ~ 150' ~ 22500 In' 

399. ¿Cuántas tablas de 3,90 m de largo por 32 cm de ancho se necesitan 
para entarimar una sala de 16 m de largo por 7 m de ancho? 

N lÍmero de tablas.-

de 0,928 m ! que queda 

16 x 7 = 89 más litiO para entarimar una superficie 
3,9 X 0,32 
de!pués de empleadas 89 tablas, es decir 

90 tablas 

400. ¿Cuánto costará un zócalo de 20,75 m por 75 cm si se paga a razón 
de 66 pts el metro lineal, y la pintura a 25 pts el m!? 

El zócalo costará.- 66 X 20,75 1369,50 pts 
La pintura 25 X 20,75 X 0,75 ~ 389,06 pts 

Gasto total . . 1758,56 pIS 
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401. La extensión superficial de un cuarto que se quiere empapelar mide 140 m:!; los rollos tienen 14 m por 0 ,50 m y cuestan 45 pts. Calcular el número de rollos y el importe del gasto. 

Número de rollos: 140 : 7 = 20 
Gasto: 4.5 x 20 = 900 pts. 

402. Se han pagado 2065,5 pts por el entarim ado de un cuarto que t iene 5,40 m por 4 ,25 m; ¿cuál es el precio del met ro cuad rado? 

Importe del metro cuadrado: 2065,5 = 90 ptas. 
5,40 x 4,25 

403. S iendo de 8,4 hm la anchura de un terreno rectangular d e 81,9 ha, d ígase cuál será su longitud . 

Longitud : 819000: 840 = 975 ID 

404. ¿Cuál es, en áreas, la ex tens ión superficial de un p rado rectangular de 350 m de largo por 85 ro de ancho? 

A = 350 X 85 = 29750 m :! = 297.50 á r e a s 

405. ¿Cuál es, en hectáreas, la superficie de un terreno rectangular de 750 m de largo por 600 m de ancho? 

A = 750 X 600 = 450000 m' = 45 ha 

406. Cuando se alarga 20 ro una cuerda que da la vuelta a un cuadrado, el c uadrado q ue se p uede rodear tiene 445 m :! más que el primero. ¿Cuál es la longitud p rimera de la cuerda? 
Sea 41 el perímetro del primer cuadrado; el perimetro del wadrado que Üene 445 m 2 más seró: 41 + 20, Y su lado: 

41 + 20 = 1 + 5 
4 

de donde (1 + 5)' = l' + 445 
o sea r- + 10/ + 25 = r- + 445 

/ = 42 m 
Lo ngitud primera de la cuerda : 42 X 4 = 168 m 

407. Si se disminuyen 4 m al lado de un cuadrado, se obtiene otro d e 256 m:! menos q ue el primero. ¿Cuál era su lado? 
L La memos 1 al iodo del primer cuadrado ; el Lado del otro será I - 4. 
Luego f - (1 - 4)' = 256 

1 = 34m 
408. La suma de dos cuadrados es de 3250 m 2

, su diferen cia de 800 m2
• ¿Cuál es el lado de cada uno? 

Llamemos a y b a los lados de los cuadrados y tendremos: 

a' + b' = 3250 
a' - b' = 800 

(1 ) 
(2) 
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Sumando (1) y (2), 2a' ~ 4050 

de donde a = .J 2025 = 45 In 

R estando (2) de (1), 2b' ~ 2450 

de donde b ~ .)1225 ~ 35 m 

409. Cuando la base de un rectángulo se prolonga un tercio y la altura 
la mitad, la relación de estas dos dimensiones es de 4 a 3; el mismo resultado se 
obtiene prolongando de 5 m estas dos dimensiones; ¿cuál será la longitud , la 
altura y "el área de este rectángulo? 

Tenemos 
b + 1-

3 

a + .E.... 
2 

Hí ~ -±-
a + S 3 

Resolviendo el sistema: b = 15 m, a = 10 m , Area = 150 m :! . 

410. ¿Cuál es el lado y cuál el área de un cuadrado, si la diagonal y el 
lado suman 5,8 m? . 

Llamando 1 al lado, la d iagonal será 1 -J2 (GEOM. 443). 

Luego 1 + lh ~ 5,8 1 (1 + h ) ~ 5,8. 

1 - 5,8 _ 5,8 (.)2 - 1) 

- h + 1 - (h + 1) (h - 1) 

Area, 5,8' (h - 1)' ~ 5,772624 m ' . 

5,8 x 0,4142 ~ 2,402 m 
2 - 1 

411. ¿Cuáles son las dimensiones de un campo rectangu lar cuya diagonal 
es de 140 m , sabiendo que vendido a 8000 pts la hectárea, ha producido 7526,4 pts? 

75264 Area del campo: WoQ- = 0,9408 ha. 

Llamemos a y b a las dimemiones y tendremos: 

a' + b' ~ 140' ~ 19 600 
ab ~ 9408 

Añadimos y quitamos . sucesivamente a la igualdad (1) el duplo de (2) : 

D e donde 

a2 + b2 + 2ab 
a'.!. + b2 ~2ab 

(a + b) ~ 196 

ó (a + b)' ~ 38 416 
Ó . (a - b)' ~ 784 
y (a - b) ~ 28 

Con la suma y la diferencia de las dos cantidades tendremos : 

a ~ 196 + 28 ~ 112 m 
2 

b ~ 1 96 - 28 ~ 84m 
2 

(1) 
(2) 
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412 . . Se quiere construir un cuadrado de extensión superficial 3 1/2 veces 
mayor que otro que t iene 7 m de lado. ¿Qué longitud ha de tener el lado? 

Area del cuadrado dado : 
pedido : 

Lado 

49 m2 

49 X 3,5 
.ji7l,5 

171,5 m' 
13,09 ID 

413. L a diagonal de un cuadrado es de 20 m. ¿Cuál es su lado ? 
1 V2 (GEOM. 443). Sea 1 el lado del cuadrado, SIl diagonal será: 

Luego 1V2 =20 

de donde 1 = ~ = 20..j2 = 14 1421 ID 

v'2 2 ' 

414. D ado un cuad rado de lado e y diagonal d (fig. 322), determinar la 
anchura x del rectángulo equivalente que tenga de longitud la diagonal del 
cuadrado. 

Debiendo ser dx = c2 se desprende que x es una tercera proporcional entre 
e y d. Sea ABCD el cuadrado dado; tendremos Que 

AB = e A~_-,x'--TF_~B 

I\~ 
l' AC = d 

Sobre AC tomaremos litiO longitud AE = e, y trazando 
EF, paralela a Be, la porción AF será la tercera propor
cional pedida. 

En 'efecto AC = AB 
AE AF 

esto es, d e 
e x 

de donde: dx = ¿. 

o e 
Fi~. 322 

415 . Para cubrir un tejado rectangular de 29,7 m de largo , se gastaron 
24 552 pizarras de 25 X 19 cm, las cuales pierden al colocarse la 1 f 5 parte de 
su extensión eficaz. ¿Qué anchura tenía el tejado? 

Una pizarra cubre: 

Area del tejado: 0,038 X 

Anchura del tejado: 

25 X 19 X 4 = 380 cm ' 
5 

24 552 = 932,976 m' 

932 ,976 = 3141 m 
29,7 ' 

416. Se cambia un predio cuadrado de 21 6 m de perímetro por otro rec
tangular cuya anchura no es más que los 5/9 del. lado de la finca cu adrada. Cuál 
será la longitud del terreno rectangular: 

a) En el caso en que los dos terrenos tengan igual precio. 
b) Cuando el precio del terreno rectan gular sea los 4/5 del precio del otro. 

• 1 .° Lado del predio cuadrado: 216:4 = 54 m 
Area del mismo: 54 X 54 = 2916 m' 
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Anchura del terreno rectangular.-
54 X 5 

9 
30 m 

Longitud del mismo: 2916 : 30 = 97,2 ID 

2. o Para que los dos terrenos valgan igual, el rectaugular debe medir: 

2916 x 5 ~ 3645 m' 
4 

y Sil longitud: 3645 : 30 ~ 121,5 m 

417. U n terreno 3 veces más largo que ancho está cercado con una valla 
de madera de 1,6 m de alta y está d ividido en tres partes iguales separat:las por 
un vallado idéntico al anterior y di spuesto en sentido d~ la anchura . El área 
total de la va lla es 240 m 2

, ¿Qué dimensiones tiene ese terreno? 
Longitud total del vallado.- 240: 1 ,6 = 1 SO m. 
Sea x La anchura, la longitud será 3x y todo el cerco 8x . 
Agregando las dos vallas internas, hacen un tolaL de 10x 

lOx ~ 150 m ;\" = 15 m 

Las dimensiones son: 15 ro y 45 m . 

418. Un terreno rectang ular, cuya anchura es los 3 /5 de su long irud , 
está rodeado de un sendero rectangular , perten eciente al terreno, de 1 m de 
ancho. ¿Cuál sera el área de este sendero, si el perímetro interior del mismo 
es 136 m y cuál será el área del terreno? 

Sea l fa longitud del rectángulo y a su altura: 

2 (/ - 2) + 2 (a - 2) ~ 136 

--ª- = l 
De donde se obúene: 5 

l + a ~ 721 

a ~ ~ J lo que da { 

I ~ 45 m 

(1 = 27 m 

Area del terreno: 45 X 27 = 1215 m~ . 

El área del sendero será igual a fa dzferencia entre la del rectángulo ex terior 
y la del Út tcriar : 

Area del sendero: 1215 - (45 - 2) (27 - 2) ~ 140 m ' . 

419 . Un 

A 

Fig. 323 

paralelogramo ABen tiene 64 cm de perímetro, el lado menor 
es los 315 del m ayor y los ángulos agudos tienen 45°. 

8 Calcular la altura y el área de dicho paralelogra
mo (fig. 323). 

AB + 3 "'Il _ = 32 cm , 
AB ~ 32 x 5 ~ 20 cm 

8 
AD ~ 32 - 20 ~ 12 cm 
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Altura AH. - Sea AH la altura deL paralelogramo y L O = 45°. 
El triángulo rectángulo isósceles A HD daró: 

AH' + DH' ~ AD' ~ 12' ~ 144 
2AH ' ~ 144 

AH ~J 1~4 ~ 8,484 cm 

Area paralelogramo: A : 20 x 8,484 = 169,68 cm2
• 
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420. Una finca de fo rma rectangular ABCD (fig. 324) t iene una longi
tud AB = CD = 115 m y al construir una carretera que pasa p or ella pierde 
una extensión de 270 m 2

. Si la parte cedida al Estado forma un tr iángulo AED 
cuyo vértice E está a 103 m del punto B sobre el lado AB, ¿cuál será la anchura 
de la finca, su área primitiva y la que tiene después de pasar la carretera? 

Base del L:l AED: 115 - 103 ~ 12 m 

• Altura del mismo: 

AD ~ 270 X 2 ~ 45 lt1 

12 

• A rea primitiva de la Ruca: 

115 X 45 ~ 5175 fil' 

• Area actual: 5175 - 270 = 4905 , 
lt1 . 

A E B 

v 
D e 

Fi~. 324 

Comprobación. - La forma actual de la finca es la de 1111 trapecio que tiene 
por bases: 

eD ~ 115 m 

Area actual: 

EB ~ 103 m Altura: Be = 45 m 

(115 + 103) X 45 ~ 4905 m' 
2 

421. U n paseo de un jardín tiene 3 m de ancho; a lo largo tie ne 12 acacias 
a cada lado, distantes 4 m una de otra y las de los extremos distan de éstos 2,5 m . 
H állese el área que ocupa el paseo, y dígase, dado caso que no hubiese nada 
m ás que 10 acacias en cada lado quedando las de los ex t rem os en el mismo s itio , 
qué dis tancia habría entre una y otra. 

Distancia entre la primera y última acacia: 
Longitud del paseo: 

• 1. ° Area del paseo 

l1 x 4 = 44 m 
44 + (2,5 x 2) ~ 49 m 

49 X 3 ~ 147 fil' 

• 2. a Si no hubiera nada más que 10 acacias entre los dos extremos, distaría 
lIna de otm 44: 9 = 4,9 lTl por exceso. 

422. Se reparte un huerto en cierto número de lotes iguales de 640 m 2 

cada uno; y si se hubiera hecho un lote m enos cada uno sería de 768 m2 • Hallar 
e l área de ese huerto. 
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Sea x el área ; número de lotes en el Le t 
caso : 6~O )' en el 2.°: 7~8 ; como 

dtfieren en 1, se tendrá : 

~ = __ X __ = 1 
640 768 

768x -- 640,. = 1 X 640 X 768 
128x = 640 X 768 

Area = x = 3840 m~ 

423. Un terreno rectangular, cuya anchura es los 2/S de la long itud, tiene 
un área de 75 ,625 áreas. Hallar las dimensiones . 

• 
• 

S ea x La longitud, la anchura será 2x /S y el área: 

1.0 Longitud: 

2.0 Anchura: 

x X 2.'\: = 7562 S m~ 
5 ' 

7562,5 x 5 = 18 90625 
2 ' 

x = V 18 906,2 5 = 137,50 m 

137,50 X 2 = 55 m 
5 

424. Trazado un cuadrado ABen (fig. 325) de 3 cm de lado, se prolonga 
el lado AB una long itud SA' = 6 cm, el lado Be, 

S' 

e ,.('---- --i'--1 

CB' = 6 cm, el lado C D , O C ' = 6 cm y el lado 
DA, AD' = 6 cm. U niendo los puntos obtenidos 
se tiene un cuadril átero A 'B 'C 'D ' , Averiguar si 
es un cuadrado y calcular su área, en función de 
los datos dados. 

El cuadrilátero A /B/C 'D ' se compone del cua
drado ABCD y de cuatro triángulos rectángulos cuyos 
catetos miden 9 cm JI 6 cm . Las hipotenusas son, 
pues, iguales JI 

f-----'=-- ----).A' 

D' 

Fi.'!.325 

A 'B ' = B 'C' = C'D ' = D 'A ' 

La suma de los ángulos agudos e1/ A ' , B /, C' 
y D ' es 900 ),a que los ángulos agudos del triángulo 
rectángulo S01l complementarios. 

A 'H 'e 'D ' es, pues, un cuadrado cuyo lado mide V92 + 62 = ..J1i7 cm. 
Area de A 'B 'C'D ' : A = (.J117)' = 117 c m ' . 

425. Aumentando 1 m la longitud a y la an chura b de un j ardín rectan
gular: 

1 .° ¿Cuánto aumenta el área del mismo ? 
2.0 Si e l área primera era de 600 m 2 y la segunda 659 m '!. , ¿qué perímetro 

ten ía e l primitivo jardín? 



• 1.0 Area primera: 
A rea segullda: 
Aumento: 
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ab 
(a + 1) (b + 1) ~ ab + b + a + 1 
a + h + 1 

• 2.0 Según el enunciado, tenemos: 

Restando se tendrá: 

El perimetro: 

ab + b + a + 1 ~ 6S9 
ab ~ 600 

a + b + l 
a + b 

2 (a + b) 

S9 
58 

116I1l 
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426. H emos comprado, a 25 pts ml! , un terreno rectangular cuya an
chura es los 2/3 de la hmgitud. Entregamos el valor al contado, que asciende 
a 52 245 pts , comprendidos los gastos del registro de la propiedad que suben 
al 7,50 % del precio de compra. ¿Cuáles son las dimensiones de l terreno? 

Precio del terreno: 

Area del mismo: 

Anchura: 

Longitud: 

52245 X 100 
107,5 

48600 ptas. 

48 600 : 25 ~ 1944 m' J 1944
3 

X 2 ~ 36 ro 

36 X 3 ~ 54 m 
2 

427. En un tapiz rectangular , cuya longitud es 1 m más q ue la anchura , 
se pone una tira alrededor que mide 0,10 m de an cha, con 10 cual el área del 
tapiz aumen ta 1,44 m l! . ¿Qué dimensiones tenía el tapiz y cuáles t iene ahora? 
H állese el área que t iene actualment~ (fig. 326). 

Sea xm la anchura; la longitud será (x + 1) m . 
La nueva anchura será (x + 0,2) y la nueva 

longitud (x + 1,2). 
Aumetlto del área: 

(x + 0,2) (x + 1,2) - x(x + 1) ~ 1,44 
x' + 1,4 x + 0,24 - :C - x ~ 1,44 

x = 3 

Anchura primitiva: 3 m y la actual 
Longitud primitiva: 4 ID Y la actual 
Area primitiva: 12 m l! y la actual 

3,20 III 

4,20 m 
13,44 m ' 

'o 
Fig. 326 

428. La anchura de una finca es 1/4 de la longitud. S i se prolongase ésta 
5 m y aquélla 3 m, la finca tendría un aumento de 1 a 85 ca. ¿Qué dimensiones 
t iene dicha finca? 

Sea x la anchura, la longitud será 4x y el área 4x X x = 4X2. 
Después del aumento la anchura será x + 3, la IOllgitud 4x + 5 y el área 

(4x + 5) (x + 3) ~ 4x' + 17x + 15. 
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Aumento: 
Anchura: 
Longitud: 
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4.,· + 17". + 15 - 4.," ~ 185 
x = 10 rn 

4x = 40 rn 

429. U n labrador divide un predio de 37 áreas en dos lotes. El primero 
estimado en 30 pts m Z

, vale 12000 pts más que el segundo, el cual está tasado 
en 25 pts m 2

• H allar el valor y la extensión de cada lote. 
S ea x áreas la extensióll del l.u lote; la del 2.° será (37 - x) áreas. 
E/ precio del 1.° es 3000x y el del 2.0, 2500 (37 - x). 

Luego: 3000". - 2500 (37 - x) ~ 12 000 
3000x + 2500". ~ 12 000 + 92 500 

5500". ~ 104 500 
". ~ 19 

El pritner lote mide 19 a y el segundo 37 - 19 = 18 a. 

430. Un pabellón cuadrado de 12 m de lado está rodeado de una galería 
cubierta de igual anchura por todas partes, y cuya área es de 145 me. Calcular 
la anchura que tiene. 

El pabellón y la galería fonnan !al cuadrado ClIya área es 

144 m 2 + 145 m ! = 289 m 2 

El lado será: .J289 ~ 17m 

Anchura d e la galería: 17 - 12 ~ 2,50 III 
2 

431. D os parcelas de terreno tenían igual área hasta que su amo vendió 
140 áreas de la primera y 45 áreas de la segunda. y entonces el área de la pri
mera quedó reducida a la mitad de la segunda. ¿Qué área tenían antes de la 
venta esas parcelas? 

Sea x el área primitiva; después de la venta queda reducida la primera a 
x - 140 y la segunda a x - 45; por tanto, 

x - 45 ~ (". - 140) x 2 
x - 45 ~ 2x - 280 
x - 2x = 45 - 280 

x = 235 á reas 

432. ¿Cómo habrá que disponer 36 cuadrados de 15 cm de lado para 
formar p r imero un tapiz cuadrado y después otro rectangular? En ambos casos, 
¿cuál será el área cubierta, el perímetro del tapiz y la longitud del cosido para 
unir los cuadrados? 

De cualquier modo que se los disponga para form ar el tapiz, el área será siem
pre la misma, esto es: 

A ~ 15' X 36 ~ 8100 cm' ~ 0,81 m ' 

Dibújese el esquema en cada caso. 
• 1.0 Tapiz cuadrado fonnado por 6 hileras de 6 cuadrados: 

Perímetro: 15 x 6 x 4 = 360 cm 
úmgitud cosida.- (15 X 6 X 5) X 2 = 900 cm 

3,6 rn 
9 In 
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• 2.°' Rectángulo formado por los 36 cuadrados en fila: 

Perímetro : 
Longit~d cosida: 

[1 5 + (15 x 36)] x 2 11 10 cm = 11,1 111 
0,15 X 35 = 5,25111 

• 3.° R ectángulo fo rmado por 2 hileras de 18 cuadrados: 

P erimetro : 
L ongitud cosida : 

[(15 X 2) + (15 X 18)] X 2 = 6 m 
(15 X 18) + (15 X 2 X 17) 7,8 111 

• 4 .0 R ectángulo formado por 3 hileras de 12 cuadrados: 

Perimetra: 
Longitud cosida: 

[(15 X 3) + (15 X 12)] X 2 = 4,5 111 
(15 x 12 x 2) + (15 x 3 X 11) = 8,55111 

• 5.0 Rectángulo formado por 4 hileras de 9 cuadrados: 

Perímetro: [(4 X 15) + (15 X 9)] X 2 = 3,9 111 
Longitud cosida: (15 X 9 X 3) + (15 X 4 X 8) = 8,85111 

433. Para embaldosa r una cocina de 3,2 m de largo por 2,8 m de ancho 
empleamos ba ldosas exagonales de 8,1 cm de lado. ¿Cuánto costarán las bal 
dosas empleadas a razón de 550 pts el ciento , suponiendo que se desechan 1/ 32 
de las ba ldosas compradas? 

Area de la cocilla: 

A rea de fuza baldosa: 

Número de baldosas: 

Habrá que comprar: 

Que costarán: 

3,2 X 2,8 = 8,96 m 

3 X 8,1' .j3 = 17045 cm' 
2 ' 

89 600 : 170,45 = 526 por exceso 

526 x 32 = 543 • 
31 

5,5 X 543 = 2986,S ptas, 

434. Dado un cuadrado ABC D (fig. 327), sobre cada lado y fue ra del 
cuadrado se construye un t r iángulo isósceles cuya altura sea la m itad del lado. 

1.0 D emost rar que se obtiene un cuadrado cuya á rea es el dob le de la 
del cuadrado primitivo. 

2.° Suponiendo que el área d el ,nuevo eua- G 
drado es 369,92 cm2 hallar el lado del cuadrado pri 
mi t ivo. 

Sea x el lado del cuadrado, su área seTá X2 . 

El área de los 4 triángulos será: 

..:!.... x 2:. X 4 = .\.,2 

2 2 

T enemos: 2,' = 369,92 cm' 

de donde .\.2. = 184,96 em2 

y x = .J184,96 = 13,6 cm 

H 

E 

Fig. 327 

F 
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435. Dadas la diagonal AC = 82 cm y la anchura BC = 18 an de un 
rectángulo ABCD, calcular el perímetro y el área del mismo. 

AC forma con los lados del rectángulo el triángulo rectángulo ABC, en él : 

AB = -J AC' - BC' = -J82' - 18' = 80 cm 
Perímetro del rectá1lgulo : (80 + 18) X 2 = 1,96 ID. 

Area del mismo: 80 X 18 1440 cm2 

436. cuadrado ABCD tiene 72,25 cm 2 de área. 1.0 Demostrar que el 
O e cuadrilátero (fig. 330) EFGH obtenido uniendo los 
!---~~-----; puntos medios de los lados del cuadrado es otro cua-

A E B 

Fig.328 

Area del cuad. 

Perímetro 

drado. 2. 0 Calcular su área y su p erímetro. 
Los triángulos rectángulos HAE, FCG, EBF, GDH 

son isósceles e iguales. Luego 

EF = FG = GH = HE 
HEF = EFG = FGH = G HE = 180' - (45' + 45')= 90' 

Por tanto , el cuadrilátero EFGH es un cuadrado. 

EF = -JEB' + FB' = )~ + ~ = p:' = ; v'2 

(-"- .Ji)' = a' = ~ = 36 125 CIl1' 
2 2 2 ' 

; v'2 X 4 = 20 .Ji = 2 -Jn ,25 X v'2 = 24,04 cm 

437. Se cerca un terreno rectangular de 21.87 m2 de área y cuya anchura 
es la 1/3 de la longitud con un vallado que cuesta 36 pts metro'- ¿A ' cuánto as
ciende el gasto? 

Si x es la a1lchura, 3x será la longitud. 

El área será: 

de donde 

La longitud: 

Perímetro: 

Valor de la cerca: 

3x X x = 3X2 = 2181 

x = ) 2 ~87 = 27 m 

3x = 27 X 3 = 81 m 

(81 + 27) X 2 = 216 m 

36 X 216 = 7776 pIS. 

438. Aumentando el lado de un cuadrado S m, el área crece 225 m2 • H allar 
el lado de ese cuadrado. 

Sea x el lado. El aumento de área es: 

o sea 

de donde 

(x + 5)' - X' = 225 

;\"2 + 10x + 25 - X 2 = 225 

x = 20m 

439. Calcular el área de un cuadrado, siendo 4,8 m la suma o la diferencia 
c;:Ie la diagonal y ~l lado del mismo. 
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S ea x el lado; la diago.nal será , ..j2 
• 1.0 .Y + .\"..j2 ~ 4 ,8 • 2.° ., . ..j2 - .\" ~ 4,8 

x (..j2 + 1) ~ 4 ,8 x(..j2 - 1) ~ 4 ,8 

x ~ 4,8 ~ 1,988 m 
..;2 + 

x ~ ..J,8 ~ 11 ,588 m 
2 - 1 

Area: ,'%..2 = 1,9882 = 3,954 m 2 Area: X2 = 11 ,5882 = 134,29 m 2 

440. Se p lan ta de viña un campo cuad rado de 50 m de lado , d isponiendo 
las cepas a 1 m de la linde y a 0 ,80 m de distan cia unas de ot ras. ¿Cuánto costará 
la plan tación a razón de 600 pts el ciento de cepas? 

La hilera del borde tiene 50 m - 2 m = 48 m . 

48 
Se podrán plantar en ella: --a,s + 1 = 61 cepas 

Siendo el terreno cuadrado habrá : 61 X 61 = 3 721 cepas 
L a plantación costará: 6 X 3721 = 22326 pts. 

441. Ca lcular los lados y el área de un rectángulo cuya diagonal t iene 48 m 
S I la re lac ión entre la anchura y la longitud es de 1 a 3. 

S ea d la diagonal y x la anchura , la longitud será 3x; por tanto , 

X2 ....L 9X2 = á- = 482 = 2304 

Anchura: x ~ ) 2 ~~ ~ 15,1789 m 

Longitud: 
Area: 

3.< ~ 45,5367 m 
x X 3x = 31..2 = 230,4 x 3 = 691,20 m 2 

442. En un paralelogramo ABCD (fig. 329), la base AB = 18 m y la 
altu ra h = 12 m. Uniendo un vértice con el p un to medio de los lados opuestos 
queda divid ido en t res partes. Calcular el área 
de cada una. e 

La diagonal DB divide al paralelogramo en 
dos triángulos equivalentes, y las medianas DE y 
OF div iden a éstos a su vez en otros dos equiva
lentes ; tendremos, por tanto: 

Area del ABCO: 18 x 12 ~ 216 m' 

ATea de D FC = área ADE: 

A rea de O EBF: 

~~ 54m' 
2 x 2 

21 6 ~ 108 m ' 
2 

A E 8 

Fig. 329 

443. H allar las dimensiones de un rectángulo cu ya área es de 28 m 2
, sa

biendo que se d iferencian en 3 m. 
S ea x la anchura, la longitud será x + 3, ~v el área x X (x + 3) = 28 

de donde 
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y x = 
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- 3 ± ,,)9 + 4 x 28 
2 

- 3 10 11 ~ 4 
2 

lomando sólo la raíz positiva ya que se trata de una longitud. 
Los lados serán: 4 In Y 7 m. 

444. La base de un rectángu lo tiene 52 m más que la altura. Calcular 
ambas dimensiones, sab iendo que el área es de 16485 m 2

• 

Sea x /0 altura, fa base será x + 52 y el área x(x + 52) = 16485 de donde 

.\."1 _ 52.\' - 16 485 = O 

y ~ - 26 ± -..126' + 16 485 ~ - 26 + 131 ~ 105 
Altura, 105 m; base, 157 m. 

445. Cambiamos una finca de forma cuadrada de 160 m de perímetro 
por otra de forma rectangular y de igual perímetro, pero cuya área no es más 
que los 15/16 de la otra. Hállense las dimensiones de esta última finca. 

E/ lado del cuadrado será.- 160 : 4 = 40 m 
El área del mismo.- 40 X 40 = 1600 m 2 

:\1 la del rectángulo: 1600 X 15 
16 

1500 m' 

o 

Las dimensiones a y b deben satisfacer a las condiciones : 

Dimensiones .-

e 

Fig. 330 

a ~ b ~ 80 y ab ~ 1500 
y' - SOy + 1500 ~ O 

x ~ 40 ± -..140' - 1500 ~ 40 ± 10 
a = SOlllj b = 30m. 

446. Hallar en la d iagonal AC del cuadrado ABCD 
(figura 330) de lado a un punto P tal que, uniéndole 
con los vé rtices A. B, D quede dividido el cuadrado 
en 3 par tes equivalentes. 

El .ó. APB es doble del 6 BPC. - ColIsiderando el 
,,'htice B, ambos tienen la misma altura, lllego la base AP 
del primero es doble ce la pe 'del segundo. Por tanto: 

AP ~ 2· Ae ~ 2a .Ji 
3 3 

447. En un rectángulo ABCO (fig. 33 1) la base 
AB = 2S cm y Be = 15 cm. Se lleva sobre AB, 
AM = 10 cm y por el punto M se t rau,n las paralelas 

MN, MP a las diagona les, y as imismo desde N y P las NR y PR. Calcular el 
perímetro y el área del paralelogramo inscrito MKRP. 

• 1.0 DB ~ Ae ~ -..1 AB' + Be' ~ -..125' + 15' ~ .J8sO ~ 29,155 cm 

PM AM l O 
DB ~ AB ~ 25 

Por ser .6.AMP -... L). ABD: 

Por ser l'lBMN -- 6 BAC: 
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Sumando y teniendo en cuenta que AC = DH: D R 

PM + MN _ 10 , 15 
DH AC - 25 T 25 

PM + MN ~ 25 ~ 1 pl(o----:?t' 

Luego: 
Perímetro: 

DH 25 

PM + MN ~ DH ~ 29, 155 cm A 
2(PM + !\IN) ~ 29,155 X 2 ~ 

~ 58,31 cm 

M 

Fig.33 1 
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e 

B 

• 2.° Area (MNRP) = área rectáng. ABCD - área triállg. AMP, MBN, 
NCR, RDP. 

Los triángulos sel1wJantes AMP y ABD dan: 

AP ~ AM 
AD AH 

AP ~ NC ~ AD x AM 
AH 

15 X 10 
25 

AdemtÍs: DR = MB = AS - AM = 25 - 10 = 15 cm 

DP = BN = Be - NC = 15 - 6 = 9 c m 

6cm 

á"ea MAP = área NCR = 
AM X AP 10 X 6 = 30 cm~ 

2 2 

área MBN = área RDP DR X D P ~~ = 67,5 cm2 

2 2 

Area (M NRP) ~ 25 X 15 - (30 X 2) - (67,5 X 2) ~ 180 CIn' , 

448. Calcular el área de un rectángu lo cuya base es triple de la altura, 
sabiendo que si aumentamos cada dimensión en a metros, el área aumen ta en 
p metros cuadrados. 

AplicaciólI: para a = 5, y P = 385. 

Sea x la altura, la base será 3x; "por tanto, tendremos: 

(h + a) (x + a) ~ 3x' + P 

de donde 

y la base 

Area: 

Aplicación: 

h _ 0 2 
x =~ 

4a 

3x ~ 3(p - a' ) 
4a 

A ~ 3x' ~ P - a' X 3 (p - a') 
40 40 

3 (p - a')' 
16a' 

A ~ 3 (385 - 25)' ~ 972 In' 
16 X 25 
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11. Triángulo 

449. Calcular el área de los triángulos que tienen respectivamente de 
base y altura: 

1.0 24 m y 12 m 
2,0 85,50 m l' 64,34 m 

• 1.0 A 12 X 24 144 In' 
2 

• 2,0 A ~ 85,50 X 64,34 ~ 2750535 In' 
2 ' 

450. Hallar el área de un triángulo de 24 m de base y cuya altura es los 
5/4 de la misma. 

24 X 24 X 5 
A ~ __ -0--,4 __ ~ 360 In' 

2 
451. Calcular la base de los triángulos que tienen respectivamente de 

área y altura: 

1.0 8704 m' y 64m 4,0 8704 m' l' 136 m 
2,0 8704 m' l' 68 m 5.° 8704 m~ y 544 m 
3,0 8704 m' y lOO m 

El área de 1lI1 triángulo se e.\.presa por la fórmula: 

A = ha de donde b = 2A =~. Luego 
2 a an 

• 1.0 b ~ 272 In • 4.° b ~ 128 In 

• 2,0 b ~ 256 In • S,o b ~ 32 In 

• 3,0 b ~ 174,08 In 

452. ¿Cuál es la base y cuál la altura de un triángu lo de 162 m 2 de área , 

si las dimensiones pedidas son iguales? 

Area de este triángulo : b b b' X - ~ - ~ 162 
2 2 

de donde b ~ .J162 X 2 ~ 18 In 

453 . Un triángulo tiene 2880 m2 de área. ¿Cuáles son sus dimensiones, 
si están en la relación de 2/S? 

Des;gnondo las dimensiones por 2x y Sx, tendremos.-

Area: 

de donde 

Las dimensiones serán 

y 

5x X 2x 
2 

2880 

" ~ J 28
S
80 ~ 24 

24 X 2 ~ 48 In 

24 x S ~ 120 In 
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454. Hallar la base y la altura de un triángulo de 975 ,375 ro! d e área, 
siendo la altura el tercio de la base. 

Designando la base por x, Jo altura será x/3 . 

Area: . " X x ~ 975 375 
6 ' 

x ~ .) 5852,25 ~ 76,5 

La base tiene 76,50 m y la altura 25,5 m. 

455. Hallar la base y la altUra de un triángu lo que tiene 864 m~ de área, 
SI la base es los 3/4 de la altura. 

LlamO/ldo x a lo altura, la base será: 3x/4. 

Area: x X 3x = 864 
8 

de donde x ~ .)2304 ~ 48 

La al tura lime 48 ro y la base 36 m. 

456. U n qu iosco cuadrado de 3 m de lado t iene un tejado p iramidal con 
aleros de 60 cm . Calcular el área de ese tejado , teniendo en cuen ta que cada 
triángulo ti ene 2,50 m d e altura. 

Base de los triángulos iguales que forman el tejado: 
3 + (0,60 X 2) ~ 4,20 m 

Area del tejado: A ~ 4,20 X 2,50 x 4 ~ 21 m ' 
2 

457. Calcular el área de los triángulos cuyos lados tienen respectiva-
mente: , 

1.0 135 m , 85 m y 75 m 
2.0 330 m, 210,50 m y 410,5 m 
3.0 23 ,5 m, 3I ,50 m y 17,4m 

r-;------:--;-----:-:--:---
Aplicamos la jómlUla T ~ .)p(p - a) (P - b) (P - e) (GEOM. 572): 

• 1. 0 T ~ .)147,5 x 12,5 x 62,5 x 72,5 ~ 2890,40 m' 

• 2.0 T ~ .)475,5 x 145,5 x 265 x 65,5 ~ 34653,76 m' 

• 3.0 T ~ .) 36,2 x 12,7 x 4,7 x 18,8 ~ 201,55 m' 

458. Dado un triángulo isósceles ABC, cuyos lados iguales AB = AC 
tienen cada uno 13 cm y el otro lado BC = 10 cm, hallar el área y altura de 
dicho tri ángulo. 

Sea el triángulo isósceles ABe. T razando la altura AH, tendremos en eL t rián
gulo rectángulo AHB: 

• 1.0 Altu,": AH ~ .)AB' - BH' ~ .)13' - 5' ~ 12 cm 

• 2. ° Area del triánguLo: A ~ 10 x 12 ~ 60cm' 
2 
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459. Un triángulo equilátero ti ene igual perímetro que un cuadrado de 
2304 cm!! de área. ¿Qué diferencia hay cntre el área de los dos: 

Lado del cuadrado: I I = .J2304 = 48 cm 

Perimetro del madrado o del triángulo.- 48 X 4 = 192 cm 

Lado del triángulo equilátero: 1.~ 48 x 4 ~ 64cm 
. 3 

Area del triángulo: A _ f .J3 _ 64' X 1,732 
.1 - 4 - 4 

El área del cuadrado excede a la del triángulo en 

2304 - 1773,568 ~ 530,432 cm' 

1773,568 cm' 

460. Hallar el área de un triángulo rect<ingu lo isósceles cuya hipotenusa 
tiene 15 m. 

Dicho triáng1llo es la mitad del área de un cuadrado que tiene una diagonal 
de 15 m. 

A"a del cuadrado, A, ~ ( :}¡)' ~ lt m' 

Area del triangulo: A . ~ ~ ~ 5625 m ' 
- 2 x 2 ' 

461. L os lados de un tri ángulo t ienen, respectivamente, 5, 7 Y 10 cm. 
H allar el área de ese triángulo y sus tres alturas. 

Para hallar el área se aplica la fórmula (GEOi\'I. 572): 

T ~ .)p (p - a) (p - b) (p - e) 

T ~ .)11 (11 - 10) (11 - 5)(11 - 7) ~ 2.)66 ~ 16,248 cm' 

Cálculo de las alturas.-

AH 16,245 x2 ~ 32496 cm 
10 ' 

AH" ~ 16,248 x 2 ~ 6,4992 cm 
5 

AH' 16,248 x 2 
7 

4,642 cm 

Se ad'i: ierte que las alturas están en relación inversa COIl los lados. Al lado 
a = 10 cm le corresponde 1I1l0 altura que es la mitad que la del lado b. 

462. D ado el lado 0,25 m de un cuad rado, hallar el lado de un triángulo 
equi látero de igual área. 

A rea del cuadrado: 

Area del triá llg. equil: 

0,25' 

f.J3 
4 

} 
f.j3 ~ 025' 

4 ' 
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0,25 ' '< 4 

-J3 
~ O O" X 2 j .j3 ~ O 5 J 1,732 ~ 038 rn 

. _ :l 3 • 3 • 

463. Calcular el área de un t ri ángu lo equilátero cuyo lado t iene 10m. 

A ~ a' .j3 ~ 100 -J3 ~ 4330 rn' [GEOM. 568] 
4 4 • 

464. U n triángu lo rectángulo isósceles tiene 120 m 
de perímetro. Calcular su á rea. b 

T enemos: 
a 

{
2b + a ~ 120 

2b' ~ a' - a ~ b~ 
2b + b~ ~ 120 b 

es decir Fíg. 332 

b (2 + .J2j ~ 120 

b ~ 120 120 (2 ~ .J2j ~ 120 (2 ~ .J2j ~ 60 (2 ~ .J2j 
2 + -Ji (2 + V2)(2 ~ VZ) 4 ~ 2 

ATea del triángulo.- A = b'!. = 60'!.(2 - -/2)2 = 617 76 m 2 
22' 

465. El cateto menor de un t riángulo rectángu lo tiene 11 m y la h ipotenusa 
tiene 1 m más que el atTo cateto . Calcular estos dos últimos lados y el área del 
triángulo. 

Sean los ca tetos 11 y b , la hipotenusa será b + l . 

Te1ldremos: 

Area : 

(b + 1)' ~ b' + 11 ' 
b' + 2b -L 1 ~ b' + 121 

b ~ 120 ~ 60 rn 
2 

y b + 1 ~ 61 rn 

A ~ 60 X 11 ~ 330 rn' 
2 

466. El área de un triángu lo rectángulo es 294 m 2 y la altura correspon 
diente a la hipotenusa 8,4 m. Calcular los tres lados. 

La hipotel/usa tendrá.- 294 : 4,2 = 70 m. 
Para hallar los catetos, sabemos que: 

b' -'- c' ~ a' ~ 4900 (1) 
2be ~ 4 A ~ 294 X 4 ~ 11 76 (2) 

Sumando ( 1) Y (2) y restando. (2) 

b' + c' -i- ibe ~ 6076 
(b " e)' ~ 6076 
b + e ~ 77,95 (3) 

Sumando)' restando (3) y (4) da : 

de (1) tenemos: 

b' + c' ~ 2be ~ 3724 
(b ~ e)' ~ 3724 
b ~ e ~ 6 1,02 (4) 

b ~ 77,95 + 61,02 ~ 69485 rn' ~ 77,95 ~ 61,02 ~ 8465 2 ,c - 2 - , m 
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467. U n triáng ulo tiene un área de 42 m\ un ángulo de 6()o y uno de los 
lados de este ángulo 14 m . Calcular los otros dos lados (fig. 333). 

B Sea e = 14 m; e H = 42 x 2 = 6 m. 
14 

Para L A = 600 ; e H = b f (eH = altura trián-

Rlllo equilátero de lado b). 

Luego: b ..j3 ~ 6 
2 

b ~~ ~ 12 ..j3 ~ 4..j3 ~ 6928m 
y!3 3 ' A 

FiJ'! .333 AH ~ -"- ~ 2 ..j3 ~ 3,464 m 
. 2 

HB ~ 14 - 3,464 ~ 10,536 m 

a ~ ..,;r:C-c-H=' - +---=Bc-H=, ~ "';36 -'- 10,536' ~ "';'1-47-,00--'---72'-'9-6 ~ 12,12 m 

468. Dado el triángulo ABe, se toma sobre Be un segmento SO = BC /-J. 
y se traza AD, luego sobre AD se toma DO = AD/4 Y se t razan OB y O C. 
Calcular el área de los tres triángulos parciales AOB; BOe, COA, sabiendo 
que el total ABe mide 60 m 2 (fig. 334). 

Tracemos las alturas AH, OK y BL. A 

6 DKO - 6 DHA, po, 'an'o 
AH D A 4 

Los triángulos BOe .\1 BAe tienen igual base, BC. 
Luego 

área BOe = OK = 1.... 
á rea BAe AH 4 

Area BOC = ~ área BAe = i. X 60 = 15 m 2 Fig. 334 
4 4 

Los triángulos ODB y OBe úenen igual altura, OK. Luego 

área ODB 
área OBe 

D B 1 
Be 4 

Area ODB = 1/4 área OBe = 1/4 X 15 m 2 = 3,75 m 2
. 

L os triángulos AOB y ODB tl:etllm igual altura , BL. L uego 

á"a AOB _ OA _ DA - D O _ (1 - 1/4) DA ~ 3 
á"a ODB - O D - DO - 1/4 DA 

Area AOB = 3 Area ODB = 3,75 X 3 = 11,25 m 2 

Area COA = área BAe - área AOB - área BOe = 60 - 11 ,25 - 1 S = 
= 33,75 m 2 
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469. Hallar en el plano de un triángulo un 
los tres vértices, quede dividido el triángulo en 
otros t res equivalentes. 

punto tal, q ue uniéndolo con 

Tracemos las medianas AD, BE J' CF. Sa 
bemos que concurren en un punto G (baricentro) 
situado a los 2/3 de cada ww de ellas a partir del 
vértice. 

Tracemos (fig. 335) el segmento BH perpendicu
lar a la prolongación de AD y la altura AK. 

Los triángulos AGB y ADB tienen la misma 
altura, BH. Luego 

área AGB = AG = 2 
área ADB AD 3 

Area AGB = ~ área ADB (1) 

H 

Fig. 335 

Los triángulos ADB Y ACB tienen igual altura, AK. Luego 

área ADB = BD = l 
BC 2 

Area ADB = ~ área ACB 

Según (1): 'área AGB = ; x + área ACB = + área ACB 

Anólogamellle demostraríamos que 

Area AGC =.+ área ACB y área BGC = + área ACB 

A 

Por comiguümte, el pUlIlO buscado es el punto G, barice ntro del triángulo. 

470. Sea el triángulo ABC y O el punto de intersección de las rr,edian as; 
prolongando la mediana AD una parte DE = AD /3 calcular el área del triángulo 
OBE (fig. 336). 

A 

Fig. 336 

6 BDE = t::. ODC (ángulo igual entre lados iguales) 
Luego D. BOE es equivalente a t::.BOC 

pero 
luego 

área n BOC = 1/3 área nABC (n.o 469) 
área n BOE = 1/3 área n ABC 

471. Un triángu lo tiene por base b = 20 m, y por 
altura h = 15 ffi. Calcular la longitud de la paralela a 
la base que d ivide dicho triángulo en dos partes equi
va lentes. 

El área del triángulo pardal AM N (fig. 336) debe 
ser la mitad de la del triángulo dado ABC; pero las áreas 
de dos figu ras semejantes S01l proporcionales al cuadrado 
de los lados homólogas (GEOM. 550). 

Luego 
b" 
b' 2 

b' 1 .Ji 
-¡ = Vi = -2-
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de donde b ' ~ b v'2 ~ 20 v'2 ~ 14142 m 
2 2 ' 

472. D ado un cuadrado ABCD (fig. 337) de 24 cm de lado, se prolon
ga AB una longitud BE = 6 cm, y desde E se t raza el segmento EF, e: cual 
divide al cuadrado en dos cuadriláteros iguales. Calcular el área de cada uno 
y el área tota l de la figura ob tenida. 

S ea IVI el punto en que el segmento EF corta al 

o 
F 

e 
lado BC; el segmento MF divide al cuadrado en dos 
t¡'apecios iguales que úellen igual alt.ura, AB o CD; 
también deben ser de iglla/es bases. POI" tan fa, 

A 

M 

B E 

D F ~ BM AF ~ C:\I 

Sea B1\II = x, seró CM 24 \ 
Por ser .6.EIVIB ........, .6EAF !e//{lrl' II/IJ.'· 

EB BM 
EA ~ AF' 

o bien 

¡:ig.337 de donde 30x ~ 144 - 6x 
36x ~ 144 

Area de cada trapecio: 

Area del triángulo EBM: 

x = 4 

4 + 20 x 24 ~ -288 c m ' 
2 

~= 12cm2 

2· 

Area de la figura total (288 X 2) + 12 = 5SS cmz 

473. D os triángulos isósceles ABC, CDE (fig. 338) tienen las bases 
AC = 6 m, CE = 8 m sobre una misma línea recta 
y el punto C de estas dos bases es común. Los D 
lados AB ~ BC ~ 10 m ; C D ~ DE ~ 15 m. Calcu 
lar el perímetro y el 'área del cuadrilátero ABDE. 

El cuadrilátero' ABDE queda descompuesto por 
las alturas de los triánguLos dados en el trapecio 
rectal/gula BHLD y Los triángulos rectángulos ABH 
y DLE. 

En t.AHB: 

BH ~ V AB' - A H' ~ V IO' - 3' ~ 9,54 m 

En t. ELD: 
DL ~ V-=D-=E'--'--- E-L-' ~ V IS' - 4' ~ 14,45 m 

El segmento BF paraLeLo a AE, determina el · 
triángulo rectánglllo BFD, que da 

A H e L 

Fig. 338 

BD ~ ,!BF' + FD' ~ V =HLCO-, -c+-(:::D=-=L- _ --,B::cH
cc)::-' ~ V7' + 4,91' ~ 8,55 m 

Perímetro ABDE: 2p ~ 10 + 8,55 + 15 + 14 = 47,55 m. 

E 



TRIÁl-"¡GULO 193 

Area ABDE: A = BH + D L x L H + AH· BH + LE· DL 
2 2 2 

A = 9,54 + 14,45 x 7 + 3 X 9,54 + 4 X 14,45 = 127175 In' 
2 2 2 I 

474. Los dos triángu los equiláteros ABC y CDE (fig. 339) tienen las 
bases a y b sobre una misma recta ACEO y un vértice común C. Se traza BD 
y se prolonga hasta que enéú.entre a AE en O. Calcular, en función de a y b: 

1.0 El área del triángulo' BCD . 
2.0 El área de DEO. 
3.0 El área de ABO. 
4.0 El área de BCO. 

• 1. ° En el triángulo BCD tracemos la altura DH 

L BCD = 1800 - (¿ ACB + ¿ ECD) = 1800 - (600 + 600 ) = 600 

El triángulo rectángulo CHD es la mitad 
de un triángulo equilátero de lado CD. L uego 

D H = CDP b-/3 
2 2 

Area BCD = BC X DH = ab .Ji 
2 4 

• 2.0 Area del triánguh DEO = EO ~ DG 

B 

/~ 
e G E 

Fig.339 

o 

Como L OED = 1200 Y L OeB = 120°, ED Y CB son paralelos. L uego 

EO DE EO = ~ 
CO = BC o bien b + EO a 

EO b es decir EO = b 

(b + EO) - EO (a - b) b (a - b) 

Luego EO = b' Y como D G = ED-/3 bvr 
(a - b) 2 2 

Ar ea DEO = 1- X 
b' X b-/3 = b" -/3 

2 (a - b) 2 4 (a - b) 

• 3.0 Area del triángulo ABO = AO X BI 
2 

AO = AC + CE + EO = a + b + If 
, (a - b) 

(a + b) (a - b )+ b' = _ a_' _ 
a - b a - b 

y como BI = a -/3 
2 

Ar ea ABO = ~ X 
2· 

_,,-a'__ X ~ = ---;-,a;-' --,-/3,-,3,;-:-
(a - b) 2 4 (a - b) 

. ' 4.0 Area del triángulo BCO ==- CO X El 
2 

7.-<l~:O~fErniA CLA\ll::. CURSO SUPEllIOR 
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CO = CE + EO = b + b' 
(a - b) 

b (a - b) b' ah 
(o _ oh) a - b 

Are a BeO = l X ab 
2 (a - b) 

X a .,f3 = a' b .,f3 
2 4 (a - bl 

475. Un t r iángulo ABe (fig. 340) cuya base AC queda divid ida por la 
. altura B I = 4 m en dos segmentos de 6 m y 8 m está inscrito en una circun 

ferencia. Se prolonga SI hasta que corte a la circunferencia en D. Calcu lar 
el rad io OC de la misma, la prolongación ID, las distancias de: las cuerdas AC 
y BD al centro 0, los lados y el área del cuadrilátero inscrito ABCD. 

• l.' ID X lB = lA X lC; ID = lA X l C 
lB 

=~ = 12m 
4 

• 2. o Cuando dos cuerdas secantes son rectangulares, la suma de los cuadrados 
de los cuatro segmentos es constm /te (GEOM. 376, 2.°): 

4' + 12' + 6' I 8' = 4R' 

R = .J65 = 8,06 m 

• 3.0 OF = .JOC' - FC' = j R' _ ( ,;C )' o 

= .J65 - 49 = 4 m 

j (BD )' • 4.0 OG = .JO O' GD' = R' - - 2- . 

Fig. J40 = .J65 - 64 = 1 m 

• 5.° Area d e ABen AC x BD = 16 X 7 - 112 m' 
2 

• 6,0 AB = -vAP:¡: lB' = .J36 '¡ 16 = 7,21 m 

476, 

BC = ..JiB' + IC' = .J16 + 64 = .JSO = 4.J5 ~ 8,944 m 

en = .JIC' + ID' = .J64 + 144 = .J208 = 14,42 m 

AD = .J Al' + ID' = ,136 + 144 = .Ji8O = 6.J5 = 13,416 m 

Una tinca de forma t riangular ABe (fig. 341) tiene por lados: 

AB = 30 m, BC = 37 m y AC = 55 m 

1.° Si se t raza la altura BH queda dividida en dos pin celas. Calcubr el 
área de cada una. 

2.° ¿A qué d istancia de A hab rá que tomar un punto K para q ue el seg
mento SK divida a la finca en otros dos tri ángulos cuya d iferencia sea 120 m~? 

1.0 Area d e los triángulos AHH y eBH. - Como AS es el lado menor 
del triángulo, el angulo opuesto e es agudo y tenemos: 

AB' - Be ' + AC' - 2AC " CH 
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CH ~ BC' + AC' - AB' 
2AC 

C H ~ 37' + 55' - 30' ~ 31,76 m 
. 2 X 55 

AH ~ 55 - 31,76 ~ 23,24 m 

B 

A H K La altura común: BH = ..)302 
- 23,242 = 18,70 m 

Area ABH ~ 18,70 x '23 ,24 ~ 217294 m ' 
2 ' 

Fig. 341 

Are a BCH ~ 18,70 X 31,76 ~ 296956 ro' 
· 2 ' 

2. o Posición del punto K. - El área total de la f inca será : 

217,294 + 296,95ó ~ 514,25 m ' 

UII triángulo (ABK) tcnt!rá : 514,25 + 120 ~ 317 125 m' 
2 ' 

eL airo (BCK ) tendrá: 
514,2 5 - 120 

2 
197,125 m1 

195 

e 

Como los dos triángulos tienen igual altura, sus áreas SO l1 proporú onales a 
las bases; luego 

317,125 AK es decir 2537 ~ AK 
197, 125 CK 1577 55 - - AK 

de donde AK ~ 2537 X 55 
~ 39,92 m 

411 4 

477. D ado un triángulo ABe (fig. 342), tal que AS = 12 .j3 cm y. 
Be = 20 cm ; el ángulo B = 60°, calcular el área del mism o. ¿A qué d istan cia 
del vér tice A habrá que t razar la recta MN paralela al lado Be para que el trián
gulo AMN sea 1/3 del t rapecio MNBC? Hállese también el valor de MN. 
• 1.0 Trazondo la altura AH ei triángulo rectángulo AH B, eri el que L B = 60°, 
da: 

AH ~ 

A rea ABe: 

12.j3 X .j3 
2 

A ~20 x 18 
2 

180 c m ' 

18 cm 

• 2 .0 S ea I eL plinto donde la paralela M N corta a la altura AH; la distancia 
del vértice A o la paralela :M N será A l. 

Siendo el triángulo AMN. 1/3 del trapecio. será 1/4 del triángulo total ABe, 
y como los dos son semejantes, /0 razón de SIIS áreas será 1/4 )' la de sus lados 1101116 -

lagos: 
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A por tanto Al ~ AH ~ !l ~ 9 cm 
2 2 

N • 3.° MN ~ DC ~ 20 ~ 10 cm 
2 2 

e 
Fig. 342 

478. Calcular el {¡rea de un triángulo cuya 
mediana A'M' tiene 12 cm, teniendo en cuenta 
que es semejante a otro triángulo rectángulo cuyos 
catetos t ienen. respectivamente AB = 20 cm, AC = 
= 8 cm. 

La mediana de un tn"ángulo rectángulo correspondtente a la hipotenusa es igual 
a la mitad de ésta;" en el triángulo semejante tendremos: 

Hipotenusa: 

1\11 ediana .-

Area: 

Be ~ .)20' +- 8' ~ .J464 
.J464 2 ~ .JIi6 
20 x 8 ~ 80 cm' 

2 
Las áreas de lns jt:guras semejantes son proporciollales a los cuadrados de <; /15 

líneas homólogas.- por tanto: 

~ _ (_1_2_)' _ 144 
80 - .J1i6 - 116 

de donde A ~ RO X 144 z 99 31 cm' 116 . 
479. Dada una semicircunferencia O (fig. 

en el centro trazamos el radiO OA perpendicular 
y trazamos la c uerda AS = c. Sobre OC (O

rnarnos un segmento OM = a y trazamos la 
perpendicular MP hasta encontrar en P o la 
semicircunferencia y: por fin, se une P con e 
y B. Calcular, en función de a y e, el área del 
triángulo BPC. 

Aplicación numérica: 

R = 6 cm, a = 4 cm y 

f ,a cuerda A B pos eL lado del cuadrado ins
crito; por tanto 

y 

343), de diámetro BC = 

A 

Fig. H3 

2R, 

Los dos segmentos que la af.tura 
sobre la hipotenusa BC son: 

PM del triángulo rectángulo BPe detl'Y11/illfl 

BM ~ R + a ~ c"¡:¡ + a 
2 

y MC ~ R _ a ~ c.J2 
2 

Esta altura PM es media proporcional entre BM y Me. /Ul'f.!o: 

PM - J( c.J2 + ) ( c.J2 ) Pfc' --:; - --- a ---- a = - - a 
2 2 4 

-- a 
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Area BPC ~ J... x Be x PM ~ J... x 2 x ~ x PM ~ 
2 2 2 

~-----

~4 x J2~ _ a'~ J2c'~4a' x 2e = 
4 

J ,c~' -,(c"-'--,-=--2,,,ac.' )L c / . • - - - = - V C M - 2a· 
4 2 

Aplicación numérica: 

J4C l 
- 8a'lc'! 

4 x 4 

. Area·BPC ~ 6.j2 ..J (6 Vz)' - 32 ~ 26,832 cm' 
2 . 

197 

480. En ·un triáng ulo ABe (fig, 344) cuyos lados AB = 13 cm, AC = 15 cm 
y BC = 14 cm, tomamos un punto O en la región interior y lo unim os con 
cada vértice, Calcular la distancia que hay desde dicho punto a los vértices, 
sabiendo que las tres distancias son iguales. 

AL ser OA = OB = OC, eL punto O será el centro de la circunferencia cir M 

eunscrita al triángulo; por tanto, OA=OB = OC = R. 
Según GEOM. 569 

A = abc de donde 
r 4R 

A , ~ .J21 (2 1 13) (21 

R = abe 
4!L 

14) (21 - 15) 

A, ~ -/21 x 8 x 7 x 6 ~ 84 cm' 

13 x 15 x 14 
4 X 84 

8,125 c m 

A 

e 
Fig.344 

481. Calcular el valor dc los catetos de un triángulo rectángulo cuando 
la hipotenusa tiene 30 cm y el radio de la ci rcunferencia inscrita r = 6 cm, 

Sean b y c los dos catetos que se buscan. En todo triángulo rectángulo (n .o 157), 
la suma de los catetos es igual a la hip.otenusa más el diámetro de la circunferencia 
inscrita, 

b + e = a + 2r 
b + c ~ 30 -'- 12 ~ 42 

Por otro lado se tiene: b'l + ¿ = 0
2 = 900 

l!,'levando al cuadrado la (1) tenemos: b2 + e'! + 2bc = 1764 
Restando la (2) de la (3) resulta: 2bc = 864 

bc ~ 432 

(1) 
(2) 
(3) 

Conociendo la suma de dos números, b + c = 42, Y SIl producto, bc = 432 , 
tendremos utilizando las propiedades de las raíces: 

.\"2 _ 42."\" + 432 = O 
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de donde x ~ 21 ± V21' - 432 ~ 21 ± 3 
x ' = b = 24 cm 

x " = e = 18 cm 

482. En los extremos de un rectángulo 

e 

M~--1H Pl-~~N 

ABCD (fig. 345) se añaden dos 
triángulos isósceles cuyas bases 
son AD y Be, iguales a la 
anchura del rectángu lo y las 
alturas MH y NP iguales a la 
mitad de dicha anchura. Si la 
figura completa tiene 128 cm2 

y la diagonal mayor M N = 20 
centímetros, ¿cuáles serán las 
dimensiones de dicho rectán
gulo? A 

Fig. 345 

Area de los triángulos: 

Telldremos, pues 

B 
Sea x la anchura del rec

tángulo, la longitud será 20 - x, 
y el área (20 - x) x = 20x-x!!. 

\ .2 
20x - .\~ 4- ~ ~ 128 

2 

o bien .r - 4ü.'f + 256 = O 

• 
• 
• 

x ~ 20 ::,:: V20' - 256 - 20 = 12 

Como debe ser x < 20, sólo es aceptable eL valor x' = S. 

Dimensiones.- 8 cm y 20 - 8 = 12 cm. 

111. Rombo y trapecio 

483. Calcular el área de los rombos cuyas diagonales tienen: 

1.0 36 m y 
2,0 49,25 'm y 

24 m 
27,S m 

3.' 
4.° 

El área del rombo es igual al semiproducto 

1.0 A ~ 
36 X 24 

2 
432 m ' 

2.° A ~ 
49,25 x 27,S 677,1875 m ' 

2 

3.° A ~ 
65,15 x 32,2 

2 
1048,915 m ' 

65,15 m 

92,85 ':' 
l' 
Y 

32,2 m 
76,9 m 

de las diagonales.-
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• 4 ° A ~ 92,85 x 76,9 ~ 3750,0825 m' . 2 

484. ¿Cuál es el área de los rombos en los cuales la suma de las diagonales 
es igual a 535,5 m , si estas d iagonales son entre sí: 

1.0 Como 415 3.0 Como 6111 
2.° Como 217 4. Como 10111? 

Para hallar las diagonales hay que dividir sucesivamente 535,5 m en proporción 
a los números 4 y 5, 2 y 7, 6 Y 11 , 10 y 11. Lo cllal da: 

J.o 238 )' 297,5 3. 189 )' 346,5 
2. ' 119 )' 416,5 4.' 255 )' 280,5 

Areas: • J.o 238 X 297,5 
~ 35 402,50 m ' 

2 

• 2.° 119 X 416,5 
= 24781,75 m 2 

2 

• 3.° 189 X 346,5 
~ 32 744,25 m ' 

2 

• 4.° 255 X 280,5 
~ 35763,75 m ' 

2 

485. Calcu lar el área de los rombos que tienen de lado y altura, respec
tivamente: 

l · 12 m )' 7m 3.° 49,24 m y 32 ,15 m 
2.0 20 m y 15 m 4.° 59,70 m )' 41,15 m 

(GEOM. 496) • 1.0 A ~ 12 X 7 84 m ' 
• 2· A ~ 20 y 15 300 m ' 
• J.' A ~ 49,24 x 32,15 ~ 1543,066 m ' 
• 4, 0 A ~ 59,7 X 41,15 = 2456,655 m ' 

486. Calcular el área de los trapecios cuya altura y bases respectivas tienen: 

1,0 Altura 16 m bases 24 m y 36 m 
2,0 20,15 m 34,25 m y 62,4 m 
3,0 36,2 m 75,7 m y 85,8 m 
4,0 35,5 m 106,5 111 r 134,45 m 

(GEOM. 501 ) . 1. A ~ e4 ~ 3Ú) X 16 480 m ' 

• 2,0 A = ( 34,25 .; 62,4 ) X 20,15 ~ 974,65 m ' 

• 3,0 A = C5,7 ~ 85,8) X 36,2 ~ 2923,15 m ' 

• 4 ,0 'A = (JII6 ,5 ~ 134,45) X 35,S ~ 4276,86 m ' 
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4M7. Calcular las bases y la altura de un trapecio de 100 m 2
, sabiendo 

que la altura es igual a 1/5 de la suma de las bases y que la base m enor es la 
mi tad de la m ayor. 

Llamando x a la base menor, la mayor será 2x, y la altura 3x /5. 

Luego 3x x 3x = 100 
2 S 

9x' ~ 1000 

x ~ V lOOO ~ 10 S4 m 
3 ' 

Las bases (ienen 10,54 In ) ' 21,08 m 
La a ltura tiene 6,324 m 

488. El área de un trapecio es de 700 ro2
; los lados paralelos ti enen 30 y 

40 m. ¿Qué d istancia hay entre ellos? 

T enemos a X 

de donde 

30 + 40 
2 

700 m' 

a ~ 700 ~ 20m 
35 

489. ¿Cuál es la longitud de la base menor de un trapecio de 200 m2 si 
la base mayor tiene 18 m y la alrura 12? 

Designando por x la base menor, tendremos : 

e" ~ 18) 12 ~ 200 

de donde: x = 1.5,33 ro 

490. El área de un trapecio es de 900 m~; las dos bases y la altura son entre 
sí como 2, 3, 4. Calcular las bases. 

A 

B(--- -1''--- 40 

e 
F ig.346 

Sean 2x y 3x las bases y 4x la altura . 

Area ( 2.< + 3x ) 4 x - 900 2 . -

o seq. 10x2 = 900 

·x ~ .JgO = 9,487 m 

Las bases tienen 18,974 m y 28,461 m. 

491. El área de un rombo es igual a 60 m :! . ¿Cuál 
es su perímetro si la diagonal menor es igual al lado? 

El r01nbo dado (fig. 346) consta de dos triángulos 
equiláteros iguales. Luego (GEOM. 542): 

de donde 

DB' ¡;; A ~ 2 X --V3 ~ 60 
4 

BD' ~ 120 h 40.j3 
3 
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BD ~ ..)40.Ji = 8,323 m 

El pe rímetro tendrá.- 8,323 X 4 = 33,292 m. 

492. Calcu lar el área de cada una de las figuras siguientes: 

Fig. 347: A ~ 

A ~ 

B 

64 X 38,5 + 
2 

38,5 + 28 
2 

A·~---'E~"T.'m~~~C 

D 

Fig.347 

64 X 28 
2 

(GEOM. 504) 

X 64 ~ 2128 m ' 

Fig, 348 

Fig. 348 : Triángulo AEF ~ 216 X 84 
~ 9072 m' 

2 

ADE ~ 216 X 122 
~ 13 176 m' 

2 

ADC ~ 318 X 151 
~ 24009 ro' 

2 

AGB ~ 318 X 31 
~ 4929 m' 

2 
Area total: 51186 m ' 

G 
E 

E 
B 

" ,0 
A 

A ,, / , 
" 'o 

/' 30 
D 

e 
Fig. 349 Fig. 350 
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Fig.349 

Fig. 350 
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Triángulo AH = 
33 ,X ~2 528 m' 

2 

Trapecio HG = 

GF 

FE 

BC 

DE 

CD 

AB 

32 + 64 
2 

64 + 27 
2 

27 + 70 
2 

25 + 61 
2 

Area total 

70 X 8 
2 

280 m~ 

45 )( 6 1 1 372,50 m' 
2 

35 X 25 437,50 m ' 
2 

x (83 + 2) o + 080 m' 

x (13 -1 6) ~ 864,50 m' 

x 31 ~. 1 503,50 m' 

x (83 + 13) ~ 4 128 

~ 13194 

m' 

Triállgl~/o ADE = V 19 x 8 x 5 x 6 = 67 ,52 m~ 
ABC ~ V 23 X 3 X 13· X 7 ~ 79,24 m ' 

DAC ~ -)32 x 2 X 12 " 18 ~ 117 ,58 m' 

Area total 

493. En un trapecio isósceles ABCO (fig. 35 1) la base menor .~I3 es igual 
a los lados oblicuos BC y AD; la base mayor excede a la menor en 30 m y e l 
perímetro tiene 130 m . Si trazamos la diagonal AC, el trapec io quedn diyidido 

en dos triángulos. Hállese el área de cada 

~ 
uno. 

Sea x 111 la medida de la base menor )' 
de los lados oblicuos. La base may or mide 
x + 30 , Y el per/metro del trapecio es : 

x + x + x + x - 3D = 130 
x = 25 

O H e La base mayor CD ,será : 

25 + 30 ~ 55 m 

pero 

Fig. 351 

Cálculo de la altura AH. - EI triángulo rectángulo AHD nos dará: 

AH ~ V AD' - HD' 

HD ~ 55 - 25 ~ 15 
2 

Luego AH ~ V25' - 15' ~ 20 m 
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Are a ABC ~ 
25 x 

2 
20 = 250 m 2 

AreaADC = SS x 
2 

20 ~ 550 m ' 

494. En un cuadro (fig. 352) rectangu lar de 9,60 m de largo por 2,80 m 
de ancho se reserva para p lantación un rombo cuyos vértices coinciden con los 
p untos medios de los lados del rectángulo. En los lados del rombo se p lantan 
azucenas a 0,50 m unas de otras. 

1. o ¿Cuántos pies harán falta? 
2.° ¿Cuántos se necesitarían si únicamente se pusiesen en las d iagonales 

del rombo y separadas 0,40 m unas de otras? 
• 1.° Sean ABen el cuadro, y EFGH el rombo. El lado HE del mimlO forma 
con las mitades de los lados del rectángulo un triángulo rectángulo HAE, en el cllol: 

H E ~ -J AE' + AH' ~ -J4,8' + 1,4' ~ S m 

Perímetro del Tombo: S X 4 = 20 m 

Número de azucenas: 20: 0,5 = 40 pies. B A 

• 2.° Número de plantas en la diagonal mayor: 

~ + 1 = 25 pies 
0,4 

Fi'E:----t---~ H 

cay endo el 13 en el cruce de las diagoilales. 
Número de plantbs en la diagonal menor: 

...b.ª- + 1 = 8 pies 
0,4 

Total de azuce nas: 25 + 8 ~ 33 pies 

e D 

F ig. 352 

495. Dado un t rapecio isósceles (fig. 353) en el cual la base mayor 
AB = 20 cm, la m en0.r De igua l a uno de los lados oblicuos y las diagonales 
igual a la base m ayo r, caicúlese el perímetro y c::l área de ese trapecio. 
• 1.° Como el trapecio es isósceles, será inscfl:ptible en lOla circunferencia , por 

lo que el producto de las diagonales es igual a la suma 
O de los productos de los lados opuestos (GEOM. 385); luego: 

AC X BD ~ (AB x CD) + (A D X BC) 

Se sabe: AB ~ AC ~ BD ~ 20 

Sea AD 7' CD ~ BC ~ x 

tendremos 20 ·" 20 ~ 20x + _,.' 
A H B _,' + 20.\' - 400 ~ O (1) 

10 ± -J1O' + 400 ~ - 10 ± 22,36 
Fi,¡;:.353 

de donde 

' x = 

Otro Itlodo. - La ewación (1) puede obtenerse así: AV = x se opone a UI1 

áT/gulo agudo, por tan to: 
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AD.' ~ DB' + AB' - 2· AB X AH 

.,' ~ 20' + 20' - 2 X 20 X 20 - x 
2 

x' + 20x - 400 ~ 0 

DH ~ -J12,36' - 3,82' ~ .,¡ccI:C38=-,lcc7=7::-2 ~ 11 ,75 cm 

Mea del trapecio: 20 + 12,36 X 11 75 ~ 190 115 cm' 
2 ' , 

496. Sobre los catetos a y b de un triángu lo rectángulo A Be (fig. 354) 
construimos d os triángulos rectángulos isósce les ADB y BEe tomando AB y Be 
por hipotenusas . . ¿De qué naturaleza será el polígono que resu lte, y cuál será 
su área en función de los catetos a y b? 

En el punto B tenemos formados dos ángulos de 45° y otro de 900; por tanto , 
los lados DB y BE estarán en línea recta. Las rectas CE y AD, por ser ambas per
pendiculares a DE, serán paralelas entre sí y el cuadrilátero AD EC será un trapecio. 

El área de éste se compone del área deL triángulo ABe y del área de los trián 
gulos rectángulos isósceles ADB y BEC. 

E· 

Fig. 354 

Area ABe = ab 
2 

Como en un triángulo rectángulo isósceles, la al. 
tura relativa a la hipotenusa es igual a la mitad de 
ésta, telldremos: 

Area ADB ~ .!!... X .!!... ~ "'--
2 2 4 

a a a2 

Area BEC = - X - = -
2 2 4 

ab b"!. a c! 
Area ADEC ~ - + - + - ~ 

2 4 4 
2ab + b' + a' 

4 
D e 

~ .!. (a + b) ' 
4 ;1 \ 

497. Un .trapecio isósceles (fig. 355). t iene 12 m A.'---!H;------~B 
de altura y 84,84 ro de perímetro. Si la diferencia de 
las bases es de 16 m, ¿cuál será el área de dicho tra
pecio? 

Fig. 355 

La altura DH forma con La base mayor AB y e/lado no paralelo AD /In Inán
gulo rectángulo, cuyos catetos SOl1 12 ro y 8 ro. 

Suma de las bases: 

Base mayor: 

AD ~ -JAH' + DH' 

AD + Be ~ -J12' + 8' x 2 ~ 28 ,84 m 
84,84 - 28,84 ~ 56 

56 + 16 ~ 36 
2 

m 

m 
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56' - 16 ~ 20 m 
2 

Area del trapecio ABCD ~ 36; 20 X 12 ~ 336 rn.' 
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498. Un triángulo ABC tiene 52,7 m de base y 28,4 m de altura. A 17 m 
del vértice B se traza una paralela DE a la base. Calcúlar el área del trapecio 
que resulta. 

Altura del trapecio: 2ts,4 - 17 = 11 ,4 m. 
La paralela DE a la base AC da: 

DE 
AC 

h 
H 

DE 
52,7 

17 
28,4 

de donde DE ~ 52 ,7 'x 17 ~ 31 55 m 
28,4 ' 

Area del trapecio ADEC = 52.7 ~ 31,55 X 11,4 = 480,225 m ; 

499. Los catetos de un triángulo rectángulo tíenen 144 m y 108 m respec- 
tivamente. ¿A qué distancia del vértice A habrá que trazar una paralela a la 
hipotenusa para que el trapecio que forma tenga 972 m 2 de área? 

La hipotenusa tendrá.-

Area de ABC: 

Altura de ABC: 
Area del triángulo parcial : 

V 144' + 108' ~ 180 

144 X 108 ~ 7776 
2 

m 

m' 

7776: 90 ~ 86,4 m 

7776 - 972 ~ 6804 m' 

Las áreas son entre sí como los cuadrados de los lados homólogos, asi pues. 

6804 ~~ 
7776 86,4" 

r--- -

de donde h = 6804 X 86,4' ~ V653 1 84 _ 8022 rn. 
7776 " 

500. En un triángulo ACB (fig, 356), el LA~450, 
AB = 54 cm, AC = 36 cm. Sobre AB se toma AD = 30 cm 
y se traza la paralela DE a AC. Calcular el área del 
trapec io DECA. 

~ ABC ~ ~ DBE, por lanlo: 

de donde 

DE BD. DE ~ 24 
AC ~ AB' 36 54 

DE ~ 36 X 24 
54 

16 cm 
A 

B 

';f---jE 

Fig.356 
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Siendo: 

la altura DF ~ AF ~ AD v'2 ~ 15 v'2 
2 

Area DECA ~ 36 i 16 x 15 v'2 ~ 551,538 cm' 

501. Dado un trapecio ABen (fig. 357) en el cual la base menor 
AB = 12 cm, la base mayor D e = 18 cm y la altura AH = 10 cm, calcular 
la longitud del segmento MN paralelo a las bases de modo que lo divida en 
dos partes iguales, y ha llar a qué d istancia se h alla de la base AB. 

Sea MN =x, Al ~ y, H I ~ l O - y 

A"a ABCD ~ 12 + 18 X 10 ~ ISOcm' 
2 

La paralela MN div ide al trapecio en otros dos Al y A:;J equivalentes; halle-

A B 

A, 
x 

Az 

Fig. 357 

mos el área de cada !aIO: . 

o sea 

o sea 

Al = 12 + x X y = 75 
2 

12y + _')' ~ ISO (1) 

A 18 + " (10 ) 7" z = --2- X ,- y = .) 

1 80 + IOx - 18y - xy ~ 1 50 (2) 

sumando, (1) JI (2) da: 

10x - 6y ~ 120 

o sea Sx - 3y ~ 60 (3) 

de donde y~ 
Sx - 60 

3 
(4) 

Sustituyendo valores en (1 ) viene: 

12 (Sx - 60) + (Sx - 60) x 150 
3 3 

60" - 720 + Sx' - 60x ~ 450 

x' ~ 234 

MN ~ x ~ .J2:l4 ~ 15,297 cm 

Sustituyendo en (4): 

Al ~ Y ~ 5 X 15 ,297 - 60 ~ 5495 c m 
3 ' 

502. El área de un trapecio equivale a la de un rombo cuyas diagona les 
miden 15 cm y 24 em; si la altu'ra es igual a la diagonal menor , ¿cuáles s~rán 
sus bases, sabiendo que difieren de 12 cm? 



de donde: 
JI como 
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Area del rombo: ~~- d d 
2 (B + 6) X - ~ D X -

D X d } 

. B 6 2 2 
Area del trapeCIo: - i- x d 

B + 6 ~ D ~ 24 
B - 6 ~ 12 

B ~ 24 + 12 ~ 18 CID.; 
2 

b ~ 24 - 12 ~ 6cm 
2 
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503. H allar el área de un trapecio rectángulo cuyas bas~s tienen 348 m 
y 186 m respectivam ente y uno de sus ángulos tiene 300 • 

Sea d = 162 m la diferencia de las bases JI h la altura del trapecio , el ánguLo 
de 300 'l/OS dará: 

d ~ h 0 de donde- h ~ dV3 ~ 162 0 ~ 54 0 
3 3 

Area trapecio: 348 + 186 X 54 0 ~ 24971 976 m ' 
2 ' 

504. Un t rapecio isósceles tiene un ángulo de 4 50, la base menor de 85 m 
y una á rea de 2750 ro2

. Calcular su perímetro. 
Seoll b JI b ' los bases y h la altura del trapecio. Siendo los ángulos en la base -b 

de 45°, será b = b' + 2h, y la fórmula 

A ~ 6 + b' X h dará (6' + h) X h ~ 2750 
2 

de donde h' + 851. - 27 50 ~ O 

y h = 

Así pues, 

Perímetro: 

- 85 ± -/85' + 4 X 2750 ~ - 85 + 135 
2 2 

~ 25 m 

6 ~ 85 + 50 ~ 135 m 

85 + 135 + 70,71 ~ 290,7l-m 

505. Las bases de un trapecio tienen , respectivamente, 80 m y 29 m y 
los otros dos lados 37 m y 20 m. Calcular el área de dicho trapecio (fig. 358). 

Tracemos el segmento C I paralelo a DE. 
El problema se redllce a calcular la altllra de 1m triángulo conocidos los tres 

lados. (Probl. 294 y 461.) 

Base: A l ~ 6 - 6' ~ 80 - 29 ~ 51 m ; p ~ 51 + 37 + 20 ~ 54 m 
2 

Area t. AC I: A' '= -/54 (54 - 51) (54 - 37) (54 - 20) ~ 306 m' 

Altura: 

Area trapecio: 

h ~ 2 X A ' ~ 
Al 

A ~ 80 + 29 
2 

2 X 306 ~ 12 m 
51 

X 12 ~ 654 m ' 
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b' O O e 

I ~ 
B A H h,¡ B 

FiJ'!. 358 Fig. j)'J 

506. H allar las dimensiones de un trapecio rectángulo (fig. 359) .que tiene 
610m2 de área, teniendo en cuenta que consta de un cuadrado y un triángulo 
rectángu lo cuya hipotenusa mide 29 m y la base mide 1 ro m ás que la a ltura. 

Se tiene 
de donde 

Base menor 

h' + (h + 1)' ~ 29' 
h' + h - 420 ~ O 

~ h ~ - 1 ± .¡r1- +----,-4 -x- 4C":2""0 ~ 20 m 
. 2 

Base mayor = h + 1 + h = 2h + 1 = 41 m 
Así pues: b =-41m b'= 20m h = 20m 

507. Hallar las dimensiones de un trapecio isósceles cuya área es de 66 m 2 

teniendo presente que la base mayor tiene 8 ro más que la base menor y que 
los lados oblicuos tienen cada uno 10 m. · 

De los datos se deduce: h ~ .JIO' - 4' ~ 9,165 m 

b' + b' + 8 X 9 165 ~ 66 JI el área 

de donde 

. 2 ' 

b' = 3,21 m por COI/siguiente 

b = 11 ,21 1Il, 

U 

~~iJ::. 360 

J¡ ' ~ JBC' 
Area ABen 

b ' = 3,21 m y h ~ 9,165 rn 

508. Un terreno tiene la fo rma de trapecIO 
isósceles (fig. 360) cuyas bases t ienen, respectiva
mente , 100 m y 40 m, los ot ros lados igua les 
tienen cada uno 50 m . Calcular: 

1. o El área del terreno, dand(, el resultado 
en áreas. 

2. 0 El ;rea del terreno triangular que se 
formaría al al. nentar al trapecio el triángulo pa r
cial formado p '.Ir la prolongación de los lados no 
paralelos. 
• 1. o Tra , 1MS el segmetl~o ce paralelo a DA: 

100 + 40 < 40 = 2~OO m! = 28 áreas 
2 
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• 2.° l> AOB - l> GCB,/lIego h 
h' 

AB 
GB 

de dOllde h ~ l OO x 40 ~ 200 
60 3· 

" 40 
l OO 
60 

Area ABO = 1O~ ~ ;00 ~ 3333 ,33 ... m' ~ 33,33 ... á reas 
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509. Las bases de un trapecio isósceles (fig. 36 1) tienen respectivamente 
20 m y 12 m y el lado del mismo tiene 8 m. Calcular: lo" El .irea. 2.0 El radio 
de la circunferencia circunscrita . 
• 1.0 Semidiferellcia de las bases: (20 - 12): 2 = 4 m 

h = ';8' - 4' ~ .J48 = 4 .fi 

Area ABen ~ 20 + 12 x 4.fi = 64 .fi ~ 110,848 rn' 
2 

• 2.0 En l> OCM: 
OC' ~ MC' + OM' ~ b~ + .,2 

En l> ONB: 
OB' ~ ON' .¡ NB' ~ (x - h)' 1 b' 

pero OC2 = O B2 

luego b't. + .~ = (x - h)~ -+: b2 

Remplaz ando b, b' Y h por sus valores y efec
tuando, da: 

Por tatllo: 

14 
x = --

.J3 

R ~ OC ~ ) 6' + (~)' 
.J3 

Fig.361 

510. Una finca tiene la. fanna de trapecio isósceles cuya altura,. que tiene 
20,90 m, es igU,d a la semidiferencia de las bases y el área es de 3762 m :! , Calcular 
las bases de dicho trapecio. 

Se tie11e: 

y seglÍn el ellunciado 

b + b' 
2 

S 
h 

3762 
20,9 

180 

b - b' = h = 20 9 dt' donde 
2 ' 

b ~ 180 + 20,90 = 200,9 rn 
b ' ~ 180 - 20,90 = 159,1 rn 

511. Un trapecio isósceles (fig. 362) tiene por base menor R y por lado 
R V2. 

1. o Probar que las diagonales del mismo serán rectangulares. 
2. 0 Calcular el· área que ocupa. 
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Fig. 362 
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3 .° Calcular el área del cuadri látero qtle se obtiene 
un iendo los puntos medios de sus lados. 

e 1.° Al ser AD = CB = R ·~/2, se' tiene ÁÜ = 

= CE = 90°; por tanto, 

L AOD ~ .W -'- éB 
2 

90<> - 90. 
2 

• 2.° Como el trapecio es üóscell'S, las diagonales serán 
iguales; luego 

OD ~ OC y OA ~ OB 

El triángulo rectángulo isósceles COD da : 20C2 = DC2 = R2 

de donde OC ~ Pf ~ -!k ~ ~ 
y AO ~ VAD' - OD' ~ J2R' - 2R' ~ J6R' ~ R .j6 

.4 4 2 

Area ABCD = área triángulo ABe - área triángulo ADC 

AC (OB -'- Ob) _ 
2 -

A ~ AC X OB + AC x OD 

• 

2 2 

(AO + OC) (OB OD) 
2 

(AO + OC)' 
2 

(~ + Efi)' 
2 

~ ~' (.J6 + v2)' ~ ~' (2 + .J3) 

3.0 EF ~ HG ~ AC. 
2 ' 

EH ~ FG ~ BD 
2 

y como AC ~ BD: 

EF ~ HG ~ EH ~ FG~ AC ~ (AO + OC) ~ ~(.J2 -'- ,¡¡;) 
2 2 4 

El? y H G son paralelos a AC, y EH y FG lo son a BD. Como AC )' BD 
SOll perpendiculares, EF )' HG son perpendiculares a EH :v FG J' el cuadrilátero 
EFG H es U11 cuadrado. 

512. Un trapecio (fig. 363) tiene por bases AB = 42 cm. De '= 28 cm 
y por altura 22 cm. 

1,0 Calcular su area. 
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2. o Calcular la longitud de los lados del 
triángulo A BM formado por las prolongaciones de 
los lados no paralelos. 

3.0 Calcular la longitud de la p aralela a las 
bases, trazada a 6 cm de la base mayor. 

4 .0 Calcular a qué distancia de la base mayor 
se cortarán las diagonales del trapecio. 

• 1. o Area ABCD = 42 + 28 . 22 = 770 cm' 
2 

• 2.0 Tracemos el segmento CF páralelo a PA. y 
·las alturas de los triángulos ·BCF y BMA. Estos triángulos son 
tienen los ángulos respectivamente iguales. Luego 

por tanto, 

Asimismo 

h FB 14 CB 

HM = 3h = 66 cm2 

AM = 3FC = 3AD y BM = 3CB 
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B 

Fig. 363 

semejantes ya que 

• 3.0 La paralela b" (no dibujada) se halla a (66 - 6) cm de M da: 

• 4.0 

de donde 

y 

d 
d' 

b" 
AB 

AB 
cn 

60 b" = 42 x 60 = 38,18 cm 
66' 66 

d AB o sea 
Ii + d' AB + cn 

d 22 x 42 = 13 20 CIn 

70 ' 

d ' = 22 - 13,20 = 8,80 cm 

IV. Polígonos 

42 
70 

513. Un polígono irregular t iene 160 l.:m de perímetro. ¿Cuál será el lado 
de l cuadrado equivalente , teniendo presente que los lados del polígono son 

. tangentes a una circunferencia que tiene 20 cm de radio? 

A reo del polígono: 160 x 20 = 1600 cm' 
2 

Lado del cuadrado equivalente: ..)1600 = 4{) cm. 

514. Dado el trián gulo rectángulo ABe (fig. 364) en el cual la hipotenusa 
Be = 2a, AB = a, se construye un cuadrado sobre cada uno de los tres lados 
y se unen luego 19S vértices libres de los cu adrados. Calcular, en función de a, 
el área del exágono que resulta. 

El exágono consta de tres cuadrados y cuatro triángulos. 
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Según el teorema de Pitágoras: 
Area de los tres cuadrados = 2 área BCGH = 4az X 2 = 802

• 

E 
llABC = 6.ADE ( catetos iguaLes) . Luego: 

L 
1 ¡;; a'.J3 Area ADE = Area ABe = "'2 a x a V 3 ="'2 3 

F" -,,f/ 
L ABC ~ 600 ya que el caleto AB ~ 1/2 hipo

tenusa Be. 
L FB} = L ABe (misma especie y lados per~ 

pendiculares) . 
Por la misma razón L LeI = L ACB = 30°. 

Luego FJ ~~ ~ aV3 
2 2 G H 

Fig. 364 IL ~ CL ~ a.J3 
2 2 

Area GBF ~ x GB x FJ ~.+ X 2a X a.J3 ti .J3 
-2- ~-2-

Area HCL ~ .L X HC x IL ~ ...L X 2a X a.J3 ~ a' .J3 
2 2 2 2 

AreaHLEDF ~ 8a' + 4 X ~ ~ Za' (4 + .J3) 
2 . 

515. Sobre los lados de un cuadrado se construyen rectángulos iguales. 
Calcular la altu ra que han de tener estos rectángulos para que al juntar los vér
t ices resu lte un octógono regular (fig. 234). 

Deberemos l ener PE = EG = AD = a. 
El triángulo PAE es rectángulo e isósceles, luego 

PE2 = 0
2 = 2h2 

de donde 

516. En cada lado de un triángulo equil á
tero (fig. 365) se construye un cuadrado. Calcular 
el área del polígono q ue se obtiene al unir los 
vértices libres de los lados adyacentes. 

La Rgura consta: 1.0 de tres cuadrados de 
área al! ; 2.0 de cuatro triángulos de igual área; 
en efecto, todos tienen igual base a; la altura del 

triángulo equilátero es ; .../3, y en los demás 

triángulos, el ángulo i = 60°. Fig. 365 
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Por tanlo: CD ~ AC v'3 ~ ~..j3 
2 2 

y el área común será : ~ x ~ v'3 ~ a' v'3 
2 2 4 

Area total: 3a'+ 4 (a; v'3) ~ a' (3 + .)3) 

517. El lado de un exágono regular tiene 3 cm. Construir otro concéntrico 
con el primero que sea: 1.0 tres veces mayor, y 2.° la mitad. 

Dos superficies semejantes son entre si como los cuadrados de sus líneas homó
logas; así que: 

• E' 
E 

de donde y 

• E' 0 '2 1 
E ~7 ~ 2 2.· de donde a ':;: = ~ 

2 
y 

De donde se S1J:ue la construcción siguiente (fig. 366); 
Dado el exágono regular ABCDEF de 

lado a: . S' 
1. o Se traza la apotema y se prolon

ga, OX (por ejemplo) . 
.2.0 Sobre OX se lleva OC = a y 

luego G K = a perpendt:cular a OX. La 
distancia OK = a 0 se lleva sobre OX 
JI se obtiene OH = a ..;2. 

3. o Se traza HJ = a perpendicular 
a OH. La distancia 0 1 = a v-r. 

4 .° Se describe la circunferencia de 
centro O y ·de radio a VI 

5.0 S e trazan los radios OAA', OBB'; 
OCC', ODD', OEE', OFF'. Luego se únen 
los puntos A', B' , C', D ', E', F' Y se Ob 
tiene un exágono cuya área es tres veces la E' 

a' ~ a.)3 

a ' ~ -'!..Yl 
2 

del exágono dado. 
6. o Se describe la circunferencia de 

Fig. 366 

ceutro O y de radio °2K = ~ la cual corta a los radios anteTtormeute citados 

en lós puntos A", B", C", D " , E", F'''~ que- basta unir para obtener el otro exágono 
pedido. 

518. Se prolongan en igual sentido y en una longitud igual al lado, los 
lados del ex~gono regular (fig. 367). ¿Cuál será en función del mismo lado a, 
el área del nuevo exágono obtenido uniendo los extremos de. las prolonga
ciones? 
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A 

Fig. 367 

pues 

GEOMETRÍA PLANA 

Todos los lTiángulos, tales como ABe , son iguales , 

L B ~ 1800 - 120. ~ 60· Y AB ~ BC 
2 

por tanto AC ~ AB .J3 ~ a .J3 

Area del exágono de lado a: A ~ 30'.Ji 
2 

La del exágono de lado AC = a.;3. será: 

A, ~ 3 (a .Ji)' -13 ~ 3 X 30'.Ji ~ 9a'.J3 
22 2 

519. ¿En qué relación están: 1.0 las áreas del triángulo equi látero y del 
exágono regular inscritos en una misma circunferen cia; 2.0 las áreas de esos 
mismos polígonos circunscritos, y 3.° las áreas d e los exágonos rcguhlres inscrito 
y circunscrito? . 

• l.. Area del triángulo equilátero inscrito: T ~ 3R' .J3 
4 

ATea del exágono regular inscrito: E 3R' .J3 
2 

3R' .J3 

Relación entre ambas: .!. ~ 4 1 
E 3R' .J3 2 

2 

• 2 .0 Area deL triángulo equilátero árcunscrito: T ' = 3R~ v3 
Area del exágono regular circunscrito: E' ~ 2R' .J3 

Relación entre ambas: T ' ~ 3R' .J3 3 
E' 2R' .J3 2 

3R' .J3 

• 3.· E 2 ~ 
E ' 2R' .J3 4 

V. Relaciones 

520. Si se unen los cuatro vértices de un paralelogramo con un punto 
cualquiera O (fig. 368) de una de sus diagonales, los cuatro triángulos que re
sultan son equiva lentes dos a dos. 

Los dos .túángulos ABD y BCD son iguales; por tanto, sus alturas trazadas 
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desde los vértices A y e a la base BD son iguales. AsE pues, los triángulos AOn 
y DOC serán equú;alelltes, pues tienen 1'Rual base e igual altura . Lo propio ocurrirá 
con los triá ngu los AOB y BOC. luego ... 

Fig. 368 Fig.369 

520 bis. Le.s diagonales de un paralelogramo determinan cuatro t riángulos 
equiva len tes, iguales dos a dos. 

S ea el paralelogramo ABCn (Eg. 369). 
Tracemos las diagonales AC )" BD }' los segme1ltos DI y BH perpendiculares 

a la diagonal AC. 
Los t riángulos ABe y ADC SOl/ iguales ( tres lados iguales) . 
Los triángulos ADO )" ODC son equt'valentes ( igual altura DI y bases igua les 

como semidiagonales) . Por la misma razón los trián
gulos CBO y OBA son equi'l)aLentes. Luego los cuatro 
triángulos son equivalentes. 

Lo~ triángulos AOD y BCO son iguales ( tres 
lados respectivamente iguales) . L o propio sucede con 
los triángulos AOB y DOC . 

. 52l. Si por un punto cualquiera de la dia-
gonal de un paralelogram o (fig. 3íO ) trazamos una A B 
paralela a cada par de lados del mism o, quedan 
formados cuatro paralelogramos; los fo nnados a f."ig. 370 

ambos lados .de la d iagonal son equivalentes y 
los otros dos s~n proporcionales a los cuadrados de los segmentos de la 
diagonal. 

• 1.° L a diagonal DS determina seis triángulos iguales dos a dos. como mitades 
de paralelogramos. 

Luego 
es decir 

DAB ~ DBC; DEO ~ DOO; y OHB ~ OBF 

Area (DAB - DEO - OHB) ~ área (DBC - DOO - OBF) 
área paralelogramo EOH..!.. = á rea paralelograITlo GOFe 

• 2.° Los paralelogramos DEOG y OHBF son semejantes ya que están f or
mados por triángulos semejantes y semej antemente dispuestos. Luego sus áreas son 
proporcionales a los cuadrados de sus lineas homólogas . 

Luego Area DEOG = D02 
Area OHBF OB' 
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522. El triángulo que t iene por vértices los puntos medios de tres lados 
de un trapezoide es 1/4 de éste (fig. 371). 

El cuadrilátero H FGE que resulta al Imir los puntos medios de los lados del 
trapezoide ABCD es un paralelogramo (n.o 121); su área (producto de la base 

u 
por la altura) es: 

G 

Area H FGE ~ HF X h ~ A; x h 

h 
A84L-- +----:7C 

y Area ABCD ~ AC ( DO 'i OB ) ~ AC x h 

luego área HFGE = 1/2 área ABen 
H F 

B 
Fig.371 

El .6.H EG es mitad del paralelogramo HFGE, 
luego 

Area HEG ~ 1/4 área ABCD 

523. E l área de un triángulo rectángulo (fig. 372) es igunl al producto 
d~ los segmentos que los puntos de contacto de la circunferencia inscrita deter
minan sobre la hipotenusa. 

A Sean n y m los segmentos de la hipotenusa , 
r el radio de la circunferencia l~nscrita y A el 
área -del tTiángulo, tendremos: 

BF ~ n, CE ~ m y AE ~ AF ~ r 

2A ~ AC X AB ~ (AE + EC) (AF + FB) 

2A ~ (r + m) (r + n) ~ r' + r (m + n) + mn 
~ r r 

- I 

B~C 
~n 1 m ..... _: 

pero r' + r (m + n) ~ A 
F ig. 372 

por tanto A = rn.n 

524. El á rea de un trapezoide, cu}'as diagonales son perpendiculares es 
igual al semi producto de estas diagonales (fig. 371). 

Area trapezoide ABCD = área .6ABC + área .6AD C 

área L>ABC ~ AC X OB 
2 

área L> ADC ~ AC x OD 
2 

á r ea ABCD ~ AC (OD i OB) ~ AC ~ BD 

525. En todo polígono regular de n lados la suma de las distancias de un 
p unto cua lquiera , tomado en la región interna del polígono, a los lados, es igual 
a n veces la apotema. 

S ea, por ejemplo, un pentágono regular, en el cual a es el apotema, c el lado 
y 1, m, n, r , s las perpendiculares. 

Doble del área del polígo~o: 2A~5a< ' 



y también: 
de donde 

RELACIONES 

2A = el + cm + el1 + er + es 
Sae = e (l + ni + 11 + r + s) 

5a ~ 1 + m + n + r + s 
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526. E l área del círculo inscrito en un triángulo rectángu lo es igual a 

A 

la suma de las áreas de los círculos inscritos 
en los triángulos parciales que la altura .Ie
termina sobre la hipotenusa. 

Sean r, r ', r " los radios y A, A ' , A " las 
áreas de los CÍrculos inscritos (fig. 373). Como 
b.ABC """'" b. ABD '"'-' l':. ADC tendremos: 

b' ~~~~ (1) ~
E 

e r' b 
r" 

1, 
e' A" 

a'l r 2. A 
(2) 

B n D m e 
Fig. J7J 

la (1) da, 

e'.!. = r U '.!. = -----¡;;:;;-

b' + c' 
c' 

-
a' 
e' 

r".!. + r'''.!. 
r U'l 

A ' + A" 
A" (3 ) 

(2) Y (3) tienen una razó" común; por tanto, fas otras tambibr serán iguales. 

Luego 

de donde 

A 
A" 

A ' + A " 
A" 

A ~ A + A " 
527. El producto de los radios de la ci rcunferencia inscrita y de las tres circunferencias exinscritas a un triángulo es igual al cuadrado del área de ese triángulo (fig . 374). . 
De la semejanza de los triángulos OBn y O'BE se deduce: 

O' 

r ' 

o e E 

Fig. J i4 

de donde r' =~ 
p - b 

Análogamente tendremos: 

r"=~ 
p - a 

y r "' =~ 
p - e 

(n.O 158) 

l\1ultiplicamos ordenadamente las (1) , (2) Y (3) )' SIl resultado por r: 

r r ' r " r '" 
(p - a) (p - b) (p - e) p (p - a) (p - b) (p - e) 

Pero y p (p - a) (p - b) (p - e) ~ A' 

por consiguiente, rr' r " r '" = ~= A2 
A' 

• 

(1) 

(2) 

(3) 
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528. Si sobre el diámetro AB = 2R de un sem icírculo (fig . 375) trazamos 
otros dos semicírculos iguales, tangentes interiores con el primero, el área de l 

cí rcu lo tangente a los t res semiCÍrcu los es 1j9 del 
área del CÍrculo de radio R. 

Sea r el radio del circulo C. 
El lricingulo "ee/ángulo o'oq da: 

O'C' ~ OC' + 0 '0' 

B (R r ~ (R - ,.)' R' 2 ;- T + -
4 

F¡I;;. 3i5 
de donde R ~ 37 

de dos y como las áreas 
radios respectivos, tendremos : 

círculos SOIl proporcionales a los 

área e ,z ,2 1 
área O = RZ = 9r = 9 

VI, 'Círculo 

529. ¿Cuál es el área de los círculos cuyos radios tienell 

L o 9 m 3° 6,45 m 
2,· 7,50 m 4,· 0,25 m? 

• Lo A ~ n X 9' = 254,4696 1112 (GEOM. 537) 
• 2,· A = :'l X 7,s! 176,715 m ' 
• 3,· A =;:- :r x 6,45' ~ 130,6984 m ' 
• 4° A = :t x 0,252 = 0,19635 rn2 

cuadrados de sus 

530. ¿Cuál es el área de los círculos wyo diámetro iS de : 

1.° 7 m 
2.° 0,65 m 

Area del círculo : 

• 10 

• 2,· 

• 3,· 

• 4,0 

A ~ " 

A ~ " x 

A ~ " X 

A ~ " X 

x 49 
4 

0,65' 
4 

1,75 ' 
4 

2!252 

4 

3.° 1,75 m 
4 .° 2,25 m? 

~ 38,4846 rn' 

0,3318 rn' 

2,4053 m :! 

3,976 "ro:! 



531. ¿Cuál es el radio 

1.0 42,25 m~ 

2.0 1,28 m 2 

CÍRCULO 

de los círculos cuya área es de: 

3.° 12,64 m :!. 
4. ' 12,96 m' ? 

Area del círculo: de donde R ~ JA X 1 
" rc-c-,-,-----,-~-,-,-

• l.' R ~ V 42,25 X 0,31831 ~ 3,667 rn 

• 2." R ~ V 1,28 X 0,318 ~ 0,6398 rn 

• 3.' R ~ V 12,64 X 0,318 ~ 2,05 rn 

• 4." R ~ V 12,96 X 0,318 = 2,03 rn 

532. ¿Cuál es el área de los circulas que tienen de circunferencia: 

l. ' 3.6 m 3.' 3 ,52 m 

2.° 0,72 m 4." 4,5 m? 

Area del círculo : A ~ ~ Cc:.)' 
" 2 

• 1.0 A ~ 0.31831 X 1,8' ~ 1,0313 m ' 
• 2° A ~ 0,31831 X 0,36' ~ 0,0413 rn' 

• 3.' A ~ 0,31831 x l,i6' ~ 0,986 rn' 

• 4° A ~ 0,31831 x 2,25' ~ 1,6114 rn' 
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533. En una lámina de hojalata que tiene 80 cm de largo por 64 de ancho, 
¿cuántos agujeros de 4 cm de radio se pueden abr ir, si las circunferencias han 
de ser tangentes, y cuál será en dm:! el área de los esp acios que queden? 
• 1. o El número de agujeros igual al nIÍmero de cuadrados de 8 cm de lado 
contmidos ell la lámina. 

Pero 8 está contenido 10 veces en la longitud y 8 veces en la anchura. 

Número de agujeros 10 x 8 = 80 
• 2.0 Area de la lámina: 80 X 64 = 51 20 cm2 

Area de los agujeros: :l X 42 X 80 = 4021.25 cm2 

Espacio libre 5120 - 4021,25 = 1098,75 cm2 

534. Se hace una puerta cochera cimbrada: la parte rectangular t iene 
6,2 m de alrura y 4 ,5 de anchura; el arco forma un semicírculo que tiene por 
diárnetro la anchura d e la puerta. El trabajo del carpintero cuesta 90 p ts t>or m~; 

el del pintor 17 pts el m2 de la parte exterior que ha de estar bronceada, y 12 p ts 
el m~ de la parte interior . ¿Cuánto costará la puerta si hay que pagar 375 pts por 
el herraje? 

Area de la puerta: 4,5 X 6,2 + ;r X 4,5
2 

= 35,8521 m~. 
4 X 2 

Im porte (90 + 17 + 12) X 35.8521 + 375 ~ 4266,38 pis. 

535 . Hallar el área de un círculo cuya ci rcunferencia es de 1 m . 

(;)' ~ 0,3 183 X 0 ,5' ~ 7,9575 drn' 
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536. Midiendo el p erímetro de un árbol se ve que tiene 92 cm. ¿Cuál 
es el área de la sección dada por ese punto ? 

T enemos : h R ~ 92 cm; R ~ ~ ~ 46 cm 
2rr 7r 

46' 46' ~ x -.- ~ - - ~ 0,31831 x 211 6 ~ 673,54396 cm' 
;t- :"l 

537 . El anillo concéntrico o corona ci rcular de 12 m de diámetro interior 
t iene 120 m~ de área Calcular el diámetro mayor. 

Designaudo ei diámetro mayor por 2R, tendremos (GEOM. 544) 

n (R' - 36) ~ 120 

de donde R' ~ 120 + 36 

y 
R ~ 1120 + 36 ~ ~ 8,61 

\j ~ 

El diámetro mayor mide 17,22 m 

538. Alrededor de un círculo de 11 ro de circunferencia se qu iere formar 
una corona de 20 m! , ¿Cuál será la circunferencia mayor ? 

Area corona: A ~ C + e (R - r ) 
2 

20 ~. 

20 ~ 

C + 11 (~ _ .!l) 
2 2:r 2:r 

(C + II )(C - II) 
4r 

C' - 121 ~ 80~ 

C' - 121 
4r 

e ~ "¡'8-0~-. -+-1 2-1 ~ 19,29 m 

539. Cuando se prolonga el diámetro de un círculo en 3,5 m, el área aumen
ta 31 ,25 m 2 . H allar el diámetro primitivo. 

S ea x el diometro primitivo; el nuevo seTá D = x + 3,5. 

ATea de la COTona: Jt (R 2 
- TZ

) = 2 (D 2 
- d Z

) 

4 

SlIstituímos ; [(x + 3 , 5Y~ - .i!] = 31,25 

X Z ..!.. 7x + 12,25 - r = .Bi.. 
~ 

7x ~ 125 - 12,25 
~ 

x = 3,93 m 
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540. El paseo que rodea a un estanq ue ci rcular ti ene 1 m de ancho, su 
área 21,98 m2 y la circunferencia exterior 25 ,12 m. H állese el perímetro y árc<I 
del estanque: :r = 3,14. 

R adio mayor: 

Radio menor: 
Perímetro estanque: 
ATea e.~tmlqlle: 

25 ,12 =- 4m 
2 X 3, 14 

r = 4 - 1 = 3 m 
C ~ 2 >O 3,14 X 3 ~ 18,84 m 
A ~ 3,14 X 3' ~ 28,26 m ' 

541. U n estanque circular cuya área es de 13,86 m2 tiene alrededor un 
paseo que ocupa 17,326 m t . Calcular el circuito exterior del paseo y su anchura 
(rr ~ 22/7). 
• 1.° Area total del estanque y paseo: 13,86 + 17,326 = 31,185 

m.dio .R , luego Esta área equivale a la de un círculo de 

22 X R' ~ 31 185 
7 ' 

R ~ 31,185 x 7 ~ .J9.9225 ~ 3.15 m 
22 

Circuito exterior: Z,R ~ 3,15 X 2 x 22 ~ 1980 m 
. 7 ' 

• 2. 0 Sea r el radio del estanque, tendremos: 

r X 22 
7 

Anchura del paseo: 

13,86 m ' 

J 13 ,86 X 7 
22 

~ .j4,4t ~ 2,1 m 

3,15 - 2,1 ~ 1,05 m 

m' 

542. Para fabricar un di sco de Newton se divide, por medio de radios, 
un círculo de 14 cm de radio en cinco partes iguales subdividiendo éstas después 
en s iete secto res igua les, uno por cada colo r. Hállese la superficie que ocupa 
cada color y la longitud del arco que abarca cada uno de éstos. Tómese :r = 22 /7. 

• 1.0 ArC'o del disco: t4~ v 22 = 616 cm2 

7 

Todos los mlu/"es rOlllprt'1ulen d I/ro sectores iguales clI:va suma es la l f7 parte 
del círculo , C.~'(I ('.~: 616 : 7 = 88 cm~ 

• 2.0 El ál'l"lI/o (jlu'da rfi1 'úlido {,1I 15 sectores; SIl circunfercncia sera: 

14 2 ,, 22 ~ 88 
7 

cm 

Longitud de cada arco: 88: 35 = 2,514 cm 
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543. Calcular la longitud de la ci rcunfe rencia in sc rita, c ircunscrita y 
exinscrita a un t r iángulo equilátero cuyo lado a = t m. Dígase también el área 
comprendida entre las circunferencias inscrita y circunscrita (fig. 376). 

• 1.0 Sea OH ~ r, 0 8 ~ R Y O'D ~ r ' 

El triángulo rectángulo OHB da.- 0
2 

= 4r:! - r = 3r 
4 

de donde ,. ~ a.J3 
6 

C iTCll llf. (0, ,.) : e _ ,0.J3 
, - 3 

para a = 1: C, ~ 1,8136 rn 

B "-- .H. _" e o 
• 2 .0 R ~ 08 ~ 2· OH ~ 2r 

Circll1if. (O , R ): e, ~ 2e, ~ ho.J3 
3 

Fig. 3i6 
para a = 1: C, = 3,6272 rn. 

• 3.0 De los triángulos semejantes OH B y 0 ' 0 8 se desprende: 

como 

Circul/j. (O' , 1") : 
pa ra a = 1 

r BH r 0 /2 
T ' SD' a + eD 

r 
r ' 

eD ~ eF ~ 0/2 

0/2 
0 + 0/2 

_~ _ l 
- 3·0/2 - 3 

r' = 3,. 

C :J = 3C1 = :ra -.J3 
C, ~ 5,4408 rn 

• 4.0 A,'ea de la corolla (R - T): A = :t X a
2 

(GEOi\'{-, 544) 
4 

para a = 1: A ~ 0,7854 rn' 

544. Comparar las áreas de los círculos inSCri tos y ci rcunscritos de los 
polígonos regulares de 3, 4 , 6 y 8 lados. 

Dichas areas está1l en la relación de los cuadrados de las apotemas y de los radios. 

• 

• 

R 
1.0 . En el triángulo equilátero, la apotema a = 2; 

R a::óll del círwlQ inscrito al circullscrito:. 
Ci 
Ce 

2 .0 E1/ el cuadrado, la apotema a = R -J2 ; . 2 

~ = l 
R 2 



r 
ciRCU LO 

RazólI del circ¡do illscritu al circunscrito: ~ = (v'2 )z = 1 
Ce 2 , 2 

• 3. o En el exágono , la apotema a = R f; 
, , . . . . Ci (\/'3 ), 

R aZ01/ del clrcufo tl/Un /I, al ClrCl/11Scnto: - - ~ - -
Ce 2 

• 4.° En el octógono, el lado 

Laapotema a = JR~ 

la razón a 
R 

R' 
{ 

R 
';2 + ft 

2 

= ~ 
4 

Razón del circulo insaifo al circullscrito : --º-- ~(V2 -- V2)' 
Ce 2 
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545. D ado un rombo circunscrito a una circunferencia de 10 cm de radio 
(figura 377), calcular el área del espacio comprendido entre el rombo y el círculo, 
si uno de los ángulos del rombo va le 600. 

B 
B 

C0-~~---B D 

A 

Fig. Ji7 Fig. 378 

En el triánglllo n'e/ángulo OBT, L TBO = 30°; luego 

-º- = 2r 
2 !' D = -+r = 40cm 
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En el triángulo rectángulo TOe, LO = 30°; luego 

d 10 20 20 -/3 d ~ 40 -/3 
"2 ~ 012 ~ -/3 ~ -3 - Y 3 

Area rombo: A, ~ D x d ~ 40 -/3 x 40 ~ 800 -/3 ~ 461 88 cm ' 
2 2 x 3 3 ' 

Area círculo: A2, = ;r.r = 3,1416 X 102 = 314,16 cm2 

. Area espacio : Al - Az = 461 ,88 - 314,16 = 147,72 cm.2 

546. En una circunferencia O de rad io R = 15 cm (fig. 378) desde el 
punto B trazamos a ésta dos tangentes EA y Be de suerte que formen un án
gulo de 600. Calcular: 

1. o Las dos tangentes. 
, 2.° El área BAMC exterior al círqtlo. 

• 1.0 El segmento 80 es bisectriz de los ángulos AOC y ABC. En el triángulo 
rectángulo OAB, L ABO = 30°; luego 

OB ~ 2 x OA ~ 2R 
Y AB ~ BC ~ R V3 ~l SV3~ 25,98cm 

• 2.0 Area cuadrilátero OABe = 2 área DAE = 2 X AO X 0 8 
2 

~ R x R -/3 ~ .389,70 cm' 

A rea sector circular OAIVIC = nR
2 

X 120 = 3,1'416 X 15:.' 235,62 cm!.' 
360 3 

Area BAMC ~ 389,70 - 235,62 ~ 154,08ctn' 
547. Para cubrir una mesa rectangular con discos cuyo diámetro 

2R = 37 mm, es men ester colol:ar 117 filas de '84 discos cada una. Calcular el 
área de los vaCÍos que quedan al d isponer los discos. 

Longitud de la mesa.
Anchura : 
Area: 
Número de discos.-

A rea que cubren : 

Area de los vacíos: 

37 mm x 11 7 ~ 4329 mm 
37 mm X 84 = 3108 mm 

4,329 X 3,108 ~ 13,45453 2 m' 
117 X ~4 ~ 9828 

~ X 0,037' X 9828 ~ 10567189 m' 
4 ' 

13,454532 - 10,567189 ~ 2,887343 In' 

548. Calcular el radio de una circunfe rencia teniendo presente q ue si le 
aumentamos o disminuímos 1 m 

1 .° El á~ea aumentará también o disminuirá 1 m2
• 

2.° Que la circunferencia resultará tres veces mayor o tres veces más 
p equeña. 

3.° Que el área del CÍrculo será tres veces m ás grande o tres veces más 
pequeña. 
• 1° a) Se tendrá: ~ [(R + 1)' - R'] ~ 1 

de donde 



CÍRCULO 

el resultado es negativo; por tanto, inadmisible. 

b) 

de donde 

• 2.° a) 

de donde 

b) 

" [R' - (R - l i ] ~ 1 

R ~~ ~ 0659m 
2;r • 

h (R + 1) ~ 6"R 
1 R ~ 2 ~ 0,5 m 

h (R - 1) ~ hR 
3 

de donde R - 1 ~ ~; R ~ ; ~ 1,5 m 

• 3.° a) " (R + 1)' ~ h R' 
'de donde 2R' - 2R - 1 ~ O 

R ~ l + fi ~ 1366rn 
2 ' 

b) " (R - 1)' ~ .,R' 
3 

de donde 2R' - 6R + 3 ~ O 

3 ± fl R ~ 3+ fl 
2 2 

R = ~ 2,366 rn 

La segwlda 3 - fi 1 raíz R = 2 es inadmisib e, 

porque daría para (R - 1) IlIl valor negativo. 

549. Dos. circunferencias iguales (fig. 379) tie - O O' 
nen R por distancia de sus centros. Calcular el área 
común a los dos círculos. 

Trazando los radios 00', OA, GB, O'A y O 'B' 
formamos dos triángulos equiláteros iguales. Tra:.:::ando 
luego la cuerda comlÍn AB se ve que el área conuín Fig. 379 
a los dos círculos es la de dos segmentos circulares de 
1200, esto es (n.o 568): 

2R' ( r:: R' A ~ - - (4" - 3 V 3) ~ - (4:, - 3 -/3) ~ R' X 1,2284 
12 6 
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550. El área de una corona circular es de 120 m2 ; el diámetro menor tiene 
12 m . Calcular el radio de la circunferencia mayor. . 

De la fórmula A = :r (R:! - ,-2) . se deduce 120 = R. (R2 - 36) 

de donde 
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55l. El área de una coro na circular es de 1 ro2 y.su anchura 0,5 rn. Calcular 
el área del círcu 10 menor. 

l)e la fórmula A = 211:r" l se seduce 1-= 2n X (r + 0,25) 0,5 

,de donde r ~ ~ - O 25 ~ O 0683 m , , 
" 

Area del cír c ulo m enor: :t X 0,06832 = 1,465 dm2 

552. El área de la corona circular que forman dos circunferencias con
céntricas es de 25,328 m 2

; la anch ura de la misma 2 ffi. Hallar los rad-\os de las 
ci rcunfere'ncias. 

Sea r el radio de la menor; R el de la mayor; r" el de la circunferencia m.edia: 
La fórmula A = 2;"1:r" l da en este caso: 25,328 = 2n (r + 1) 2 

de donde r ~ 25,328 - 1 = 1 0155 ID 
4:'t • 

y 

553. 

A 

R ~ 1,0155 + 2 ~ 3,0155 ID 

Sobre el diámetro AOB (fig. 380) Y los dos radios OA, OB , descri
bimos a un m ismo lado de AB tres semicircunfe

O B 

Fig.380 

rencias. El área limitada por las tres semicircunferen
cias es de 2464 m 2

• Calcular R. 
Sea DA = R; según -el enunciado, tendremos : 

"~' - 2 ( -"f ) ~ ~:' ~ 2464 

R ~ J 4 X n
2464 = 56,01 rn 

554. Dadas dos circun ferencias iguales tangentes exteriores (fig. 381) se 
traza una tangente exterior común a las dos .y se inscribe una circunferencia 
tangente a la recta y a las dos circunferencias dadas. Calcular el área de este 
circulo- en función del radio r de los otros dos. 

Seá x el radio del círculo que se desea, el triángulo 
rectángulo OAC da: 

OA' + AC' ~ OC' 
r' + (r - x)' ~ (r + x)' 

de donde x = ~, y eL área del círculo 
4 

rrr' 
c ~ --

16 

Fig.381 

555. El área de una corona circular es de 640,56 cm~ y su' anchura 6 cm . 
¿Cuál será la longitud de las circunferencias que la ' limitan? Tómese :T = 3,1-+. 

Area corona: 

de donde 

" (R' - r') ~ 640,56 

640,56 ~ 204 
3,14 
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pero R' - r' ~ (R + ~) (R - r) 

y como R-r~6 

será R +r ~ 204 ~ 34 
. 6 · 

y de aquí R ~ 34 + 6 ~ 20 cm· r ~ 34 - 6 ~ 14 cm 
2 .' 2 

Longitud circunferencias: C l = 2 X 3, 14 X 20 = 125,60 c m 
e, ~ 2 x 3,14 x 14 ~ 87,92 cm 
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556. Un triáhgulo rectángul.o ABC . (fig. 382) está. inscrito en una circun
ferencia de diámetro BC = 2R. El segmen to perpendicular AH sobre el ladp BC 
lo divide en dos segmen tos m y n, tales que m = 4 n. 
Hallar, en función de R, el área de ese triángulo. 

Tenemos: 

luego 

m + n = 4n + n = Sn = 2R 

2R 
n ~--

S 

Como la altura h es media proporcional entre ro y n 

h2 = m'n = 4n2 

luego h 2n ~ 4R 
S 

Area d e l triángulo: A ~ 1... x 2R x 4R ~ 4R' 
,2 5 5 

Fig. 382 

557. Se tiene u n triángulo ABC (fig. 383), rectángulo en A, y cuyos án
gulos B y C valen , respectivamente, 600 y 300. Calcular , en función de la hipote
nusa a, la diferencia que hay er¡tre el área del círculo inscrito y el área del círculo 
circunscrito al triángulo dado. 

Sean a, b, e los lados del triángulo y r el radio del círculo inscrito . 
Sabemos (n.o 157): b + c - a = 2r 
M as en un triángulo rec tángulo que tiene un ángulo de 600 , tenemos: 

Fill.383 

Area círculo inscrito: A l 

de donde 

y 
a c =-
2 

2r ~ aVJ + '!!"'-a 
2 2 

2r ~ .!!... (VJ + 1 - 2) ~ .!!... (VJ - 1) 
2 2 

r ~ .!!...(VJ- 1 ) 
4 

" X a' (VJ - 1)' ~ "iT (2 - v'J) 
16 8 



228 GEOMlliTRÍA" PLANA 

El circulo circul/Scrito tiem por radio a/2, y su área sera: 

A, ~ "(~y ~ ":' 

Dife re n c ia: A. _ A, ~ "a' _ "a' (2 _ V3) ~ T<a' V3 
- 4 8 8 

VII. Sectores y segmentos 

558-, ¿Cuál es el área de un sector de 30° en un círcu lo de 6,4 m de radio? 

A = " X 6 4' X ~ ~ lO 723 ro' , 360 ' 

559. ¿Cuál es el área de un sector de 75° en un círculo de 11,3 m de radio? 

A ~ " X 11,3' X ;:0 ~. 83,57 ro' 

560. ¿Cuáf es el área de un sector de 140° -36' en un círculo de 7 m de 
radio? 

561. 

140 1-
A = :-r X 72 X __ 5_ ~ 60 12 ro' 

360 ' 

En un círculo de 25 m ' de 

1.0 de 3,60 m2 

2.0 de 8,30 012 

radio, ¿cuál es el ángulo 

3 .° de 4,76 m~ 
4.° de 16,57 m 2 ? 

Aplicando la fórmula · del sector (GEOM. 540), 

A ~ 
:rR 'l X " resulta A X 360 

360 
11 = 

:lR2 

• 1.0 n ~ 3,60 X 360 
:r X 625 

~ 00 39' 35" 

2.° 11 ~ 
8,30 X 360 ~ l ° 31 ' 18" • .• X 625 

• 3.° n~ 
4,76 X 360 

~ Do 52' 21" 
:-r X 625 

• 4.° n ~ 
16,57 X 360 = 3° 2' 16" 

" X 625 

del sector : 

562. De un círculo de 14 ro de diámetro se quita un secto r de 44 m2
• 

¿Cuál es la longitud y el número de grados del arco? 

Area del círculo : :T X 49 = ' 153,9384 m 2 
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Número d e grados d e l a rco: 360 X 44 ~ 1020 53' 53" 
153,9384 

Longitud arco: 1 ~ 2 X A ~ 2 X 44 ~ 1257 m 
• 7 ' 
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563 . Un sector tiene 200 m 2 y el ángulo central 600. ¿Cuál es la longitud 
del diámetro? 

A rea del circlilo: ·200 x 360 
60 

1200 m' 

En fU llción del diámetro tendremos: :-rd~ = 1200 
4 

de donde d ~ j 1200 X 4 ~ 40 f3 ~ 39,08 m 
V., V ~ 

564. El arco de un sector es de 72°. ¿Cuál es el diámetro del círculo, si 
este sector t iene 1 SO m 2 de área? 

Tenemos: :iR!! X 72 = 150 
360 

de donde R ~ J 7~0 ~ -/750 X 0,3183 1 

El diámetro tiene 30,90 m 

15,45 m 

565. El área de un sector ha de ser de 60 m 2
• ¿Cuál es la longitud de su 

arco, si el ángu lo central tiene 50°? 

Longitud del arco: 1 ~ ~R X 50 ~ 5.,R 
180 18 

Area sector: A = :-rR~ x 50 = 5:iR2 = 60 m 2 
360 36 

R ~ J60 ,x 36 ~ 12 f3 m 
:J:r V ~ 

Longi tud d e l a rco: 1 ~ h X 12 f3 ~ !Q r;. ~ 10,23 m 18 -y ~ 3y J, 

566. El área de un sector es igual a 60 m!! . ¿Cuál es su ángu lo central, 
SI el arco mide 10 m? 

Tellemos (GEO;"1. 513): 

EL ángulo es igual a: 

R X 5 ~ 60 
R ~ 12 

360 x 10 ~ 470 44' 46" 
2:1 x 12 . 



230 GEOMETRÍA P LANA 

567. ¿Cuál es el área de un sector en el cual el arco es de 72° y m ide 15 m ? 
72° es 1/ 5 de 360°; luego la circunferencia tiene 

15 x 5 ~ 75 ~ hR 

Area de l sector (GEO:\L 513 )": 

R ~ 75 
h 

15 x -.l.L = 89,570 m :! 
2 h 

568. Conocido el radio, ¿cuál 
a un ángu lo central de 120°? 

es el área del segmento que corresponde 

Aplicación. - Para R = 60 m. 

Areo sector correspondiente: A, ~R' x 120 
360 

El triállg!llo correspondiente tiene por base el lado del triángulo equilátero 
inscrito, R v'3; su altura es R/2 por oponerse a un ángulo de 30°. Su área será: 

Ao ~ .1.. x R 0 x B. ~ R' 0 
- 2 2 4 

Area segmento: A ~ A, _ Ao ~ ~R' _ ~ ~ R' (41< - 3 0 ) 
- 3 4 12 

Aplicación - R emplazando R por 60, tendremos :. 

A ~ 3600 x 12,566 - 5,196 ~ 2211 m' 
12 

569. ¿Cuál es, conociendo el radio, el área del segmento cuyo arco fue ra 
de 120'? 

Aplicacióll. - Para R = 6 m. 
Como el arco de 1200 corresponde a un ángulo central de 120°, la solución 

es la misma que en el número anten:or. 
Para R = 6 m área: A = 22,11 m Z 

570. Se inscribe 

Fig. 384 

un círculo en un segmento correspondiente a un sector 
de 120°. ¿Cuál es el área restante del segmento? (fig. 384). 

Aplicación. - Para R = 2. 
Area del segmento ABe correspondiente a 120° (nú 

mero 568): 

A _ R' (4, - 3 .J3) 
I - 12 

Como la flecha del arco de 120° es R /2 eL radio de 
la circunferencia trazada en el segmento de 120° es R /4. 

Area del circulo inscrito: A 2 
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Aren restante : 

_ R' (40 - 3 vÍJ) _ .7R' ~ R' (l3 ~ 12 / 3) 
12 16 48 

Aplicación. Rt'lIIpl(/';a lldo R por 2, tendremos: 

A + (l h - 12vÍJ) .~ 1671 m ' 
48 ' 

571. En e l SCgT11l:'lltn corn:spondiente a un sector 
(·¡rculo. ¿Cuál es el ~í r (:';¡ rl' ,H¡tnt~ dd segmento? (figu-

de /JO" se inscribe un 
B 

ra JR5). 
Aplicaciúl1. Par:! R 

/ 
/" 

A. .wgm. 600 ~ ,4. ."Yl fJF bD" -- /7. !/!'?/I,ff'I!b' 
' 11"rlót. lado R 

A, ~ -" R' _ R' , / .í _ Il.' (h 
c~- - - "f-"J M 

6 + 12 , 

Diámetro NM del cirC/llo inscrito el/ el segmento : 

:-.1M ~ CM - CN ~ R -~ ~ B. (2 - /3) 
2 2 

A 

Fig. ]85 Art!(l del circulo inscrito: 

:r' KM'.! 
A~ = ' 4 .7 X R' (2 

+ + 
Area restante: 

Aplicación. - Rempla::,olldo R p or 2, tendremos: 

A ~ 4 X 0,07646 ~ 0,30584 m ' 

572. En un círcu lo de 15 m de radio, ¿cuál es el ángulo del sector cuyu ¡írea es de 600 m'.!? 

• 
• 
• 

Area del circulo: 

Angulo del sector: 

" X 15' ~ 706,86 m' 

360" x 600 ~ 305" 34' 36" 
706,86 

573. Calcu lar, en función de R, las áreas de los segmentos 60" , 900 Y 120°. 

l° Segmento 600 (no 571), R' 
A ~ 1; (2" - 3 vÍJ) 

20 Segm.ento 90°: .7R' R' R ' 2) A ~ - - - ~ - (,, -
4 2 4 

3.° Segmento 1200 (n.o 568): A ~ -ª-(4" - 3 .)3) 
12 
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574. Calcular el área del cí rculo inscrito en un sector de 60° y de radio R. 

En figura 386: L AOC ~ ¿ AOB ~ 3oo 
2 

por tallto , en el triÓIIg. rectánglllo DEO: 

OE ~ 2DE ~ 2.; oc = R = b .-.4- r = 3,. y 
R 

ATea del cÍrclllo inscrito : 
1t'R:!. 

A = --
9 

e 

o 

Fig.386 Fig.387 

575. Dada una ci rcunferencia de centro O y radio R ( fig. 387), trazamos 
los diámetros rectangulares AB y CD, y desde el punto A como centro y con AC 
por rad io describ imos el ar<..o CMD. Calcular: 

1.° El área del sector CADIVI . 
2.0 El área d el creciente CMDBC. 

• 1.0 En .6CAD ( rectángulo) : AC2 + AD~ CD~ = 4RO! 

2AC' ~ 4R' 
AC' ~ 2R' 

A/'ea sec tor CADM: A ~ , A.C' x 90 ~ , R' ~ 1 5708 R' 
360 2 ,. 

• 2.0 Area creciente CIVIDBC = Area eODB - área CODIVI 

Area CODB 
.. R:! 

2 

Area CODIVI , R' AC' , R' 2R' R' 
= :-z - - 2- ~ - 2- - - 2- ~ 2 (.7 - 2) 

, R' R' Area CMDBC ~ _. - - - (, - 2) ~ R' 
2 2 

576. En un tri.íngulo rectángulo (fig. 388) cuya h ipótenusa es igual a 
lo v L B = 60°, desde los yértices B y C. con radio AB' y AC. trazamos dos 
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arcos limitados po" la hipo tenusa en los puntos D y E. Calcular, en función de a, 
el área EAD limitada por 1m, arcos AD, :\E Y el segmento .de la h ipotenusa ED. 

La figura EAD es la suma de dos semisej!111eJ/ tos de 1100 y' 600 Y wyos radios 

SOIl AB = :1 \' AC = a ·./i 
Area semúegmellto 1200: 

Area semisegmellto 600: 

Area tota l : 

A 

a' (h - 3 -Ji) 
2+ 

3a~ (2., J \ I"J) 
2+ 

a' (S ., 6 -Ji) = 0,443 a ' 
12 

~ 
P<---,--~,~--Ic 

\ 

B E H O e G 

Fig. J~S Fi¡:r.389 

577, C<tlcular, en función del radio (fig . 389), el area del segmento circular 
cuya cuerda es igual: 1.° al lado del cuadrado inscrito; 2." al lado del octógono 
regular inscrito. . 

Aplicación: R = 2 m. 
• l . o Sea AH el lado del cuadrado II1S(I";10. 

El árt'o del segmento ADB es la dl/aeucia el1tre el área dt'! seUor AOBD y d 
triánglllo AOB; por tanto: 

Area sector AOBO .,r~ ) 

Area ¡,iángulo AOB = ~ 
área seJ(melllo A DE: 

A = .,r~ 
4 

r~ r 2 

- = - ( .7 - 2) 
2 4 

Aplicación. - Para R = 2 m 

A = -±- (3 1+ - 2) = 1 14 rn' 4 ' I 

• 2. 0 Sea AD = DB (lados . del octógono) . 

Area sector AODE: A 
_ :71'2 , ---

Area t,AOB: A, = DO X AH 
2 

8 

, 
2 

1" V í =.i:...:Li 
2 4 
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Area segmento AED: A ~ !\ _ A. ~ "," _ r'.J2 ~ r' (~ _ 2 7) . , - 8 4 8 v ¿ 

Aplicación. - Para R = 2 m. e 
o B 

E,/-__ +-__ "",A A ~ : (3,1416 - 2 x 1 ,4142) ~ O,15661Il' 

578. Calcular, en función del radio (fig. 390), el 
área de una faja circular limitada por el lado del exágono 
inscrito y el lado del triángulo equi látero inscrito. 

Aplicación.- R = 2 ffi . 

H 
G 

Fi~. 390 

F 
• 1.° Si la faja circulor no contiene el centro de la 
circunferencia, se obtiene el áreal'estando del segmento 
correspondiente a la cuerda mayor el segmento correspon
diente a la cuerda menor; por tanto: 

Area segmento ABCD: 

Area segmento BCD: 

A, ~ r' (h - 30) 
12 

A, ~ ~2 (h - 3 0) 

Area f aja circular ABDE : 

Aplicación .- Para R = 2 m 

A ~ 4 X 3,1416 ~ 20944 1Il' 
6 ' 

(n.O 573) 

(n.O 573) 

X I = :Tr 
.... :7 6 

• . 2.0 SI: el centro de 'a circunferencia estuviese dentro de la faja, se obtendrá 
el área de la faja restando del área del círculo la S/lma de las áreas de los dos seg
mentos correspondientes a las cuerdas; luego 

A ~ ,,-r' - r' (h _ 3 0 ) _ r' (2" 
12 12 

r ' r.; 
A ~ Z (,, + v 3 ) 

Aplicación. - Para R = 2 m 

A ~ ~ (3,1416 + 1,732) ~ 9,7472 m ' 

579. Para construir un óva lo de tres vér
t ices (fig. 391), se divide AA' = 2a en tre~ partes 
igua les; C es el centro del arco EF, y O es 
el de FF' . ¿Cuál será el área d el óvalo, en fun
ción de a? 

El área del óvalo comprende: 
a) El área de dos sectores de 60° y DF CO IllO 

radio. 

A' 

o 
-c-- d - ' 

- - 0 ---1 

Fiu 391 
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b) El área de dos sectores de 1200 y CF como radio. 
e) Menos e{área de dos triángulos equiláteros cuyo lado es CD = CF 

A ~ J..~DF' + ~"CF' - -.! CF'.J3 
3 3 2 

CF ~ 2a 
3 

y DF ~ 2CF ~ 40 
3 

A = 2!.. x 16a 2 + 2¡¡: X 4a 2 _...:LL x 4.0 2 

3 93 9 2 9 

A ~ 4a ' (4n + 2n _ .,[:3) 
9 3 3 2 

A ~ 2a ' (h - -v!:l) 
9 

Nota. - El -perimetro del óvalo vendrá dado por 

2 4 16 
2p ~ 3" rrDF + 3" "CF ~ 9 " a 
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580. ¿Cuál será el área del óvalo (fig. 392) que se obtiene dividiendo 
AA' = 2a en cuatro partes iguales? 

El área del óvalo consta de: 
a) Dos cuadrantes de radio D F. 
b) Dos cuadrantes de radio AC. 
e) N/mos el cuadrado CDC'D '. 

AC ~ .E.... CD ~ o -Ji. DF ~ a (0 + 1) 
2' 2 ' 2-

A ~ 2!. X DF' + 2!. X AC' - CD' 
2 2 

Area: 

A ~ ; [a' (~ + 1)' + ~ ] ~ a; 
A ~ " a' (2+1 + 2-./2 + J) _ o' 

8 2 

f-- a 

Fig.392 

A ~ na' (2 + /2l 2a' ~ a' h(2 + -./2) - 2) 
4 4 

Nota. - El perimetro del óvalo vendrá dado por 

2p ~ " DF + "AC 

2p ~ " [ o ( v;, + 1) + ~ ] ~ 
2 

2 + vÍ) 
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VIII. Area de las figuras curvilíneas 

581. . En un círculo O (fig. 393) se construye un sector de 60°, luego se 
describe la c ircunferencia O ' tangente en A y en S, ex tremos de los radios del 
sector. Calcular la superficie de la parte común a los dos cí rculos. 

Aplicación. - Para R = 2. 
El segmento AB, correspondiente al 

el círculo 0, tiene por área (n .o 573): 
ángulo de 60° en 

R' ¡;; A = - (2;, - 3 V 3) 
12 

(1 ) 

El segmento AB , que correspMlde a /In ángulo de 120° 
en Ci círculo O ' (el ángulo O' es suplemento del ángulo O ), 
tiene por área (n .o 573): 

A ' = ~; (h - 3 V3) (2) 

Expresémosla en f unció" de R. Ya sabemos (n .o 326) que. 

Fig. 393 
R' = lU!Í 

3 

Sustituyendo en la fórmul(l (2), tendremos: 

A' =' ( R V3) , X h - 3 v5 = R' 
3 12 

x 4, - 3 v5 
.36 

Demos a la f órmula (1) el denominador 36 y sumemos COIl (3): 

A" = R' X h - 3 V3 + R' X 6, - 9 V3 
36 . 36 

A" = ~~ X (ID, - 12 V3) = ~~ )( (5, - 6 V3> 

Ap licación - Para R = 2, tenemos 

A = ~ (h - 6 V3) = 1,1813 m ' 
1~ 

582. Siendo a el lado de un cua<h-ado (fig . 394), 
calcular el área de la Cruz de Malta, que se obtiene 
trazando desde los vértices arcos tangentes, dos a dos, 
en el punto ' medio de las diagonales. 

(3) 

El área de un brazo de la CTllZ es igual al área del 
cuadrado menos el área de los 'sectores BEF, DHl y. de 
los triánf!lllos AHE y elF. 

f-~-- a----'-~ 

Fit:. 394 
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Radio de los arcos = diagonal 
2 

= aV2 
2 

Area de los dos sectores: ~(af)' 
(a - _~ti-)' Area de los dos triángulos: 

pues es tos dos triángulos juntos forman un cuadrado de lado (a - BE) 

Area 

Area 

Area: 

A = 2 [a' - ~a' - a' - ti' + a' v'2] 
. 4 · 2 

[ 
r;; ,m' a' ] a' r;; A = 2 ti V 2 - -- - - = - (4 V 2 - ~ - 2) 

422 

A = a"x 0,2576 
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583. Dado un cuad rado ABCD (fig. 395), de lado 111, d escle dos v~rtices 
opuestos, con un rad io Igual a 111, se describen dos 
arcos de círculo que por sus intersecciones determinan 
una figura llamada naveta". Calcúlese el área que tiene 8 
en función del lado m. 

El área de la naveta es ·igual al área de los dos 
sectores de 900 menos el área del cuadrado. 

Por tal1to, 

A = rrm2 
_ 

2 
m ' 

= -- (e< - 2) 
2 

A = m ' X 0,5708 

Nota. - T ambiéll puede hallarse restando del área 
del wadrado la de dos triángulos mixtilineos. 

m e 

Fig. 395 

584. En un cuadrado (fig. 396), cuyo lado es igual a 2a, se in scri be una 
circunferencia; desde los vértices del cuad rado se de3criben , cQn el radio de la 

circunferencia, cuatro arcos, que con la circunferen-
A 8 cia detem'linan la figura que aparece sombreada. 

DL---=::~2Wa=-.Jc 

Fig.396 

Calcular el área de esta figu ra. 

Area pedida = Area círculo - Area cuadrilátero wr
, vilíneo. 

Area del ciTado: 

Area cuadrilátero curvililleo 
de los 4 sectores: 

A, = 4a' - 4 X 

Area cuadrado - Area 
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Are~ pedida.-

A ~ a' x 2,2.832 

585. Desde los cuatro vértices de un cuadrado (fig. 397), de lado m, con 
un radio m, se describen arcos en la región interior. Calcúlese el área de la figura 
que aparece no sombreada. 

ATea pedida = ATea cuadrado - ATea 4 triángulos mixtilíneos. 

ATea triáng. mixtilíneo ·ABE = ATea cuadrado - 2· area sector DAE -;- ATea 
triáng. equil. DEC. 

ATea del cuadrado.-

ATea del sector DAE: :tm2 x 30 
A, .~ 360 12 

ATea triángulo equiláteru DF;C: A ., ~ . m' .v3 
. 4 

ATea triángulo mixtilíneo ABE' 

A ~ m' - hm' _ m' ;;; ~ m' (12 _ h - 30) 
., 12 4 12 

Fig.397 
ATea pedida: 

1 m' ¡; m' ¡; A ~ m' . - A X 12(l2 - h - 3v3) ~ 3 (h '+ 3v3-9) 

A = m 2 X 0,82644 

586. Dado. .. un triángulo equilátero (fig. 398) ,cuyo lado es igual a 20, se' 
hacen pasar por el centro y por los vértices arcos 
que al cruzarse figuran una hoja de trébol; calcular 
el área de ésta . 

. El área pedida es igual a la de 3 segmentos iguales 
cuyas cuerdas S(JYl los lados, menos el área ·del triángulo 
equilátero. Cada segmento corresponde a un ángulo 
central de 1200 cuya área (n.o 573) es: 

R' ¡; A, ~ - (4rr - 3 V 3) 
12 . 

Pero AC es la cuerda que subtiende el aTCO de 1200 , 

luego: 

AC~ 2a ~ RV3 y 

Fig. 398 
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Sustituyendo en la jónnula tendremos: 

4a' Al =-- X 
3 

Area 3 segmentos: 

4" - 3 fi ~ 
12 

3A, 

Area triáng. equilátero: 

á; (h - 3 y'3) 
3 X 3 

a' (4" - 3 ;l:h 
3 

(2a)' fi ~ a' .J3 
4 

Area pedida: 
Za' ¡:;; A ~ 3A, - A, ~ --(Z" - 3v3 ) 
3 
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587. Dado un triángulo rectángu lo ABC (fig. 399), sobre la hipotenusa 
tomada como diámetro. describimos un~ semicircunferencia , y sobre los catetos 
tomados como diámetros, describimos otras dos 
semicircunferencias. Demostrar: 

1. o Que el área del semicírculo cons
truido sobre la hipotenusa, es igual a la suma 
de las áreas de los semicírculos construidos 
sobre los catetos. 

2.° Que la suma de las áreas de ~as lú
nulas de Hipócrates es igual al área del trián
gulo rectángulo ABe. 
• 1.° Como los tres semicírculos .son seme
jantes, sus áreas serán proporcionales a los cua
drados de los diámetros. esto es . a lo.{ cuadrados 
de los lados deL trwngulo 'f. 

Fig. 399 

Sean Al, A2 y Aa las áreas respectivas de los semicírculos, tendremos: 

o sea Al = A2 + Aa 
a' b' + i' 

y como a2 = b 2 + c2
, también será Al = A 2 + A a 

• 2.° Acabamos de ver que M + 1 + N + J = T + 1 + J 
de donde M + N~ T 

Lueflo la suma de las áreas de las lúnulas es igual al área del trián}!ulo rectángulo . 

588. En un cuadrado ahcd (fig. 400) de lado m, desde los vértices · traza
mos, con un radio 111, arcos que se c_ortan de dos en dos en los puntos A, S, C, D. 
Calcular: 

1.0 El área de la figura ABCD en forma de cruz. 
2. o La relación entre el area de la cruz mayor ABen y el área de la cruz 

menor abcd. 
1. ° El área de la cruz ABCn consta del área del cuadrado abcd y del área 

de los cuatro triángulos mixtilíneos aBb, aAd, dDc, cCb. 
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Area del cuadrado abcd: Al = m 2
• 

Area aBb = 2 sectores de 600 ~ triáng. equil. 

Area aBb = :7m'!. )( bO x .2 _ m~ ..j3 
360 4 

4 área aBb = 4:711/
2 

- m~ V3 
] 

A 

, 4';fm2 ¡;; 
Area CniZ ABCD = m2 + _ ._- - m~ V 3 

3 

~ m' (3 + h - 3 .J3) 
3 

B 

o 
= 111 2 x 3,4568 Fig . .too 

Area cn z abcd: ."r (2:7 + 3 ..J3 ~ 9) = m2 + 0,8264 
3 

Razón de las á reas de las cruces: 3 + 4 :7 - 3..J3 = 4,18 
h + 3 .J3- 9 

IX. Area de algunos polígonos 

e 

(n.O 585) 

589. H allar el área de un triángulo equilátero de 1,2 m de lado. 

l' ro 
A ~ 4" v 3. ~ 0,6235 In (G EOM. 568) 

590. Hallar el área de un triángulo equilátero inscrito en un círculo de 
60 cm de radio . 

3R' A ~ - 4-.J3 ~ 0,4676 m ' (GEOM. 550) 

591. Un triángulo isósceles tiene 87 cm de a ltura; el ángulo de la base 
vale 30°. ¿Cuál es el área de este t rd n gulo? 

La altura del triángulo isósceles determina dos triángulos rectángulos, cada 
UIlO de los cuales tiene W I ángulo de 300, opuesto al lado de 87, ,por consiguiente, 
cada uno de estos triángulos rectángulos es la mitad de un triángulo equilátero cuyo 
lado es el duplo de 87. 

Por td,llO, el triángulQ isósceles es equi'l1aJe1lle a im triángulo equilátero cuyo 
medio lado tielle de longitud 87 (GEO.M. 568). Lllego 

A ~ l ' .J3 ~ (87 X 2)'.J3 ~ 13 109,508 eIn' 
. 4 4 . 

592. ¿Cuál es el área de un cuadrado inscrito en un círculo de 20 cm de 
rad io? 
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Lado del cuadrado inscrito: 1 = R ..J2 (GEOM. 577). Luego 

A ~ (R v0)' ~ 0,08 m ' 
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593. ¿Cuánto ha de tener el lado de un triángu lo equilátero para q ue el 
área sea de 12 m 2 ? 

de donde 

y 

F A ~ 4V3 ~ 1 2 

l' ~ ~~~ ~ 16 V3 
V3 3 

I ~ .¡u;;7j ~ 5,26~ m 

594. ¿Cuál es el árt::a del octógono regl.lin r insc rito: 
• 1.° En un círculo de SO cm de radio. 
• 2.0 En un círculo de 1,2 m de radio. 
• 3.° En un círculo de 4 m de radio? 

A ~ 2R' v0 
• L' A ~ 2 x 0,8' v0 ~ 1,81 m ' 

• 2. 0 A ~ 2 X 1,2' v0 ~ 4,0729 m ' 

• 3.' A ~ 2 x 4' v0 ~ 45,2547 rn' 

(GEOM. 568) 

(GEO''- 578) 

595. ¿Cuál es el áren de los exágonos , 
1.0 3 m 2.0 1,5 m 

regulares que tien en de lado: 

3.° 20 cm? 

• 
• 

• 

A ~ 3/' V3 
2 

A ~ 3 X 9 fi ~ 23,382 rn' 
2 

2. o A ~ 3 X 1.5' fi 
2 

3.0 A ~ 3 X 20' fi 
2 

~ 5,8455 rn' 

= 1039,2 cm!! 

(GEO.M.580) 

5%. ¿Cuánto ha de medir el lado de un exágono regu lar para que su 
área sea de 30 m 2 ? 

31" ¡;; A ~ --V 3 ~ 30 
2 

l' ~ 1!L:Li ~ 11 5467 
3 ' 

r ~ .)11 ,5467 ~ 3,398 rn 

(GEOM. 580) 
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597. ¿Cuál es el área del dodecágono inscrito en un círculo de 2 ,10 m 
de ra'dio? 

A = 3R~ = 3 X 2,P = 13,23 m.2 (QEOM.579) 

598. ¿Cuál debe se< la longitud de un octógono ,egulac pa,. que su á,ea 
sea de 12 m 2 ? 

(GEoM.581), A ~ 21' (1 + .Ji); 12 ~ 2(' (1 + .Ji) 

1 ~ ~ ~ . /6 (.Ji - 1) ~ .J2,4852 ~ 1,576 m 
'.}.Ji + 1 y . 

599. ¿Cuántas baldosas en forma de exágono regular de 80 cm de lado 
se necesitan para embaldosar una habitación de 6,50 m de longitud por 4,72 m 
de anchura? 

Area de la habitación: 4,72 X 6,5 m 2 

Area de UIl eX(Ígono: 3 X °;,82 -V3 m~ 

Número de baldosas: 4,72 X 6,5 ~ 2 = 18 baldosas, más una para una 
3 X 0,8' 3 

superficie menor que la de un exágono, es decir: 19 baldosas. 

600. ¿Cuántas baldosas en forma de triángulo equilátero de 15 cm de 
lado se necesitan para embaldosar una habitación de 4,38 m de longitud por 
2,75 m de anchura? 

Area de la habitación: 

Area de una baldosa: 

Número de baldosas: 

4,38 X 2,75 m' 

0,15': .J3 m' 

4,38 X 2,75 X 4 1236 . j' . ¡;:, = , mas una para una super U:le 
0,15'v3 . 

menor que la de un triángulo, es decir: 1237 baldosas. 

X. Problemas 

601. Añadiendo alrededor de una finca rectangular una faja de terreno 
de 10 m el área aumenta 57 áreas. Si únicamente se añadiese a un lado menor 
y a los dos mayores, el aumento sería de 40 áreas 50 centiáreas. ¿Qué dimen
siones tiene la finca? 

Sean a y b las dimensiones, siendo a > b. 
El enunciado da: (a + 20) (h + 20) ~ ah + 5700 

y (a + 20) (h + 1 O) ~ ah + 4050 
de donde 200 + 20b ~ 5300 (1) 

lOa + 20b ~ 3850 (2) 
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l Oa ~ 1450 
a ~ 145 In b ~ 120 In 
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602. Dado un cuadrado de lado a (fig. 401) si sobre sus lados o sobre 
sus prolongaciones tomamos, en igual sentido y a partir d e los vértices una 
misma longitud m y unimos luego los puntos obtemdos: 

1.0 Probar que el cuad,ri látero ha llado es un 
cuadrado. ~--7r-71C 

2. ° Demostrar que ambos cuadrados tienen un 
mismo centro. 

3.° Calcular el área si m = 50 /7. 
• 1.0 · Los triángulos rectángulos EAG, GBF, ,FCH 
y HDE son iguales por lener los ca tetos respectivamente 
iguales. luego.-

EG ~ GF ~ FH ~ H E 

Tenernos también.-

L AGE + ¿ BGF ~ 900 

A G 
Fig.401 

Luego: ¿EGF ~ 180' ~ (L 'AGE + ¿ BGF) ~ 1800 - 90' ~ 90' , 
De igual modo: L GFH ~ ¿ FHE ~ ¿ HEG ~ 900 

por lo . que el cuadrilátero EGFH es un cuadra d o. 
• 2.0 Sea O el "centro del cuadrado ABCD. Tratemos O E y OF. 

F 

8 

Como OA = OC ( semidiagonales) , EA = FC ( cOIlS!rllCCióll) y L EAO = L FCo. 
(altemos z·nternos) . los triángulos EOA y FOC sal/ iguales. 

Luego . OE ~ OF y LAOE ~ LCOI' 
por tanto los puntos E, O y F están alineados y EF es diagollal del cuadrado EG FH 
Y el punto O (punto medio de la diagonal), es también centro de dicho cuadrado. 
• 3. o En tIl triángulo rectángulo EAG tenernos.-

EA = m = Sa 
7 

y AG ~ AB _ GB ~ a _ 5a ~ 2a 
7 7 

Area del cuadrado EG FH: 

Nota. - En el caso en que los puntos EG FH estuvieran en la prolongación 
de los lodos, un raciocinio análogo conduce a Los mismos resultados en los dos pri
meros apartados. 

En cuanto 013.° tendremos: EA = (a + :;) = l ~a y 

A ~ EG' ~ EA' + AG' 

AG ~ 5a 
7 
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603. Sobre los lados de un exágono regular (fig. 402) de 3 m de lado, 
se construyen rectángulos de 1,5 m de altura, y luego se unen los vértices próxi 
mos del rectángulo con arcos t razados desde los vértices del exágono como 

centros. Calcular el área total de la figura ob
ten ida. 

La Jigitra emula del exágono regular, más 
6 rectángulos, y 6 sectores de 60°. 

Area del exágono: 

3a' ti = 27 IJ = 23 382 m ' 
2 2 "J , 

Area de los 6 rec tángulos : 

6 X a' = 3 X 9 = 27 m' 
2 

Area de los 6 sectores de 600 o círculo entero: 

Fig. 402 
na' = 3,1416 X 9 = 70686 m ' 
4 4 ' 

Area total : A = 57,4506 m !! 

604. L os lados de un paralelog ramo (fig. 403) tienen 100m y 80 m y 
los ángulos valen 12oo y 60°. 

1 .0 Dígase la naturaleza de la fiF'ura formada po r los puntos de concurren
cia de las cuatro b isectrices. 

2 .° ·Calcular el área de los dos cuadrilá-
teros. 

3. o Demostrar que las diagonales de la 
segunda figura son paralelas a los lados de la 
p r imera. 

~-----r--,iC 

• 1.0 Como los ángulos A y D , B y e SOll 

suplementarios, sus bisectrices serán perpendiculares 
y, por tanto, el cuadrilátero EFGH será un r ec -
tángulo. ¡i, 

• 2.0 a) L A = 60°, la altura h = AD
2
.J3 Fig.403 

Area ABCD: A = AB X AD V3 ~ 100 X 40 V3 = 6928 111' 
2 

B 

b) En los triángulos rectángulos GAB y FBC, como los ángulos en B tienen 
600, resultará: 

BG AB. BF = BC 
2 ' 2 

AG ABV3 
2 

y FC = AH BCV3 
2 



r 
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GB ~ BG - BF ~ AB - Be ~ 10 m 
2 

HG ~ AG - AH ~ (AB - AD) 4 ~ 17,32 m 

luego area EFGH: A ~ 10 X 17,32 ~ 173,20 m ' 
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• 3.° La diagonal HF es paralela a AB, pues los lados AG .)1 BG .Quedan di
vid,:dos en la misma re/adón; en efecto: 

AH 
AG ~ 

1/2 Be-J3' 

1/2 AB .j3 
Be 
AB 

y BF ~ 1 / 2BC ~ BC 
BG 1/2 AB AB 

por cons1guiente, AH BF 
AG GB 

De WI modo análogo demostraríamos que EG es paralela a BC. 

60S . En un rectángulo ARen (fíe. 404) cuya base AB = 120 m y cuya 
altura AD = SO m trazamos por el centro O 
el segmento FG = 2AB paralelo a las bases 
y tal que los puntos F y G queden fuera del 
rectángulo; si unimos luego FA, FD, CB, ce 
con segm entos que se corten en 1 y H : 

1. o Demostrar que los vértices del rec-
tángulo son los puntos medios del cuadri látero .F G 
obtenido. 

2.0 Que IH es perpendicular a FG. 
3.° H allar la razón entre las áreas de los 

triángu los AHB, HFG. H 
. 4.° Calcular el área del cuadrilátero FHCI. 

• 1 . o Los seflmentos De y AB son para lelos Fig. 404 
a FG e iguales a su mitad, fueRO: 

--º-- ~ ~ ~ OC ~ AB ~ AH ~ BH . ~ ..L 
GI FI FG FG FH G H 2 

Por tanto el '= G1 . 
2 ' 

DI ~--ª-. 
2 ' 

BH ~ GH 
2 

AH ~ FH 
2 

• 2.° F I = FH y G I = C H , luego FG es mediatriz de HI ; y HI es per-
pendicular a FG. 
• 3.° .6. HAB - .6. HFG. La razón de sus áreas es igual al cuadrado de la 
razml de semejanza, por tanto: 

ATea L'> HAB ~ (..L)' ~ ..L 
A Tea L'> HFG 2 4 

• 4.° Como el cuadrilátero FIHG es simétrico COrl relación a la diagonal FG, 

Area FlGH ~ FG x HI 
2 

2AB x 2AD 
2 

240 x 100 ~ 12000 m' 
2 
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606. En una circunferencia (fig. 405) de 50 mm 
de radio se inscribe un rectángulo de 40 mm de 
ancho. 

1.° Calcular el área total de los cuatro seg
mentos comprendidos entre la circunferen cia y el 
contorno del rectángulo . , 

A~-~~-~IB 2.° ¿Qué figura se obtiene al unir los puntos 
medios de los lados del rectángu lo ? 

Fig. 405 

3. o Calcular el perímetro y el área de esa figura 
geométrica. 
• 1.0 El área total de los cuatro segmentos es igual 
al área. del círculo menos el área deL rectángulo inscrito. 

ATea del circulo.
Lado 

nr' ~ 31 416 X 5' ~ 78 54 cm' 

AB ~ 2 .)5' - 2: ~ 2 V2i ~ 9:16 cm 
Area 
Area de los segmentos: 

ABCD ~ 9,16 X 4 ~ 36,64 cm' 
78,54 - 36,64 ~ 41,90 cm' 

• 2..., El cuadrilátero EFGH tiene los lados iguales, pues los triángulos, tales 
como AEF, EDH, SOl1 iguales y las diagonales EG y HF son perpendiculares; luego 
EFGH es un rombo. 
• 3.0 Se tendrá, pues: 

Perímetro EFGH: 
EF ~ OA ~ 5 cm 

5 X 4 = 20 cm 

Area EFGH = -1- área ABCD = 18,32 c~!! 

607 . Se extiende u na cuerda bien tensa entre 
d istan tes cn t re sí 5 m; luego se lijan los extre

los puntos A y B (fig . 406) 

mos de otra cuerda que mide 25 m en los 
m ismos puntos; se tira de ella de modo que 
forme con 1<1 primera: 

1 y U n t riángu lo RAe¡ rectángulo en A. 
2.0 Un triángulo isósceles tal que AC2 = 

C~B. Calcular el área limitada por ambas 
cuerdas en cada caso. 
• 1.0 El triángulo rectángulo BAC¡ da: 

al + b1 = 25 (1 ) 

y 

25 
(2) 

b, 

e, 

Sumando y restando (1) y (2): 

25 + 1 
al = --2- = 13 m b, ~ 25 - 1 ~ 12 m 

2 

Area rectángulo BACI : A ~ 5 x 12 ~ 30 m' 
2 

e, 
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• 2.° El triángulo isósceles BAC! da: 

Altura: CH ~ a - - - - - - -\J. ' ( AB )' - J( 25)' ( 5 )' 
2 2 2 2 

Area triángulo BAC2 : A ~ 5 X 5 v1 ~ 25 X 2,45 ~ 30,625 no' 
2 2 

608. En un triángulo ABC (fig. 407), la basé BC -tiene 72 m, la altura y 
la mediana correspondientes tienen respectivamente 45 m y 60 m. 

1.0 Calcu lar la longitud de los lados AB yAC. 
2. 0 ¿Qué radio tendría un círculo que tuviese igual área que el tr,iángulo 

dado? 
• 1.0 Sean AH la altura y AD la mediana: 

HD ~ .) AD' - AH' ~ .)60' - 45' ~ ,J1S7S ~ 39,686 m 

HB ~ 39,686 - 36 ~ 3,686 m 

HC ~ 39,686 + 36 ~ 75,686 m 

AB ~ .J-AH' + HB' ~ .)""4,=·'- +--=-3--:,6-=-86:::' ~ 45,15 In 

AC ~.) AH' + H C' ~ .)45' + 75,686' ~ 85,05 In 

• 2.0 ATea ABe: A ~ 72 x 45 ~ 1620 m' 
2 

El radio del círculo de igual área será: 

r ~ J16~0 ~ 22,70 m 

A 

A 1, t& 
A M' E P F N' B H B D e 

Fig.407 Fig.408 

609. Eri un trapecio ABCD (fig. 408) la base mayor AB tiene 264 m, 
la altura 75 m; L A = 45° y L B = 60°. 

1. o Calcular el área del trapecio. 
2.° ¿En qué punto de AB, a partir de A , habrá que trazar la altura que 

divida el trapecio en dos partes equivalentes? 
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• 1.° LA = 45°; por tanto, AE = DE = 75 m 

L B ~ 60<>, FB ~ FC ti ~ 25 .JJ ~ 
J 

43,30 m 

DC ~ 264 - (75 + 43,30) ~ 145,70 m 

Area ABCD ~ 264 + 145 ,70 X 75 ~ 1536375 m ' 
2 ' 

e 2. o El área del trapecio es igual al producto de la base media por la altura.
la altllra que divide al trapecio 01 dos parles equi'l.;alelltes deberá pasmo por el PUl/
lo O medio de la base media)' la distancia que separa a dicha altura de A saá: 

AP ~ AM' -'- M 'P 

AM' = AE = 75 = 375m 
2 2 ' 

M 'P ~ M'N< ~ MN ~ AB -'- DC ~ 264 + 145,70 ~ 102,425 m 
2 2 4 4 

Luego AP ~ 37,5 + 102,425 ~ 139,925 m 

"610. Sea el cuadri látero ABCD (fig. 409) ci rcunscrito a un,~ circunferencia O 
de radio R, y tal que la diagonal AC pase por el centro, que L A Y L e sean su
plementarios y que AO = 2R. Si E y F son los puntos. de contacto de AD y O C, 

calcular: 
A 

Fig.409 

1. () Los ángulos B, D Y FOC. 
2.° E l área de OEA. Aplicación: R = 1,2 ffi. 

3.° L a longitud de OC. 
4.° El radio de la circun ferencia circunscrita al 

trapezoide ABeD. 
• 1. 0 ¿ A + L C = 180<> 
por tanto 

L B + L D ~ 18()o 
L\ABC = 6 ACD por teller los 3 lados iguales, Illego 

L B ~L D ~ 180 ~ 900 
2 

En el triángulo rectánglllo AEO 

OE ~ R ~ OA luego LOAE ~ 300 Y AE ~ R .J3 
2 

Por correspo1ldientes L FOC = L. OAE = 300 

• 2. 0 Area LlOEA: 

para R = 1,2 m 

OE X AE 
2 

R X R.JJ R' .JJ 
2 ~ -2-

1.2' ti ~ 1,24704 m ' 
2 
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• 3. 0 OF es la altura del triáng. equiLátero de lado OC: 

OF ~ R ~ OCV3 
2 

de donde oc ~ ª-Yi 
3 

para R = 1,2 m oc ~ 2 x 1,2 x 1,732 ~ 1,3856 m 
3 . 

• 4.u Radio de la circll1lferencia circunscrita: 

r ~ AC ~ AO + OC ~ J... (2R +~) ~ R + .B...YÍ ~ 
2 2 2 3 3 

para R = 1 ,2 m r ~ 1,2 (3 + 1,732) ~ 1,8928 m 
3 

249 

R(3 + V3) 
3 

611. Dada una circunferencia O (fig. 41 0) se trazan en ella, a distinto 
lado del centro, dos cuerdas paralelas AB y CD, la primera igual al lado del 
triángulo equilátero inscrito v la segunda igual al radio: si unimos luego sus ex
tremos, queda formado el trapecIO ABCD que tiene 
10 cm~ de úrea. Calcular: 

l . o El área del círculo. 
2. o El perímetro del trapecio. 
3.° L a longitud de sus diagonales. 

L AOO ~ L CO B 

~ ÁD ~ 360 - éD - .W ~ 360 - 60 - 120 ~ 900 
2 2 

L ABO ~ L BDC ~ L BAC ~ LACB ~ ~ ~ 450 

D 

Fig.410 

Por tanto, ó DOC y bo AOB son rectángulos e isósceles así como los L.\ AOF 
y t:.DOE. 

AB ~ R V3, AD ~ BC ~ R.j2 De ello se sigue: CO ~ R, 

• 1.0 Altura trapecio: CD AB EF ~ EO + OF ~ -- ~ --
2 2 

EF ~ ~ ~ ~ ~ RO + 0) 
2 2 2 

Area trapecio: Al R + Ry) X RO + y)) 
2 2 

10 

de donde: R' ~ _---,40~~ 
(l + 0)' 

20 ~ 20 (2 - V3) 
2 + V3 
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Area circulo: A = nR2 = 20:r (2 - ..j3) = 16,84 cm~ 
• 2.° PeTlmetro ABCO: 2p = R + R ..Ji + 2R V2 

2p = R (1 + .j3 I 2,J2) = R x 5,56 

AO = J3R' = R y'¡; 
2 2 

3." . En 6 AOB: 2AO' = AH' = 3R' • 

En 6 COD: 20C' = CD' = R' oc = r¡;; = R y'6 V2 2 

AC = BD = AO -L OC = R y'6 + -ª-:YÍ = R (y'6 + .Jz) 
2 2 2 

612 . Dada una 
cuerda AB a 8 m del 

circunferencia de 17 m de radio (fig. 411) trazamos ti 
centro y . el diámetro COD perpendicular H dicha cuerda. 

e Calcular la longitud de la m isma y además la de las cuer
das CA y AD y "el área del trapezoide inscrito ADBe. 

m 

y rn 

y 

o 

CA = y'CD X CF = 17,49 rn 

AD = ~!CD X DF = 29,154 rn 

El trap/!::::oide ADBC es simétrico con relación a eD. 

Fig.411 Area: A = AB X CD = 30 X 34 = 510 rn' 
2 2 

613. Dada la circunferencia O (fig. 412) trazamos los diámetros AB y CD 
perpendicu lares entre s í. 

1 .0 Demostrar que el cuaurilátero AOBC es polí- E 
t.:0llO regular. 

2.° Calcular el lado y la apotema del mismo, en 
fu nó ón de R = 1,6 m. 

3.') Si prolongamos el lado BC hasta que encuentre 
en E ti In tan.f.{cnte trazada en A , ha llar el área de la figu
ra mi xtilínea limitada por AE, EC y arco CA. 

• 1.'1 I.os lados AC = en = BD = DA, porque sub-
tie1ldell arcos iguales. 

Los ángulos A, B, e, D también SO I1 iguales por ins
critos en I/lta semicircunfere11cia ; por tal1to, el cuadrilátero 
ACDB es un polígono regular, un cuadrado. Por COl1 -

s~glliellte (GEOM. 442). 

• 2.° AC = R,J2 = l ,6 ,J2 = 2,2627 rn 

A.~--'O~--'" B 

o 
Fig. 412 
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Apotema: OF ~ R V2 ~ 1,6 Vi ~ 11323 m 
2 2 ' 

• 3.0 El área que se busca se compone del área del trapecio AOCE menos la 
del sector de 90°, ·AOC. 

para 

Area trapecio: A, ~ AE + OC X AO 
2 

Los triángulos rectángulos semejantes BAE y BOC dan: 

. AE . ~ AH 
OC OH 

Area AOCE: 

Area del sector AOC: 

de donde AE ~ 2R X R ~ 2R 
R 

A, ~ ~ X R ~ 3R' 
2 2 

Area EAC: A ~ 3R' _ n R ' ~ R'. (6 _ ,,) 
2 4 4 

R ~ 1,60 m A ~ 1,8294 ro' 

614. Un jardín circular tiene alrededor un paseo uniforme; la circunfe
rencia exterior excede a la interior en 6,6 m , y el área del paseo es de 47,355 m2

. 

Calcular el área del jardín: :r = 22/7. 

Se tiene 2:rR - 2:rr = 6,6 m 

de donde 33 R - r = -=-=- = 1,05 m , 
y 4'7,355 ~ " (R' - r') ~ ,,(R + r) (R - r) 

de donde R + r ~ 47,355 47,355 = 14 35 m 
n(R - r) 3,3 ' 

Restando la (1) de la (2) da: r ~ 6,65 m. 

22 X 6,65 2 

Area deljardín: A = 7r1'2 = =~~=-
7 

138,985 m ' 

(1) 

(2) 

615. Dada una circunferencia de radio R = 0,60 m, y un punto C fl,lera 
de ella, pero tal que OC = 2R, si trazamos la tangente CD, se desea conocer: 

1.° La longitud de esa tangente eD. 

• 
• 

2.° El área del triángulo COD (fig. 413). 

1.0 

2.° 

CD ~ .JOC' - OD' ~ R .j3 ~ 1,04 m 

Area COD ~ CD X OD ~ ~ ~ 031176 m ' 
2 2 ' 
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616. 
1.0 

e 

B 
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Oada una circunferencia de rad io OA = R (fig. 413). 
DeterrniPar sobre la prolonp~c ión de este rad io un punto B. tal que 

l~ tangentes BD y Be ' con la cuerda que une los con 
tactos C'HD formen un t ri ángulo equilátero. 

2.0 Calcular la long itud de C 'D, BH y el área del 
triángu lo C'OD . 

3.° Const ruir la figu ra cuando R = 30 mm. 
• 1.0 Si l\.HC~D .es eqw7átero, será L BC'D = bao )' 
LOBD ~ 30°. 

En .6BDO (,:ectángulo) : OB = 20D = 2R. ¡-;;-
• 2 o El arco e'AD = 1200; luego C'D = R V 3 

para .R = 3 cm : C'D = 5,196 cm 

BH ~ OB - OH ~ 2R - ~ ~ ~ 
2 2 

para R = 3 cm: BH = 4,5 cm 

F'ig. 4 13 Area C 'OD: A ~ C'D x OH ~ B:..fl ~ 3897 cm' 
2 4 ' 

• 3. o Se traza una circwiferencia de radio R = 3 cm y sobre OB = 2R = 6 cm 
como diámetro se describe una circunferencia, la cual determinará sobre la cirCUIl

ferencia dada O los puntos de contacto' C' y D . 

617. Se n os da una ci rcunfert;~cia O (fig. 414) de diámetro AB = 2R . 
En el extremo A t razamos una tangente y en el otro extremo B una secante, 
la cual corta a la circunfe rencia en e y a la tangente en D y fo rma con AB un 
ángu lo de 30°. 

1.0 Calcular BC, CD , AC y AD. 
2.0 Demostrar que exis te otra circunfe rencia que pasa por B y C, y además 

es tangente a A D , dando una idea de ell a. 

3.0 Calcular el área del triángulo ACD externo a la circunfe rencIa . 

• 1.0 L B = 300 luego ÁC = 60° '\1 AC = R 

CB ~ .JAB' - AC' ~ .J 4R' - R' -~ R .j3 

LlABC ~ LlADC D C 
AC 

AD AC 
AB CB 

de donde DC ~ AC' ~ --ª'--- = R .j3 
CB R .j3 3 

AD ~ AB X AC 
CB 

~~ ~ 2R fl ~ 2DC 
R .j3 3 

• 2.0 Si TeS es la circunferencia pedida, tenelllos: 

DT' ~ DB x D C ~ AD ' 

T I-~ _ _ _ ----'O ' 

I , 

Fig.414 
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Para hallar el punto T de contacto, bastará llevar DT = DA. El centro O ' 
se determina con la mediatriz de CB y la perpendicular T O ' a la tangen te trazada 
en A. 
• 3.° El área del triángulo mixtilíneo ACD se compone del área del triángulo 
ACD menos el área del segmento de 600 (n .o 573): 

A = R' v'3 _ ~ (h - 3 v'3) 
6 12 . 

A = ~ (5 v'3 - 2,,) 

618. En una circunferencia (fig. 415) O de radio R se trazan dos diámetros 
peroendicu lares AB v CD, y por e l oun to D, m edio de OC. se. traza E F paralela 
a AB. Si después se trazan las cuerdas AE, BF prolon
gándo las hasta que se corten en 1\1, ca lcular: 

• 

t . ° El área del t rapecio AEFB. 
L.O El área del triángulo EMF. 
3.°. El segmento circular ECF. 

1.° Area AEFB: A = AB + EF X 00 
2 

E F es la cuerda de 12oo ya que su distancia al centro 
" 0 0 = R/2 (GEOM. 449), por tanto EF = R v'3. 

Luego 

A = 2R + Rfl 
2 

x R = 
2 

R' (2 + v'3) 
4 

<1 f----"1I:<---H8 
O 

Fig.115 

• 2.° Tracemos FG paralela a AE, por lo que .6.EMF,......., 6.GFB y notando 
al/e la altura de 6.G FB es igual a OD , tel/emos: 

MO 
0 0 

EF . MO 
GB' R/2 

M O = R vIJ 
212 - v'3) 

R v'3 v'3 
2R - R v'3 2 - v'3 

R v'3 (2 + vIJ) 
2 

A = EF X M O = R v'3 X R ';'3 (2 + 0 ) 3R' (2 + v'3) 
4 2 4 

• 3.° L EOF = 12oo; el segmento ECF es igual al sector EOFC menos el 
triángu lo EOF, esto es (568): 

Area EOFG, 
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619. Sea el rombo ABen (fig. 416) en el cual L ·A = 600 , Si unimos 
A y B con los puntos e ' y D ' simétricos de e y D respecto de AB, probar que: 

1.0 ABD'C' es un f9mbo igual que el pri- _ 
mero. 

2. 0 ADD ' es un triángulo equilátero. 
A 

3. 0 CDD'C' es un rectángulo. 
4.° ACD'C' es un trapecio isósceles. 
5. 0 Calcular: el área del triángulo equilá

D"~---"':i(---+--'4C . tero, del rectángulo y del trapecio isósceles men
cionados, en función de AB = a. 
• 1. o El cuadrilátero ABD'e ' es igual que el 
rombo ABDe por ser simétrico de éste con relación 
a la recta AB. . 

o 
Fig.416 

• 2. 0 El triángulo ADD' es equilátero, pues 
AD' = AD como simétricas con relación a AB 
y L DAD' ~ 2 LDAB ~ 60". 
• 3.° El cuadrilátero ene'D' es un rec-

• tángulo; en efecto , D'e' es paralela a De como simétrica de una paralela al eje 
AB y CC' y DD' son perpendiculares a DC y D'C', pues lo son a su paralela AH. 
• 4.° El cuadrilátero ACC'D' es un trapecio isósceles, pues LACB + 
+ ¿C'AC = 180°; por tanto, D'C y C'A son paralelas; por fin, ~omo se ha v isto 
ya (J.o), D 'C' ~ AC. 

El cuadrilátero CAC'D es también un trapecio isósceles e igual al trapecio 
D 'C'AC. 
• 5.° Como BA = BD = BD', DAD' es el triángulo equilátero inscrito en 
la circunferencia, cuyo centro es B y el radio, a; por tanto: 

Area ADD': A ~ (a hl' -/i ~ 3a' fi 
4 4 

Dimensiones del rectángulo CDD'C' : ~ 
DD' = a.y'3 (lado del triángulo equilátero inscrito) 

A ~ a X a v3 ~ a' v3 
DC ~ a y 

Area CDD'C': 

Bases del trapecio ACD'C'; AC' = a y CD' = 2a; 

Area AC~'C': A ~ 3a x a v3~ 3a' -/3 
2 2 4 

.620. Dada una circunferencia O (fig. 417) 
de radio R señalamos en ella cuatro puntos, M 

altura: 1/2 a v3 
S 

A, B, e, D, tales que el arco AME. = 120°, 
arco BC .= arco cn = 60°. Los segmentos AB 

. y en prolongados se cortan en S y las cuerdas 
AC y BD en E. A fE---+~----¡ot-'H 

1. o Calcular L ASD ~ L s, L BEC ~ 
~ L m y LBCS ~ L n. 

2.° Hallar, en función de R, las longitudes 
AB, BC, SD, SA, EA, EB, SO, así como tam
bién la distancia desde B al segmento se. Fig.41 7 
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3.° Calcular las áreas SBC, SAD y ABCD así como la del seg. circular AMB. 
4.° Si unimos los puntos medios de los lados del cuadrilátero ABCD, probar 

que la figura que se obtiene es un rectángulo y hallar el área del mismo. 

• 1.0 ¿ s ~ ÁD - oc 12OO - 6OO 
30' 

2 2 

¿ iii ~ ÁD " OC 
2 

1200 + 6OO 
2 

= 90° 

L íi = OC t- éD 6OO + 6OO 60° 
2 2 

• 2° AB es el· lado del triángulo equilat.ero y . Be del exágono inscrito: 

AB ~ R .J3 y BC ~ CO ~ R 

El triangulo ACS es isósceles, pues ·LA = Ls = 30°; la altura CB divide 
a AS en dos partes iguales ; pur tanto, 

SA - 2AB ~ 2R .J3 
SD ~ SC + CO ~ AC + CD ~ 2R + R ~ 3R 

EA es la altura del uiángllll/ l'quilátero inscrito; por tanto, sera : 

EA ~ 3R . 
2 . 

EB ~ BO ~ .!!..Yl 
2 2 

SO es la mediana del triállgulo ASe; la fórmula (GEO~1. 363): 

a' + b' ~ 2d' + 2m' dara 

es decir: SO' ~ SA' -'- SC' _ R' ~ 12R' + 4R' R' = 7R' 
2 2 

SO ~ R -v7 

• 3.0 Area SBCo A :' BS x BC R.J3 ~ R ~ R' .J3 
2 2 2 

Area SAD : A AO x SO 3R x R.J3 ~ 3R' .J3 
2 2 2 

Area ABCD: A AC X BD 2R x R jJ ~ R' v f3 
2 2 

Area segmellta 1200 AMB: A ~ ~ (4:1 - 3 .J3) (n. " 573) 

• 4.0 El cuadrilátero FGIJ es un rectángulo porque SI/S lados son respecti7."a 
mente paralelos a las diagonales AC y BD, las cuales son perpendiculares en tre si: 

FG ~ JI = AC ~ 2R ~ R 
2 2 

lG = JF = BO = R .J3 
2 2 

v l!....Y'i _ R' .J3 - - --
2 2 

Area FG IJ: A ~ FG X IG = R 
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• 

• 
• 

621. En una circunferencia de radio r = 2 cm (fig. 418) se traza el n\dio OB 

BC 
OE 

e perpendicuiar al diámetro AD y luego por el pumu e, 
medio de 00, trazamos la recta HE paralela a OB, 
la recta AB que corta a HE en el punto C y luego 
la tangente CF. Se desea conocer: 

Fig. 418 

AB 
AO 

J.o AB, CB, CE, BE, HE. 
2.° El área del segmento AMB. 
3.° El área del trapecio OBCE. 
4.° La longitud de la tangente CF. 
5.° Oetenninar gráficamente el punto del arco 

BO desde el cual se vea BE bajo un ángulo recto. 
• 1. ° AB = cuerda de 90° = lado del cuadrado 
inscrito = R v'2 = 2,8284 cm.. 

Los segmentos paralelos OB y EC permiten es-
cribir: 

BC ~ OE· AB 
AO ' 

1,4142 cm 

Como ¿ A = 45° el triángulo rectángulo AEC es isósceles; lue..go 

CE ~ AE ~ R + Be ~ ~ ~ 3 CIll 
2 2 

BE ~OB' + OE' ~ IR' + R' ~ ) SR' ~ Be v5 ~ 44762 CIll 
~ 4 4 2 ' 

HE ~ ~OlP _ OE' ~ Ir~-, -_-=RCC""' ~ p R' ~ Be -13 ~ 1732 CIll 

" 4 \ 4 2 ' 

2.' 

3 .0 

4.' 

Segm.ento AME = sector 90° - triángulo AOB 

:TR~ R2 R2 4 - 2 ~ "4 b - 2) ~ 3,1416 cm' 

Area OBCE ~ CE/ + OB 
2 

..l-ª- -'- R 
2 . B. ~ SR' ~ 2 5 cm' 

2 2 8 ' 

El teorema de la tangente (GEO:-'·L 378) da 

CF ~ ~ AC X BC ~ ~ (AB + BC) X BC ~ 

hR vf2 X R vf2 ~ Be .j6 ~ 2 45 CIll V 2 2 2 ' 

• 5.° Sobre BE como diámetro se describe una circunferencia; el punto I en 
que corta al arco BO será el que resuelve el problema , porque, en efecto, ¿ BIE = 900 
como inscrito en una semicircunferencia. 
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622. Dos semicircunferencias O y , O ' (fig. 419) son tangentes exteriores, 
y sus d iát:netros son 

AB y BC ~ AS/4 

Si se trazan las tangentes en A y eÁ e y las ~an
gentes comunes DE y BI: 

1.0 Demostrar que los triángulos 00'1, 
DO I Y EO'[ son rectángulos. 

2.0 Demostrar que -1 es el punto medio de 
FG, distancia de los puntos de ' contacto. 

3.° Calcular: a) BI , EG, AD en función 
de r = O'C. b) El área del trapecio ACED y 
la de éste no comprendida en los dos. semicírculos 
dados. 

Aplicación numérica: JI: = 3,14 Y r = 1 cm. 
• 1.0 l> DAO ~ l> DFO, l> IFO ~ l> IBO, 

l> IO'B ~ l> IGO ', l> EGO' ~ l> ECO' 

D 

'¡ triángulos rectángulos COIl hipotenusa común y cateto igual). 

Fig.419 

Por ser biseclnces de ángulos adyacentes, DO es perpendicular a 01; 10 ' o O'E; 
DI o lO' . Luego Jos triángulos ·nOI, EO'I y 001 son rectángulos. 
• 2.0 Las tangeutes. trazadas desde un mismo p~.mto a lma circunferencia son 

. iguales; por t01Jto 

• 3.° a) En 
En l> EO'I : 

FI ~ IB ~ IG 

l> OO' I , BI ~ V OB X O 'B ~ N ~ 2r ~ 2 cm. 
O'G' ~ IG X EG 

O'G~ r r 
de donde EG ;:::= --- = - = - = O 5 cm 

IG 2r 2 ' 

b.. DAO,-...., b.. IBO' ( rectángulos cOI/ . L ADO = L BIO , por tanto: 

A D ~ OA ~ 4. 
BI BO' 

Luego AD ~ 40 1 ~ Sr ~ 8 c m 

b) Area del trapecio ACED: A; ~ AD + CE X AC 
2 

CE ~ EG ~ ~ 
2 

AC ~ AS + BC ~ Sr + 2r - 10r 

S + /2 170r' Al = r. r X 10r = --- = 42,50 cm~ 
2 4 . Luego 

Area de ACED, 110 comprendida en los semicírculos: 

A ., = 170r~ ' _ (16rrr~ + rrr
2
. ) = 17r

2 
(5 _ :7) 

- 4 2 2 2 
15,81 cm' 

9 .-Gf.oMl!TRiA ~\-¡¡, ctlRSO Sl ll'EKIQII 
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623. Dado el triángulo ABe (fig. 420), en el cual AB = e = 11 m, 
AC = b = 15 m, Be = a = 21 m, se desea 
saber: 

A 

H 
F 

G 

F'ig. 420 

3.0 Sabemos que 

e 

1. o El modo de trazar la altura AH sir
viéndose únicamente de la regla y el compás. 

2.° Demostrar que He > HE. 
3.0 Demostrar que He2 

- HB2 = AC2 
-

- AB2
, deduciendo por tanto los valores de He 

y HE Y el área del triángulo dado. . 
• 1. o Véase el modo de trazar una perpen
dicular a una recta dada desde un punto támado 
fuera de ella (GEOM. 243). 
• 2.° Como AB y AC son oblicuas desiguales, 
sus pies 1/0 equidistarán del pie de la perpendicular, 
y como AC > AB, es He > HB. 

AC' ~ HC' + AH' (1) 
AB' ~ HB' + AH' (2) 

Restando (2) de (1), AC' - AB' ~ HC' - HB' 
de donde se deduce: He2 

- HBz = 225 - 121 = 104 
o bien (HC + HB) (HC - HB) ~ 104 

de donde 

luego 

y 

y finalmente, 

H C - HB ~ 104 ~ 104 ~495m 
HC + HB 21 ' 

He ~ 21 + 4,95 
~ 12,975 m 

2 

HB ~ Ll - 4,95 
~ 8,025 m 

2 

AH ~ v /AB' - BH' ~ Vl21 - 64,4 ~ 7,52 m 

Area ABe = 21 x 7,52 = 78,96 D'l2 

2 

624. En un triángulo equilátero ABC (fig. 421) de 60 ro de lado se toma 
sobre el lado BC un segmento BD = 40 m y sobre el lado BA otro BE = 25 m. 

1.0 Calcular la recta:-..Eb. 
2.° Qué longitud debiera tener BE para que el 

segmento ED dividiese al triángulo dado ABC en dos 
partes equivalentes. 

• 1.0 EH ~ BE v'3 ~ 25 v'3 ~ 21 65 m 
2 2 ' 

BH ~ + BE ~ 12,5 m 

DE ~ V EH' + HD' 

y HD ~ BD - BH ~ 40 - 12,5 ~ 27,5 m 

A 

B 

Flg.421 
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de donde DE ~ J( 25 (3 )' + 27,5' ~ 35 rn 

• 2.° Area -21 ABC: A ~ 1... x 60' v5 
2 4 

EH ~ 2A ~ 450 0 
40 20 

~ 
2 

JO llE ~ 2 EH .J3 ~ 45 .J3 x 2 x .J3 ~ 45 m 
3 2 X 3 

625. Los dos catetos de un triángulo rectángulo tienen b = 9 m y c = 5 m. 
Calcular el área del circulo ci rcunscrito a di cho triángu lo. 

Cuadrado de la hipotenusa: a2 = b2 + c2 = 81 + 25 = 106, pero la hipote
nusa de 101 triángulo rectángulo es eL diámetro de la circunferencia circunscrita ; 
el área de este círculo será, pues: 

A ~ ~d' = 3,1416 X 106 ~ 832524 rn 
4 4 ' 

626. Sobre la hipotenusa Be = a de un ' triángulo rectángulo en el cual 
L B = 600 (fig. 422), se con struye un cuadrado; y sobre los catetos AB y AC 
se construyen t riángu los equiláteros . Calcular el área total obtenida al unir los 
vértices próximos. 

En el triángulo ABe: 

¿ B ~ 61Jo, y AC ~ JD!l 
2 

Los vértices F, C JI E están en linea recta, poroue los ángulos en C vaLev 1800: 
GA es paraLela a BC, porque los ángulos alternos en B 
y BAG son iguaLes. 

área ABC = a' v'3 
8 

área BDEC = 0
2 

área AGB 

Area GDEFG 
área ACF 

área BGD 

área GAF 

a' 

8 

a' r; = - V3 
16 

F 

YcB;----'''!c 

o E 

Fig. 422 

Area GDEFG ~ 9a.' + 7a' .J3 ~ a ' (18 + 7 .VJ) 
8 16 16 
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627. En cada vértice de un cuadrado ABCD (fig. 423) se trazan, en la 
región interior, rect~s tales que, como AR, fonuen un ángulo de 300 con lo~ lados. 

1.0 Demostrar que la figura obtenida LMNR es un cuadrado. 
2.° D eterminar el área de la m isma en función 

'.----"'-- ...", e del lado a del cuadrad9 dado. 
• 1.° a) Los ángulos son rectos, porque si tomamos, 
por ej., .6. ANE, L A = 30°, L E = 600, Y LN = 90°. 
Lo mismo pudiera decirse de los L R, L L, L IVI. 

b)' Los lados también SOl1 iguales, siendo Ja medida 
comlÍn de todos: 

N R ~ AR - AN 

A E B como estos triángulos rectángulos ' tienen lItl ángulo de 30° 

Fig.423 

de donde 

AR~~ 
2 

y AN.= .E.... 
2 

NR ~ a 0 _ l!... ~ l!... (.J3 - 1) 
2 2 2 " 

• 2.° Area MNRL: A ~ N R' ~ [; (0 - 1)]' ~ ~ (2 - 0 ) 

628. En un trapecio rectángulo ABCD (fig, 424), 
AB = 100 m , la oblicua BC = 30 m y L B = 45°, 

1.0 Calcular el área del triángulo ODe que se 
forma al prolongar los lados no paralelos. O 

2.° ¿Qué longitud debería tener Be para que el 
área del triángulo ODC fuese la mitad que la del OAB? 
• 1. ° El triángulo ' rectáng!do BEC es isósceles 

la base mayor 

(L B = 45°) y, por tanto, 

EC ~ J3~' ~ 15 v'2 
D'I--_~C " 

y De ~ AE ~ AB - EB ~ 100 - 15 v'2 A,L-~--~E-~B 

Fig. 4H Como L OCO = 45°, OD = DC,luego 

Area ODC: A ~ DC' ~ (100 - 15 ;Ii)' 
2 2 

~ 3103,7 rn' 

• 2.° Como las áreas de las figuras semejantes son proporcionales a los Clla
drados de los lados homólogos, deberíamos tener: 

de donde 
J" 

Asi pues, 

OB' 2 
OC' 1 

20C' ~ OB' ~ (100 -/i)'" "~ 20000 
OC ~ 100 
Be ~ OE - OC ~ 100 v'2 - 100 ~ 41 ,42 rn 
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629. Un terreno tiene forma de trapecio (fig. 425); las bases tienen 
AB == 80 m, DC = 40 m y los lados no paralelos miden AD = 30 m y BC = 50 m. 

1. o P robar que dicho trapecio es rectángulo. 
2.° Hallar el área del terreno -y el área de los triángulos que forman las 

diagonales al cruzarse. 
• 1.0 L DAR = 900 ya que AD y la altura CH del trapecio tienen igual valor. 
En efecto: 

CH = V BC' - AB' = V 50' - 40' = 30 = AD 

• 2.° Area ABCD: A = 80 + 40 X 30 = 1800 m ' 
2 

De la semejanza de los triángulos AOB y DOC 
se deduce: 

ni b o bien m ~O 

" b' 30 - 111 40 

de donde m = 2400 = 20 m y n = 10 m '~ 120 

Area de AOB: A = 80 X 20 = 800 m ' 
2 A b H 8 

Area de DOC: A = 40 X 

2 
10 = 200 m ' Fig.425 

Los triángulos ADC y BDC son equivalentes por tener igual base, DC, e igual 
altura ( la del trapecio) . Por tanto: 

Area ADC - área DOC = área BDC - área DOC 
es decir área ADO = área BCO 

Areas de ADO y BCO: A = 1800 - (800 + 200) = 400 m ' 
2 

630. Al levantar el plano de una finca se observa que tiene la forma poli

- 8 A 
gonal ABCDEF (fig. 426), Y que si se traza la dia
gonal CF queda dividida en dos trapecios isósceles 
ABCF y CDEF, cuyos lados AB y DE son iguales 
a la tercera parte de CF, la cual tiene 90 m. 

Con estos datos, y sabiendo además que L BCF = 
= ¿ AFC = 45° Y ¿ FCD = ¿ CFE = 60°, cons
truir la figura y ca lcular el área que tiene. 
• 1. o Para determinar el trapecio ABCF, bastará 
que sobre CG, diferencia de las dos bases, constmyamos 
el triángulo rectáugulo isósceles CBG, trazando luego 
BA paralela a CF V despu.és A F paralela a BG. 

Fig.426 
Construyendo, con CG por lado , el triángulo equi

látero CDG y trazando DE paralela a CF y EF 
paralela a DG, obtendremos el trapecio CDEF. 
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• 2.° Al ser L BCF = L AFC = 450 es BH ~ CF - AB ~ 30 m 
2 

es 

Area ABCF A, ~ 90 + 30 X 30' ~ 1800 m' 
2 

Al ser ¿FCD ~ ¿ CFE = 60° 

DH CG v5 ~ (CF - DE) v5 ~ 30 .j3 
2 2 

Area CDEF A. ~ 90 + 30 X 30 IJ ~ 3117 6 m ' ~ 2 v..) , 

Area ABCDEF A ~ A, + A, ~ 1800 + 31 17 ,6 ~ 4917,6 m ' 

631. El area de un exágono regul~r es de 935 280 cm!. Calcular : 
1.0 "El radio de las circunferencias inscrita y circunscrita. 
2.° El área de la corona comprendida entre ellas, ,demostrando que es 

equiva1.ente a la del CÍrculo que tuviese por diámetro el lado del exágono. 
• 1.0 Sea a el lado del exágono regular. 

El radio de la árcunj. circunscrita, ser.á: R = a 

y el de la c. inscrita: 

Area del exágono: A ~ 3a' v5 
2 

de dOllde t? 2A 
~ 3.j3 

Por tanto: R ~ a ~ / 935 280 X 2 ~ .J360 000 ~ 600 cm 
V 3 X 1,732 

r ~ a.j3 ~ 600.j3 ~ 300.j3 ~ 519,6 cm 
2 2 

• 2.0 Area de la corona : 

A = 7t (R2 _ r) = Jl ( « _ 3;2 ) = 71: 
que es el área del circulo de diámetro a. 

Fig.427 

Para a = 6 m: 
::t X 6~ A ~ -' -- = 9n = 28,2744 m !! 

4 

632. En una circunferencia O (fig. 427) de diá
metro AB, se traza la cuerda AC = a que fonna con 
AB un ángulo de 30°, y además se'trazan la~ cuerd51s 
AD ~ AC y las CB, !lD, 

Calcular en función de a: 
1. o El radio R de la circunferencia. 
2. 0 El área del trapezoide ACBD. 
Aplicación. - Para a = 2 m. . 
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• 1.0 Para LCAE ~ 3oo, será CB ~ R ~ a f3 
o 2. ° El trapezoide ACBD está Jonnado por dos triángulos rectángulos iguales 
ACB y ADB cuyos catelos miden R y a. Luego 

ATea ACBD: A = 2 X R xa = R x a =~ 
2 3 

Aplicación. - Para a = 2m R ~ 2.J3 ~ 1 155 m 
3 ' 

Area ACBD: A ~ 4.J3 ~ 231 In' 
3 ' 

633. Dada una circunferencia O (fig. 428), trazamos las' cuerdas AB y AD 
iguales al lado del cuadrado inscrito; Be, igual al lado del exágono regular ins
crito, y por fin, la CD. Calcular: 

1 .° El valor de L. B y L. D. 
2.° El área del trapezoide ABCn, en función del radio R. 

• l. ' L B ~ AD + Oc ~ 900 + 12oo ~ 1050 
2 2 

90° + 60° = 750 
2 

• 2.° Area ABen = área ABD + área BCD AIE""'----I 

Area ABD 

Area BCD 

BD X OA 
2 

BC X CD 
2 

2R X R 
2 

R X RV3 ~ K..YÍ 
2 2 

R' .J3 Area ABCD ~ 2 (2 + 3) 

o 

Fig.428 

634. Dada la circunferencia O (fig. 429), en la prolongación del diáme
tro AB tomamos un punto M tal , que MO = 2R y trazamos las tangentes Me 
yMD. 

1.0 Probar que el triángulo MCD es equilátero. 
2.° Calcular, en función de R, el área que tiene. 
3.° ¿Qué clase de cuadrilátero es ACMD y cuál es su área? 

• 1.0 En L'.OCM tenemas que OM ~ 20C,luega L OMC ~ 3oo Y LCMD ~ 
= 600 Y como CM = Dl\!1 será L C = L D = 60° y el triángulo MCD es 
equilátero. 
• 2.° OC2 = OM X 0 1, de donde 

OI ~ ~ ~ Bc 
2R 2 

(1 ) 
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Area L1MCD: 

A ~ eD X 1M 
2 

Ry0 X 3R 
2 x 2 

lR'v3 
4 

• 3 _ o En el triángulo j CA tendremos: 

Ae ~ -JAI' + l e' ~ J( 3~)' + (~)' ~ R -J3 (2) 

Comparando (1 ) y (2): 

eD ~ (eM ~ DM) ~ Ae ~ (AD ~ CM) 
M 

por tanto, ADMC es un rOIl'lbo, y su área : 
Fig-.429 

A ~ 2 X 6MeD ~ 3R'-J3 
? 

635. Dos circunferencias 0, O' (fig. 430) de radios R y r son tangentes 
exteriores en 1. Si se traza la tangente común exterior AB y la tangente común 
interior ID: 

1.0 Demostrar que D es el punto medio 
de AB. 

2. o Calcular AB. 
3.° Demostrar que el cuadrilátero OQ'AB 

es un trapecio i calcular el 'área que tiene. 
Aplicación: R = 4 m, r = 3 ffi. 

• 1.° Como las tangentes 'trazadas desde un 
punto a lina misma circunferencia son iguales, 
tendremos: ID = AD = BD y D será el punto 
medio de AB. . 
• 2.° Trazando por el Plln.to 0, la O'F Pa-

Fig. 430 

rarela a AB, se forma eL triángulo rectángulo O ' FO , en eL cual: 

00' ~ j{ + r, O'F ~ AB, OF ~ R ~ r 
AB ~ O'F = -JOO" ~ OF' ~ -J(R + r)' ~ (R ~ r)' ~ 0Rr ~ 2.JR;: 

Aplicación : para R = 4 m y r = 3 m 

AB OC 2 ftX3 ~ 4 -J3 ~ 6,928 n1 

• 3.° L os radios OA y O 'B de los puntos de contacto son perpendiculares a 
la tangente AB y , por tanto, paralelos; luego el cuadrilátero OO'AB es un trapecio. 

Area 00' AB ~ (R ~ r) X 2 -JRr ~ 14 -J3 ~ 24,248 In' 

636. Dadas dos circunferencias O y O ' (fig. 4JI) secantes en los pun
tos A y B; por este último punto trazamos una secante cualquiera CBD. 

1.0 Demostrar que el triángulo ACD es semejante al triángulo AOO' 
y que la razón de semejanza entre sus líneas homólogas es igual o menor 
que dos. 
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2.° Calcular el área C'OO'D ' cuando 
C'BD ' sea pa ralela a 00 '; AB = 3 cm, 
00 ' ~ 4 cm. 

• 1.0 Los triángulos ACD y AOO ' SOI1 se-
me ¡'antes, pues 

lo mismo que 

~ 

L C = LO ~ AMB 
2 

~ 

L D ~ LO' ~ ANB . 2 

Fig. 43 1 

COllSideremos ahora las líneas homólogas AC', AO, AC: 

Si C 'D ' es paralela a 00', la razón ~~ = 2. 

Para cualquiera otra posición de la secante, la cuerda AC será menor que el 
diámetro AC', por ta"to: .~~ < 2. 

• 2.° Cua"do C'D ' es paralela a 00', C'D' = 200' = 8 cm 

A". COO'D' A ~ C'D' + 00' X AH ~ 12 x 3 ~ 9 cm' 
2 2 2 

637. Sobre los segmentos rectilíneos AC, CB y AB de una recta ACB (figura 432) , se describen, a un .mismo lado, semicircunferencias y se ttaza en el punto C la perpendicular CD y se trazan AED y BFD. Demostrar: 

Fig.432 

1. ° Que ECFD es un rectángulo. 
2.° Q ue EF es tangente a las cir

cunfe rencias O ' y O". 
3.° Q ue el cuadril átero ABFE es 

inscriptib le. 
4.° Que el círculo de diámetro CD 

equivale al área comprendida en tre las 
tres semici rcunferencias. 

5.° Calcular CD, AD, C E Y CF 
para AC ~ 3R/2. 
• 1. ° EC y CF son perpendiculares 
·entre sí por ser respectivamente perpen-
diculares a los catetos AD y BD del ángulo recto D; por tanto , el cuadrilátero ECFD es un rectángulo. 

• -2.° EF será tangente a las circunferencias O' JI O " si es perpendt:cular a los radios O 'E y O"F ; mas todos los ángulos a S01/ iguales, lo mismo que los ángulos b y como a + b = 90°, L O 'EF = L O" FE = 900 y, por consiguiente, EF es perpendicular a O'E y a O" F y tangente a las circunferencias O' y O". • 3.0 Si el cuadrilátero ABFE es t"nscriptible, se deberá tener (GEOM. 367): 

y es así, ya que: 
DA x DE ~ DB x DF 

D C' ~ DA x DE = DB x DF lllego .. 
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• 4.0 En 6.ABD ( rectángulo) : CD2 = AC' CE. 

Area del círculo de diámetro eD: 

Area semicírculo de diámetro AB: 

Area semicírculo de diámetro AC: 

Area semicírculo de diámetro CS: 

:t. CD2 

4 

tr · AB2 

8 
¡¡:. ACz 

8 

". CB' 
8 

Area comprendida entre las 3 semicircunfaencias ; 

".1\0(;- CB 
4 

-"- [AB' - AC' - CB') ~ 2 [(AC + CB)' - AC' - CB') 
8 8 

~ " X 2· AC . CB ~ -,,- . AC . CB 
8 4 

Vemos que (2) = (3) que es lo que queriamos demostrar. 

• 5.° Para AC ~ 3R/2, CB ~ R /2 Y (1) da: 

CD ~ J 3R x B. ~ 13R' ~ '!!'.J3 
2 2 \ 4 2 

AD ~ J2R x 3R ~.J3R' ~ R .J3 
2 

LlABD ~ LlCBF, lllego: 

CF ~ AD ~ R.J3. 
4 · 4 ' 

CF ~ CB ~ R/2 ~ J... 
AD AB 2R 4 

CE ~ AC ~ 3R 
2 4 

(1) 

(2) 

(3 ) 

I 
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Reca pitulación 

638. ¿Cuál será el área del círculo inscrito en un se~tor circular cuyo 
ángulo central tiene 600? (fig. 433). 

Ver n.O 574, o también: Tracemos el radio OB bisectriz del ángulo EOD = 60° 
Y la tangente al .orco en el punto B. El triángulo OED será equz"látero y sus bisectrices 
serán al mismo tiemPO .alturas y medianas. Como el punto M es el incentro, resulta.-

BM = BO = -.!..... de donde 
3 3 

Area del círculo inscrito = n;2 

o 
E o 

B 

o o 

Fig.433 Fig.434 

639. ¿Cuál será el área del círculo inscrito en un sector circular de 90°? 
(hgura 434). 

Tracemos el radt'o OC bisectriz del á"gu!o EOD y la tangente al aTCO en el 
punto C. Los triángulos rectáng1~los EOD, ECO y DeO son isósceles. Luego 

DE ~ 20e ~ 2R, OD ~ OE ~ R .Ji 
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Pero (n.o 157), 2MG ~ OE + OD - ED ~ 2R v'2 - 2R ~ 2R (v'2 - 1) 
MC ~ R (v'2 - 1) 

Area círculo circunscrito: A = :rR2 (.J2 - l Yz = :rR 2 (3 - 2 h) 
640. Dado el ángulo recto ASB (fig. 435) Y la circunferencia de centro O 

y rad io R inscrita en él , se une el vértice S con el centro O y se prolonga el seg
m ento hasta la circunferencia. Por los ext remos del diámetro se trazan dos per
pendiculares a éste, prolongándolas hasta que corten a los catetos del ángulo 
recto. Calcular en función del radio R, el área del trapecio ABCD, comparándola 
con el área del octógono regular inscrito en dicha circunferencia. 
• 1.° Traz ando los radios por los puntos de contacto, el cuadrilátero que se 
forma es IUI cuadrado, pues L G = L S = L. 1 = 90° Y los lados contiguos 
OG ~ 01. 

La diO{J01lal de este cuadrado es bisectriz del ángulo ASB, y por ser perpen
dicular a De y AB será también altura de los triángulos rectángulos DSC y ASB; 
luego éstos serán isósceles, lo mismo que sus mitades SHC y SEB. 
A • P or tanto , SH = H e y SE = EB 

Area trapecio ABCD: A (CD + AB) x HE 
2 

SH ~ SO - OH ~ R v'2 - R ~ R (.)2 - 1) 
CD ~ 2, HC ~ 2SH ~ 2R(v'2 - 1) 
SE ~ SH .l. HE ~ R (v'2 - 1) + 2R ~ R (v'2 - 1) 
AB ~ 2, SE ~ 2R(v'2 + 1) 

B Area, A ~ [ 2R (v'2 - 1) ; 2R (Vl - I)J 2R 

F'O, 435 A ~ R X 2 v'2 X 2R ~ 4R' v'2 

• 2.0 Area del octógono regular inscrito en fllnción de R: 2R2 V2 (GEOi\'1. 578). 
·El área del trapecio ' ABen es doble q ue e l área del octógono regula,. 

inscrito en la circunferencia dada. . 
641. Sean dos rectángulos. E l primero tiene 240 m de perímetro, y las 

dimensiones del segundo exceden en 15 m a las del prim ero. Si la relación de 
las áreas de los dos es de 5f8 hállense las dimensiones correspondientes de esos 
rectángulos. 

Sea x la longitud del 1. o, su anchura será: 120 - x; las ·dimemiones del 2.° serán: 

x + 15 

Ecuaci ÓI1 ." 

Resolviend.o: 

y 120 - .\" + 15 osea 

--,--""c>' (..ól",20~-co"-x)L--,-- ~ 2.-
(x + 15) (135 - o,) 8 

x' - 120" + 3375 ~ O 

135 - x 

x ~ 60 ± .J3600 - 3375 ~ 60 ± .J225 ~ ,60 ± 15 

1 .~r rectángulo 

2. o rectángulo 

{

X' ~ 75 m 
x" = 45m 

r 75 + 15 ~ 90 rn 
l 45 + 15 ~ 60 m 
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642. Un pred io en forma de trapecio tiene por bases 152 m y 78 m , y ha 
sido comprado en 79350 pts por tres labradores, que se reparten la finca según 
lo indica la figura 436. 

DB es una diagonaL 
AE' prolongado pasaría por C, 
¿Qué cantidad deben entregarse mutua

mente s,i al hacer la compra han pagado por 
igual? 

Sea h la altura del trapecio. 

Area ó.ABD 

·2 

152 x h ~ 76 h 
2 

78 x h 
2 

~ 39 h 

B e 

F 

A o 
Fig. ,436' 

ó.AED ,......, 4 BEC, lu~go sus alturas se obtienen repartiendo h proporcional
mente a las bases AD y BC, o sea.11 152 y 78, 

La altura del triángulo AED será-: 152 X h 
230 

7M 
115 

El área 

o sea 

Area l>AED ~ AD x 76h 
2 x 115 

76 X 76h 
115 

Area l>ABE ~ 76h - 76 X 76h 
115 

76h X 39 
115 

de las tres tJarcelas es proporcú;mal a 

39h, 
76 X 7M 76h X 39 

115 11 5 

39 X 115 ~ 4485: 76' 5776; 76 X 39 ~ 29M 

H . - P,'ecio del l>BCD ~ 79350 X 4485 2ó910pts 
13 225 

F - Precio del MED~ 79350 X 5776 H 656 prs 
13 225 

G - Precio del MBE ~ 79350 X 2964 1778+ pts 
13225 

Cada labrador. anticipó 79 350 : 3 = 26450' p ts. 
El aldeano H debe devolver al labrador G: 460 pts. 
El aldeano F debe devoLver al labrador G: 8206 pts. 

643. Dado un triángulo equilátero ABe (fig. 437), desde cada vértice 
se describe un arco con el lado del triángulo por radio, 

. Calcular el área total de la figura que forman ~ I triángulo y los tres seg
mentos circulares. Tómese AB = 0,45 m, . 
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El área pedida se compone del área de 3 sec
tores de 600 menos 2 tT.iáng. equiláteros ABe 

Area sector ABMe:. 

A Tea Ll ABC: 

Area pedida: 

A = 3 X "R' - 2 
6 

Para R = 0,45: 

A _ "R' x 60 
, - 360 

R' .)3 A. =--
- 4 

R' Ij R' ¡;; X~=- ( rr - v 3) 
4 2 

A = 0,45 ' X 1,4096 = 0 ,142722 m ' 
2 

644. Dada una circunferencia de centro O (fig. 438) Y radio R = 50 cm 
se divide en se is partes iguales en los puntos A, 

. B, e, o, E, F. 
Desde estos puntos como centro y con un 

rad io igual a R , se describen arcos de circun
ferencia que qúedarán limitados en la circunferen
cia dada, fonnando de tres en tres un rosetón 
de seis puntas. Calcular el área que tiene dicho 
rosetón . 

Trazando los radios OA, OB Y la cuerda AB 
queda formado el triángulo equilátero ABO, de 
donde ¿ OAB = 60° 

El rosetón se compone de seis hojas iguales y 
cada hoja consta de dos segmentos circulares de 600 
y de radio R. 

Area segmento: A = R' (2;, - 3 .)3) 
12 

Fig. 438 

(n .9 573) 

Area rosetón: A = 12 [R' (h 1~ 3 .)3) ] = R' (2 rr - 3 ..j:j) 

Fig. 439 

Para R = S dm: 

A = 25 (2 X 3,1416 - 3 X 1,732) = 27,18.d.J:n' 

645. Dadas t res circunferencias iguales (figu
ra 439) tangentes ent re sí dos a d llS, calcular, en 
función del radio r, el área del triángulo curvilíneo 
comprendido entre dichas circunferencias. 

Aplicación. - Para r = 5 cm. 
E l área del tr~á'lg!llo curvilíneo sombreado es 

igual al área del triá,¡gulo equilátero ABe disminuida 
del área de tres sectores de 600 cada uno. 
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Area l:::. ABe en función del lado: 

l' r;; 
. A, ~ 4V3 

y por ser 1 = 2r , será: 

Area l:::. ABC: 

Area 3 sectores de 600: A - 3 X :rr _ 7lr! 
2 - 6 - 2 

Area triáng . curvilíneo.- A =:= ;2 ..JJ - nr = ~ (2 --v'3 - n) 
' . 2 2 

Aplicación. - Para r = 5 cm 

Area: A ~ 25 (2 X 1,732 - 3,1416) ~ 4,03 cm' 
2 
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646. Dado un cuadrado ABCD (fig. 440) de lado a = 20 cm, desde cada 
vértice como centro y con un radio r = a l2 se describe 
un arco de circunferenc ia limitado por los lados del 
cuadrado. Calcu lar, en función d el radio 7, el área A B 
del cuadrado curvilíneo que resu lta. 

Sea r el radio. El área del cuadrado ABCD será 4r2. 
De este área habrá que restar el área de cuatro 

sectores de 900, o sea de un circulo de radio r para oh
t~er el área pedida.-

Area: A = 4r - 7fT2 = r 2 (4 - :-I) 

Aplicación .-Para a = 20 cm, o sea r = 10 cm 
o '-----_---L __ --' e 

647. 

A ~ 100 (4 - 3,1416) ~ 85,84 cm' 
Fig.440 

Siendo los vértices 

e 
1, 

, 
A 

Fig.441 

de un rombo (fig. 441) de lado igual a una dia
gonal, los centros de cuatro circunferencias iguales, 
tangentes dos a dos, calcular el área de la super
ficie curvilínea comprendida entre esos cuatro 
arcos, en función del radio R. 
• 1.0 El rombo se compone de dos triángulos 
equiláteros unidos por la base CA = 2R ~ AB. 

Area rombo· A, ~ 2 X (2R)' .J3 ~ 2R' .J3 . 4 

• 2.° De este resultado hay que restar.-
a) Dos sectores de 60o.} Total: un círculo 
b) Dos sectores de 120°. A2 = nR2 

Area pedida.- A, - A, ~ 2R' V3 - nR' ~ R' (2 ..j3 - n ) 
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648. D esde los puntos medios de los lados de un cuadrado (fig. 442), 
con la mitad del lado por radio, se describen cuatro semicircunferencias en la 
región interior .del cuadrado. Calcular el área del cuadrifolto obtenido. 

Sea <1 el lado del cuadrado ; será R = a/2. 
Sumondo los cuatro semicírculos se tiene el área del cuadrado más el área de 

la figura plumeada. 
Por tanto, el área del cuadrifolio será 

A = 2:7 ( ~ ):: _ 02 =' :t;2 _ a2 = ~2 (:-r - 2) 

Aplicación. - Para a =, 4 m 

A = 8 (3,1416 - 2) = 9,1328 m ' 

Nota . - El espacio curvilíneo en blanco que forma' 
la cruz de Malta es igual al cuadrado menos el cuadrifolio, 
esto es: 

Fig, 44l Q 0 2 a-
A = a- - - (" - 2) = - (4 - ,,¡ 

2 2 

649. En una semicircunferencia de centro O (fig. 443) y diámetro AB = 2r, 
desde e, punto medio de esta semici rcunferencia como centro , y con un radio AC, 
se describe una circunferencia , la cual cortará en D a la prolongación del ra
dio OC; y además se trazan las cuerdas AD y BD. Se desea saber: 

1.0 E l área del triángulo ADB. 
2.° El área del segmento circular AOBE.. . 
3.0 El área comprendida entre el arco ADB y la semicircunferencia ACB. 

• 1 .0 Area del triángulo ADB. - Sea R el radio de la cirbllllf~rellcia mayor 
y r el de la más pequeiia, °tendremos: 

R = AC = OA-.Ji ~ , .Ji 
Altu,a L ADB, OD = OC + CD = r + ,i.Ji = ,(1 -'- .Ji) 
La base AB = 2r; por tanto, el área será: 

A = 2y X y (1 + fl l = r' (1 + .y2) 
2 

• :l.0 Area del segmento AOBE. - Siendo L. e = 
= 900, el sector AOBE será la cuarta parte del círculo 

de centro C y radio = r ..;2. 

Area sector: = " (y .y2)' 
A l 4 

2:rr = :-rr 
4 2 

Ayea L ACB, A~ = 2r X r = r~ 
2 

o 

E 
A rea segmento: A l - A z = ~ _ ,,2 = ; (:r - 2) 

Fig. 443 
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• 3.0 Area comprendida entre la sem.icircunferencia y el arco ADB. 
Este área será lo diferencia entr.e el círculo mayor y la suma del semicirculo mellar 
más -la del segmento AOBE. 

Area circulo mayor.- A l = ;rR 2 
= ;r (r -vírl = 2;rr. 

Area semicírculo menor." A, ~ 
2. 

Area deseada." A ~ h.-' ~ [n;' + ~ (~ - 2)J 

, " 
A = 2m'!! - ~ - :7Y- + r = rrr -1 r = r ( :7 + 1) 

2 2 

650. Dado 'un paralelogramo ABCD (fig. 444), un imos los puntos medios 
de cada lado con los puntos extremos del lado opuesto. Calcular el área del 
octógono , interior que se forma, en función del área del paralelogramo. 

Sea ABCD el paralelogramo JI M, N, P, Q los puntos medios de sus lados. 
,Al unir estos puntos con los extremos de los lados AB, BC, CD, DA Queda formado 
el octógono últerior convexo A'M'B'N'C'P' D 'Q', cuyos vértices están situados 
sobre las cuatro rectas AC, M P. BD. NQ que se cortan en el centro O del paralelo
gramo. 

Conviene observar, ademas, que los vértices A', B', C', D ' SOll cada U110 la 
intersección de las tres medianas de un mismo triá1lgulo. 

Los triá11gulos OA'M' y OAM tienen el ángulo en O común; sus areas serán, 
por tanto, propordonales a los productos de los lados que le comprefldm (GEOM. 551); 
osi pues: 

",OA'M ' 
",OAM 

OA' x OM' 
OA x OM 

Por ser A' el punlo de concurso de las tres 
medianas del 1:::. ABD: 

OA' 1 
OA 3 

y además, por ser M' el centro del paralelogramo 
ABNQ, div ide. a OM en dos partes igllales 

De donde: '" OA 'M ' ~ -.l.. x -.l.. ~ -.l.. 
'" OAM 3 2 6 

Fig.+H 

Como el mismo razonamiento se pudiera aplicar a las demás partes componen
tes del octógono, podemos sacar la conclLISl:ól1: el área del octógono es la sexta 
parte del área del paralelogra:mo. 

651. Se unen los puntos medios de los lados de un cuadrado ABCD (figu
ra 445) con los vértices no adyacentes del mismo cuad rado, y se desea saber: 

1.° De qué naturaleza es el polígono determinado por los ocho segmentos 
que se t razan. 

2.° Cuál es el perímetro de dicho polígono. 
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3.0 Cuál es la razón entre el área de ese mismo polígono y el área del cua-
drado dado. ' 
• 1.0 Sea ABen el cuadrado dado; unamos los puntos medios M, N, P, Q 
de los lados con los vértices no adj'ocentes de ese cuadrado )' obtendremos el octógono 
A 'M 'B ' " C'P'D 'Q' . 
• 2 .. ° En el CtladrilGtero MQ'PN', los segmentos OQ' y ON' son la cuarta 
parte del lado del cuadrado; por tanto, dicho cuadrilátero es un rombo y los án

p e 
-gulos Q ' y N ' del octógono seran iguales. 

Análogamente se demostraría que NP'QM' es 
también un rombo e igual al anterior; luego 

LQ' ~ L N' ~ L P' ~ L M' (1) 

Asimismo CD'AB' y De'BA son dos rombos 
iguales, y por tanto 

¿D' ~ LB' ~ L C' ~ L A' (2) 

Además, los á1/gU/OS del grupo (1) no son 
iguales a los del grupo (2) pues la relación de las 
diagonales ,en el rombo MQ'PN' es 2 mientras 
que en el rombo CD' AB~ es 3 según se podríq 
comprobar si trazásemos PQ. 

Fig. 445 Por tanto, el octógono t iene sus ángulos 
_ iguales dos a dos. 

En cambio sus lados son iguales.- k'n efecto, de la igualdad de los triángulos 
PO ' y P'ON se desprende que los triángulos pp'e ' y NN'e ' serán también iguales, 
de donde: P'C' ~ C'N'. 

Por consiguiente, el octógono A 'M'B' ... , que tiene sus ángulos iguales dqs a 
dos y los lados iguales, es circunscriptible a una circunferencia. 

En el triángulo QOP, el punto D ' es el punto de concurso de las medianas; 
luego D'P' = OP'/3, y como p'O es la cuarta parte del lado del cuadrado dado, 
si representamos AB por a, tendremos.-

QP' ~ ..j QO' + OP" la' a' _ aV3 
\'4 + 16 - -4-

de donde D'P' ~ .E....Js 
12 

y el perímetro de A 'M 'B ' ... : .E... .Js X 8 ~~ 
12 3 

• 3.0 En v irtud del n .O 650, el área de este octógono vale la 1/6 parte 
del área del cuadrado ABen. . 

652. Dado un octógono regular ABCDEFGH (fig. 446) , se trazan las dia
gonales AG, GE, EC, CA y HF, FD, DB, BH. 

1 .0 Demostrar que los puntos A ' , B', e', D ', E ' , F ' , G ' , H ' donde se 
cortan esas diagonales , son los vértices de otro octógono regular. 

2.~ Calcular, en función del radio R, de la circunferencia circunscrita al 
polígono dado, la razón entre las áreas de ambos octógonos. 
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3.° Demostrar que el segmento KL que une 
el punto medio K del arco FE con el punto medio L 
del arco ED , es el lado de otro octógono regular. 
• 1. o' Cada uno de los ángulos del octógono re
gular ABCD ... vale 1350 y sus lados lodos son iguales; 
por tanto, los triángulos ABe, BCD, CDE... son 
isósceles e iguales entre sí. Por consiguiente, los trián
gulos ABB', BCC', CDD' ... son también isósceles e 
iguales entre sí. 

De lo expuesto se infiere que los ángulos y lados del 
octógono A'B'C'D ' ... son t'guales entre sí, y por tanto 
dicho octógono será regular. 

• :l.0 Area octógono ABCD ... : Al = 2R2,.j2 (GEOM. 578). 

Fig.446 

Arca "" AI-IB: A = + [2R' .J2 - (R .J2)'1 = ~' (.J2 - 1) 

pero 

Por ser b. ABB' ......, b. AHB (ángulos iguales): 

""ABB' AB' 
"" AHB = HB'; 

"" ABB' _ R' (2 - .j2) 
R' /2 (.j2 - 1) - 2R' 

""ABB' = R' (0 1) (2 - 0) = R' (3 0 - 4) 
2 x 2 4 

"" AA'B' = ""AI-IB - 2 "" ABB' 

""AA'B' = R' (.j2 _ 1) _ R' (3 .J2 --': -4) = R' (3 - 2.j2) 
2 2 2 

Arca octógono A'B'C'D '.. . A, = ACEG - 4 "" AA'B' 

A, = 2R' - 2R' (3 - 2.J2) = 4R' (.J2 ~ 1) 

Razón de las áreas: A, 2R'.j2 
A, - 4R' (.J2 - 1) 2(.j2 - 1) 

2 + .J2-
2 
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• 3.° El segmento KL subtiende un arco ig~ 
la octava parte de la circunferencia dáda, pues FED 
es la cuarta parte de la misma. 

Fig.447 

Luego KL es e l lado del octógono regular 
convexo inscrito en la circunferencia. 

653. Construir un pentágono regular cono
ciendo el lado (fig. 447). 

Procedimiento de las figuras semejantes. - En 
una circunferencia cualquiera inscribimos el pentá
gono regular abcde y unimos los vértices con el cen
tro O. 

Sobre la prolongación de Od tomamos el PUll-
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lo M Y trazamos MN paralela a de, y a partir de M, señalamos M N igual al lado 
dado. 

Por N trazamas una paralela a Od, -la cual cortará en e a la proLollgaciólI 
de Oc. 

Hecho esto. se traz arán De paralela a de, Be paralela a be, etc. 
El pentágono ABeDE es semejante al abcde; por tanto , reglllar y su Indo 

es igual al lado dado iVIN. . 

654. Const ruir un triángulo conociendo dos ángulos y una mediana (figu
ra 448). 

Como se COnOcen los tres ángulos del triángulo desconocido se podrá construir Sll 

semejante A'B'C ' y , suponiendo que la mediana dada es la correspondiente al vértice A, 
en el triángulo A'B'C' tracemos la mediana A'M' y sobre ella tomemos A'M igual a 
la mediana dada. La paralela a B'C' traz ada por M, resolverá el problema deseado" 

C' O' 
f.,,---"'¡ 

A-A' 

B' E' 
B C 

B' M' C' A' 

FiJ.t. 448 Fig. 449 

655. Dado un pentágono regular convexo ABen (fig. 449), si prolon
gamos sus lados dos a dos, los puntos de concurso obten idos son los vértices 
de otro pentágono regular convexo A 'S'C'D 'E ', 

En efecto, los triángulos ABD', BCE', CDA', PES' y EAC ' SO// isósceles 
e iguales entre sí, por tener por base el lado del pentágono dado JI los állgulos básicos 
adyacentes iguales; por consiguiente, los triangulos .AC'D ', SO'E' ... , seran iguales 
por ser Isósceles, con un ángulo igual, el del pentagona, comprendido entre lados 
respectivamente iguales; por tanto, el pentágono A'B'C' D 'E' es equilátero. Además, 
en v irtud de Ja igualdad de los triá1/gulos mencio1lados, sus ángulos también SOIl 
iguales; luego el .pentágono es regular. 

656. Dado un exágono regular se le inscribe una circunfe rencia tangente 
a los lados. Calcular, en función del lado del exágono, el área comprendida entre 
el exágono regular y la circunferencia. 

Sea 1 el lado del e:.::ágollo y Ar el área que se desea calcular . 

Arca del .exágono: 
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El radio de la circunferencia inscrita es r = 1/2·1..)3; ·por ta1lto, 

Area del círculo: A 2 = :il X 
3[' 

4 

A d ·d Ar 31' v'3 he' 3 1" (2 1.3 ) reo pe 1 a: = --?- - -4- = 4 - V .) - 7l 
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657. Tomando por base cada lado de un cuadrado (fig. 450) se cons
truye ron en lo interior del cuadrado cuatro triángulos equi láteros; estos triángulos 
determinan, de este modo, una estrella de ocho puntas. 

Si A,., A JO A:I designan sucesivamente las áreas de la estrella, del cuadrado 
y del triángulo equilátero, demostrar que A ,. = 8A:1 - 3A~. 

Los cuatro pentágonos cóncavos que rodean a la estrella hasta completar el 
cuadrado son evidentemente iguales (lados y ángulos respectivamente iguales) . 

Area AIATA ~ Area A IHDA - (área A'HDA' + área DI 'AD) 

~ A , _ (A, + A,) ~ A, _ A, 
2 2· 2 2 . 

Los 4 pentdgonos = 8 área AIA' l 'A = 8 (~ ¡ - ~ = 4A ¡ - 8A;¡ 

Area estrella A~ = A l - Area de los 4 pentágollos 

A e ~ Al - (4A I - 8A3 ) = 'SAa -, 3A.1 

A __ ---.;B 

o e 
Fig.450 FIg, 451 

658. Por dos vértices opuestOs, de un' ·~u.ad.rado dc";" lado a se trazan dos 
cuadrantes de radio '0 /2, limitados r~spectiva'men-té por los -lados del cuadrado; 
t'o~ando, como ,nuevo ce1lfro. el centro del cuadrado, describimos, con igual 
radio qu'e antes, otros dos cu adrantes que tenuinan el trazado del cuadrilátero 
curvilíneo inscrito en el cuadrado dado (fig. 451). 

Demostrar que el área de este cuadrilátero es la mitad del área del cuadrado. 

Area buscada = 2 sectores de 900 y r~dio -ª- + 2 'x (.L del C/ladrado - sec-2 4 _ . 

lor 900 y' radio .i!....). 
2 . 

Area del cuadrado: a2 • 
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Area del cuadrante de ~ de radio: 
'ita'}. 

16 

Area del cuadrilál. curvil~neo: A = 2 X ~~'.! + 2( ~ _ ~~'.!) = a; 
Otro modo. - El cuadrante 1 es igual al 2 y eL 3 al 4. Por tanto, la parte 

rayada equivale al doble de uno de los awdrados AO, su area será por consiguiente: 

A ~ 2 X(~)' ~ ~ 
659. D esde un vértice del exágono regular (fig. 452) como centro y con 

el lado por radio, se describe un arco de circunferencia, 
limitado por dos vértices del exágono. Calcular la di
ferencia entre el área del polígono dado y el área del 
sector que hemos formado. 

Sea a el lado del exágono, )' A el área que se desea 
conocer. Esta diferencia será: 

Ar ~ 3';20 - "t ~ ~ (9 ./3 - h) 

660. En un exágono regular, ABCDEF (fig. 453), 
Fig. 452 inscrito en la circunferencia O de radio R. sobre AB, 

BD, DE, EA, se construyen hacia afuera cuatro semi
circunferencias. Demostrar que la suma de las cuatro lúnulas comprendidas 
entre la circunferencia O y las semicircunferencias referidas es al área del exá
gono como 2 es· a 3. _ 

El área de las 4 lúnulas = área circulo (semicírculo AE + semicírculo BD) + 
+ área círculo (semicír. AB + semicírc. ED) - área cuatro segmentos (EFA; 
BCD, AB, ED). 

Area 4 segmentos = área círculo OD - área rectáng. ABDE. 

A, ~ " ( R :ji )' + ~ (~r - hR' - R 0 X R] 

A, ~ 3"R' + nR' _ ~R' + R' 0 ~ R' 0 
4 4 

D 

F E 

Fig. 453 Fig. 454 
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Razón de las áreas: 
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A, 
A, 

3 
2 

279 

661. D esde los vértices de un exágono regu lar (fig. 454) como centro se 
describen, hacia adentro, arcos de circunferencia que mueren en el punto me
dio de los lados adyacentes. Calcular el área comprendida entre los seis arcos 
mencionados. 

Cada arco de circunferencia determina en el exágono un sector de 1200 , cuyo 
radio es la mitad del lado del exágono. 

Sea a el lado del exágono; eL área del polígono curvilíneo será: 

3a' v5 na' 
2 2 

662. Dado un triángulo rectángulo isósceles ABe (fig. 455), cuyo cate to 
es Q, d esde el ángulo recto A como centro se describe un cuad rante de circun
feren cia con a por radio; una vez limitado el cuadrante en los puntos B y C, 
se describe una semicircunferencia, hacia afuera d.el triángu lo ABC, con BC 
por diámetro y las dos semicircunferencias, cu yos diámetros son AB y AC, que 
pasan por D , pie de la altura correspondiente a la hipotenusa. Demostrar: 

1. o Que el área de la lúnula M es equivalente al área del M Be. 
2.0 Que las áreas N y P son equivalentes. 

• 1.0 Area ABC = 0
2 

,2 

Area M = ; (B¡ r 
Area M = 3... (~)Z _ na

2 + ~ 
2 2 4 2 

~ 2 ~ 2 
Area M = na- _ na . + !!:... = !!...-

4 4 2 2 

a' Area M = - = Area ABe 
2 

Otra solución 

M = Area semicírculo mayor :1.:2 

- segmento. 

na' ABe = Area del sector ABC ~ - segmento. 

Luego la lúnula M y el triángulo ABe son equivalentes. 

o 
Fig. 455 

B 
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2.0 Area segmento o ~ -} [( ~ )' " ~ 2 ( ~ )' ] 

Luego las dos figura s P y N son equivalentes 

663. Habiendo dividido el diámetro de un círculo (fig. 456) en media y 
extrema razón, se describen, con cada segtTlento como 

___ ..:O~ diámetro, dos semicircun ferencias, situadas a distinto 

O' 

Fig. 456 

lado del diámetro. Probar que la línea curva que se 
fonna divide al círculo dado en media y extrema 
razón. 

Sea B el punto que divide a AC en media y extrema 
razón. 

Designemos por R el radio del cíTC/llo dado; por x 
la distancia del centro al punto B; por A y A ' las áreas 
de las porciones en que las semicircunferencias de diá
metro AS y Be dividen al circulo dado C. 

Por hipótesis .- (R + xr = 2R (R - x) 
Habrá que demostrar.- A'.!. = e x A ' 

(1 ) 
(2) 

Sustituimos en (2) e, A y A' por sus valores en función de R y x: 

[~~' +; ( R ~X)' _ ; (R ~"n ~,R'["~' _ ; ( R ~x)' + 
+ ;(R ~X)'] 

~' [R' + ( R ~ x)' - (R ~ "H ~ .,~R' [R' + (R ~ "J - (R i')'] 
(R' + Rx)' ~ 2R' (R' - Rx) 

R' (R + x)' ~ 2R' (R' - Rx) 
(R + x)' ~ 2R (R x) 

Lo ellal es evidente por la hipótesis (1) por lo 
qlle queda demostrado (2). 

664. Se describen dos semici rcunferencias 
concéntricas, AB y CD (fig. 457), Y dos semicir
cunferencias iguales, AC, BD. D emostrar que el 
área comprendida entre estas cuatro semicircunfe
rencias es igual al área del círculo EF. 

AC ~ BD ~ r - s FE = r + s Fig.457 
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Por hipótesis ha de ser: 

::r (r + sf 
4 

Mas ' esta igualdad hipotética se reduce a la identidad 

(r + ,)' ~ (r + ,)' L uego ... 

28 1 

Nota. - El espacio comprendido entre las Cl/atro semicircunferencias se llama 
satinón o escudo. 

665. Dado un cuadrado ABCD (fig. 458) , se trazan las diagonales, y desd e 
los vértices como centro se describ en arcos de circun ferencia que pasen por 
el punto de intersección de las d iagonales, y limitado~ por los lados del cuadrado. 
Demostrar que: 

1.0 E l polígono EFGHI] KL es un octógono E , F 
regular. 

2.° Calcular el área de la figura plumeada. 
3.0 Siendo AB = 5 m, ha llar el área, con un a 

aproximación de 0.01. 

• 1.0 Sea AB ~ ac BO ~ a ¿ 
AE ~ BF ~ a _ ~ ~ a (2 - y'2 

2 2 

EF ~ a - a (2 - vÍZ) ~ a (v'z - 1) 

Por otra parte: 

J 

Fig. 458 

LE ~ AE v'z ~ a(2 - vÍZ) v'z ".: a(v'z - 1) . 2 

Por tanto, los lados del polígono EFGH ¡JKL SOll iguales. 
Además, los ángulos valen 135° como suplementos de ángulos iguales de 450 

en los triángulos ALE .. Luego es un octógono regular. 
• 2.° El área de la superficie plumeada es igual al doble de la difere1/cia fmlre 
el cuadrado y el semicírculo de radl:o OA. Por tanto: 

• 3.0 Para a = 5 m, tendremos : 

A ~ 25 (4 - 3, 1416) 
2 

a' ~ - (4 - o) 2 . 

666. Dado un cuadrado ABeD (fig. 459) de centro O , demostrar que 
los centros de las circunferencias in scri tas en los ocho triángu los AOB, BOC, 
CO D, DOA, ABC, BCD. C D A. DAB son los vértices de un octógono relZU lar. 
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¿Cuál es la razón de las áreas de este octógono 
y el cuadrado? 
• 1. ° Sea 0 1 el punto de concurso de las bisec
trices del triángulo AOB. Como BO es una de las 
bisectrices del triángulo ABe, la recta AO I se en
contrará con BO etl O 2 , que es el centro de la cir
cunferencia inscrita en el triángulo ABC. 

Cada uno de los ángulos tales como 0 1002 

valdrá irvidentemente la octava parte de 360°, esto 
es, 450; bastará , pues, demostrar que dicho triángulo 
es isósceles. 

Lo cual es así, en efecto, pues se tiene : 

1350 
L OO,O, ~ - 2- ~ L OO,O, 

L uego los ocho centros de las circun
ferencias inscritas son los vértices de un octógono regular. 
• 2.° Como el octógono consta de ocho triángulos iguales a 0010 2 y el cua
drado se compone de ocho triángulos iguales a OEB, tendremos: 

Octógono 0 10 2 0 :1 = 

Cuadrado ABCD 
6 00, 0 , 
6 0 EB 

OO~ 

OE·OB 

Pero en el triángulo AOB, el teorema de las bisectrices da: 

de donde 00, OA·OB 
OA + AB 

o bien 00, AO 
OB AO + AB 

0-/2 X ah 
2 2 

0-/2 +0 
2 

a 

Sustituyendo valor.es en (1 ) y reduciendo, tetldremos: 

Octógono 0,0, .. . ~ (-/2 a+ 2 )' ~ 3 -/2 _ 4 
Cuadrado ABCD ~ 

4 

Dadas dos circunferencias: 

(1) 

667. 
1.' 
2.' 

Construir otra circunferencia igual a la suma o a la diferen cia de aquéllas . 
Construir un círculo igual a la suma o a la d iferencia de dos círculos 

dados. 
• 1.0 Sean R¡ y R2 los radios de las circunferencias dadas y X el radio de la 
desconocida, se tiene: 

de donde 
hX ~ h (R, ± R, ) 

X = RI ± R2 
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La circunferencia pedida tiene por radio la suma (diferencia) de los radios de 
las dadas. 
• 2.° Para este caso se verifica: 

de donde 
7lX

2 = 7l (Ri ± RD 
X' ~ R¡ ± R§ 

Si X! = ·Ri + R~, el radio X de la desconocida es la hipotenusa de un triángulo 
rectángulo cuyos catetos son R¡ y R~. 

Si X 2 = Ri ---..: R~, el radio X de la desconocida es Ufl ca teto de un triángulo 
rectángulo que tz:ene R¡ por hipotenusa y R2 por el otro cateto. 

668. En una circunferencia de radio R (fig. 460) se trazan dos diámetros 
perpendiculares, AB y cn, que se cortan en el 
punto O. Sobre los cuatro radios como diámetros e 
se describen circunferencias, cuya parte común 
forma una estrella de cuatro puntas. Calcular el 
área de dicha estrella en funCión del radio de la 
circunferencia dada. 

Aplicaci6n. ~ Para R = 2 rn. 
Tracemos OEF, AE y O'E. L OEA = 90° y 

L EAO = 450; por tanto, L OO'E = 90° y el área 
de la estrella será igual a ocho veces el área del 
segmento OGE = (s~ ) correspondiente a un circulo 
de radio Rl:? 

Area segmento OGE = sector OGE ~ trián- D 
gulo OGE 

:tR2 R2 R2 

A ~ --- - - = - (ct - 2) 
• 16 8 16 

Fig.460 

Area de la estrella: R' R' 
A. = 8 X 16 (n - 2) = "2 (" - 2) 

Esto es, la semidiferencia entre las áreas del círculo dado y el cuadrado inscrito 
en dicha circunferencia. 

Aplicación. - Para R = 2 m: A. = ~ (3, 1416 - 2) = 2,2832",' . 

669. Sea un triángulo equilátero ABC (fig. 461) de lado a, y G el punto 
d e concurso de las medianas. Desde los vértices A, B, C como centros, se des
criben arcos de circunferencia que, pasando por G , quedan limitados en los 
lados del triángulo; luego se unen con semicircunfe rencias exteriores al triángulo. 
Calcular, en función de a, el área del rosetón que se h a formado. 

El rosetón sin los 3 semicírculos exteriores es igual a 3 St:ctores de 600 menos 
el área del ttiáng. equilátero: 

R adio: 

Radio: 

AG = 1.. AD ~ 1.. X ~ = ~ 
3 3 2 3 

PM = AG _ AP = a.J3 _ .!!... = a (2 .J3 - 3) 
3 26 
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Fig."4ól Fig. 462 

A 
_""--",x",6,,,0,- x (~3 3 ) ' --reo 3 sectores: Al = 3 X 

360 6 

Area [; BCD: Ao ~ a'.J3 
- 4 

Area 3 semidrc.: A = 3 X -.2.. [ a (2.J3 - 3)J' 
3 2 . 6 

A = Al - A 2 - A :I 

A ~ "a' _ a' .J3 + "a' (7 - 4 .J3) 
6 4 8 

A ~ ha' - 6a'.J3 + 2bo' - 12"a.J3 
24 

A ~ a' [ ,, (25 - 12 .J3) - 6 .J31 
. 24 

670. Se divide una circunferencia de centro O y radio R (fig. 462), en 
se is partes iguales. Desde los puntos B y D como centros y con un radio igual 
a R, se describen dos arcos de' circunferencias AOC y CaE; desde el punto C , 
con CA como radio, se describe el arco AE. Calcular el área de la parte plumea
da AOEG. 

Area AOEG = segmento AGE + 2 (trapecio ABOH - sector ABO) 
Segmento AGE = sector ACEG - t"riállg. ACE 

S egm. AGE: A _ " (R .J3)' X 60 
• - 360 

(R 0 )' 0 
4 

Trap. ABOH : Ao ~ AB + H O X AH ~ R + RI2 
- 2 2 

Sector ABO: 
A _ ."TRI! X 60 :rR2 

, - 360 6 

A ~ A. + 2 (A, - A,) 

"R' 3R'0 
= - 2--· 4 

B..Yl_ 3R'0 
2 - 8 
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A rea buscada: A ~ ~R' _ 3R' 0 + 2 ( 3R'.J3 
2 4 8 

671. Dada una circunferencil! O de radio R (fig. 463), se divide en tres 
-partes iguales en los puntos A L B, C . Sobre OA. OB, OC como diámetros, se 
describen tres circunferencias que, en su conjunto, 
forman un rosetón de tres lóbulos. Calcular, en 
función de R , el área de dicho rosetón . 

T razamos los radios ID, HD. 
OIDH es un paralelogramo, por lo que su dia -

goual on es directriz de L BOA, así que,: A 

L DOI ~ LBOA ~ 120' ~ 60" 
2 2 

Por lo que b. DO 1 es equilátero. 
El área del rosetón se compone del área de tres 

círculos, cuyos diámetros son el radio de la anterior , 
menos seis veces el área del segmento OFD. Fig.463 

D 

En el triángulo equil(Ítero O ID, se tendrá: 
Segmen to OFD ~ sector IOFD - triángulo ODI 

~ (R)' 1 (R)' r:: Segmento OFD = (; 2 - ""4 2 V 3 

. "R' R' .J3 Segmento O FD = -'-- - ---
24 16 

Area del rosetón A ~ 3 [ " ( ~ )'] - 6 ( ;~' - R';f) 

672. Descif': cada 

E 

G 

Fig.464 

R' 10 A ~ 8 (4,. + 3 V 3) 

vértice de un cuadrado (fig. 464) como centro, con el 
lado a como radio, se descnbe un cuadrante de 
circunferencia. ¿Cuál será el área del espacio cur
vilíneo comprendido entre los cuatro arcos al cor
tarse dos a dos? 

e 

Sean E, F, G Y H los vér tices del cuadri látero 
curv il íneo que determinan los cuadrantes al cortarse. 

Trazamos los segmentos DE, DF, AG, AF; el 
triángulo ADF por construcción es equilátero, por 
consiguiente: 

ÁF = 60°; Fe = 90° - 60° = 30° 
De igual modo 

AE ~ Mi ~ OH ~ 6G = ... ~ 3D' 
por lo que El' ~ fu ~ GH ~ HE ~ 30<>. 

El cuadrilátero rectilítteo EFGH tiene sus lados iguales, como cuerdas que 
subtienden arcos iguales. 
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y 

En .6. EDF ( isósceles) : 

Pero: 
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LEDF ~ EF ~ 30° 

L DEF ~ L DFE ~ 180° - 30° ~ 750 
2 

L H ED ~ HD ~ 150 
2 

Luego L HEF ~ L H ED + L DEF ~ 150 + 750 ~ 90° 

De igual modo: L EFG ~ LFGH ~ L GHE ~ 90° 
por lo que el cuadrilátero rectilíneo EFGH es un cuadrado cuyo lado es igual al 
del dodecágono regular inscrito en una circunferencia de radio a. 

Luego EF ~ a '112 - v'3 (GEOM. 469). 
Area cuadrilátero curvilíneo EFGH = área cuadrado EFGH + 4 segmentos 

de 30°. 

Area del cl/adrado EFGH: A, ~ (a Y2 - -J:i)' ~ a' (2 - .J3). 

Area del segmento EIF de 30° = sector 300 - triángulo EDF 

o 1 AF o • o 
A~ = ;ra- _ - ' DE . - - = :'lQ- - ~ = ~ (:7 - 3) 

- 12 2 2 12 4 12 
r:; a' a' r.; Cuad. curvo EFGH: A ~ a' (2 - V 3) + ~~ - 3) ~ "3 1" + 3 (1 - V 3)] 

673. Calcular el área de los cu atro triángulos curvilíneos que q uedan sin 
plumear y forman las esquinas de la figura anterior, y que , tomados dos a dos, 
con el cuadrilátero curvilíneo EFGH darían lugar a una naveta. 

El área de las cuatro esquinas se compone del área de cuatro segmentos de 90°, 
y a como radio, menos el duplo del cuadrado curvilíneo EFGH. 

Ared 4 segmentos: A, ~ 4 (,,:' - ~) ~ a' h - 2) 

Doble cuad. curv. EFGH : A, ~ 2;' b + 3 (1 - .J3)] 

Fig. 46S 

ATea pedida: 

2a2 
{;;] A ~ a' (a - 2) - - 3- la + 3 (1 - V 3 ~ 

~ a ' (; - 4 +2 .J3) 
674. Dividida una circunferencia de centro O 

y radio R (fig. 465) en seis pa r tes iguales en los pu~
tos A, B, e, D, E, F , sobre cada uno de los radios 
OA, OE,. OC, OD, OF, tomados como diámetros, SE 

describen circunferencias, en las cuales, tomando con
secutivamente, de tres en tres, las partes comunes de 
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dichas circunferencias, se forma un rosetón de seis puntas, plumeado en la figura; y tomadas consecutivamente, de dos en dos, forman otro íOsetón, externo al anterior, y también de seis puntas. Calcular el área de esos dos rosetones, en función del radio de la circunferencia R. 
• 1. 0 Area del primer rosetón. - L AOB = 600 Y el triángulo OOIOlh siendo isósceles, es equilátero; por tanto, la roseta interior equivale a 12 segmnltos de 60° y un 'radio R12. Tendremos (573): 

A, = 12 [( ~ )' . h ~23 0] = ~' (2" - 3.y3) 

• 2.° ATea del segundo rosetón. - Los ángulos AGO y BGO son rectos; por 
co~iguiente los puntos A, G, B están en línea recta y OC es mediatriz de AB; por tanto: 

L AOG = L AOB = L O,OO, = 3D', 
22' 

L OAG = 6'; L OO,G = 120' 

Por donde se injiere que esta segunda roseta es equivalente a 12 segmentos de 12oo y de radio R/2 disminuidos nI el roselÓll interior. 
Aplicando la fórmula del n.O 573 tenemos,' 

A, = 12 ~(B.) ' .40. - 3v3] _ R'(h _ 3.j3) ['2 12 4' 

A. = R' (h - 3 .y3) _ R' (2n - 3 .y3 ) = h R' = " R' - 4 4 4 2 

es decir, la mitad del área del círculo dado. 





Geometría del espacio 





6 
GEOMETRIA DEL ESPACIO 

La recta y .el plano 

675. Por los extremos no comunes de tres segmentos iguales que parten 
de un mismo punto A, se hace pasar una circunferencia; hállese el centro y el 
radio de la m isma. 

Trácese una perpendicular desde el punto dado A (fig. 466) al plano P de
terminado por los extremos JlO comunes de los tres 
segmentos iguales .. el pie de esta perpendicular será A 
el centro de la circunferencia pedida y la distan
cia entre este centro y uno de los · extremQS no 
comunes será el radio de la circunferencia que se 
busca. 

676. Demuéstrese que toda recta que for
ma ángu los iguales con otras tres que pasan por 
su pie en un p lano, es perpendicular a dicho 
plano. 

Sea la recta AB, la cual forma ángulos iguales 
con las BC, BD y BE (fig. 466), que pasan por Fig.466 
su pie B en el plano P; digo que AB es perpendicular 
al plano P. 

En efecto, tomemos a partlr del punto B distanctOs iguaJes BC, BD y BE y 
tracemos las oblicuas AC, AD y AE. 

Por lener un ángulo igual comprendido entre lados . respectivamente iguales, 
serán : .6.ABC = .6. ABD = .6. ABE y. de la igualdad de éstos se deduce que las 
oblicuas AC = AD = AE y que el punto B equidista del pie de ellas. 

Pero el pie de la perpendicular trazada desde el punto A al plano P equidista 
también de los tres puntos C, D, E; y como quiera que ese punto es único, coincidirá 
con el B, y la recta AB será la perpendicular al plO1IQ P. . 

677. P or un punto dado, hacer pasar un plano que forme con . otro plano 
fijo p. un ángu lo dado. 
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A J"or el punto dado A (fig. 467) trácese fa 
perpendiallor AO al plano P y lino oblicua AS , 
que jonlle COll AO el ángulo compLementario del 
dado . 

Sea B el pUl/lO de mtersecaón de esta oblicua 
y el plano P, trácese una circunferencia desde el 
centro O y ' de radio OB situodo ell este mismo 
plano. 

Fig.467 

El plano detenl/il/ado por la oblicua AB J' 
la tangel/te en B a la circunferencia descrita re
melve el prnh!ema. Admite iufinitas soluciones. 

678. S i una recta y un plano ' son paralelos, todo plano perpendicular a 
la recta es también perpendicular al pl:mo propues to, y recíprocamente . 

Sea AB lo recta Daralefa 01 plano lVI; demostremos que el Dlano N. Dopell 
d/C/tlar a lo recta, lo es tambien al plOlIO dadO 
(figu," 468). 
• 1.0 Si por 1111 PUI/to clla/quiera 1 del plano M 
trazamos l e, paralela a AB, esta recia estará en 
el plano M, Y será perpendicular ol plallo N; 
luego el plano M, que contiene a la recta l e, es 

"también perpelldiClilar al plano N (GEOi\1. 652). 
• 2.0 Recíprocamente. -Ullo recta AB J' 
UI1 phmu lVI , perpendiculares a WI mismo plano N, 
SOl/ paralelos (fig. 469). 

En efecto, si la recta AB )' el plano . M se 
encOlitroran en l/U punto' cualquiera O·, por ejem
plo, d{'sde este pUl/to .~e podría trazar IlIIO perpeu· 
dicl/lfll· a la illt!'l""fecáólI EF; esta recta seria 

A 

Fig . .ul8 

perpendicular al /l/OlIO N (GEOi\L 648) y teudriamos desde WI mismo PUl/tu dos 
perpelldiC/llares a /01 mismo plono, lo que es imposible: 

L/lego la recta AB JI el plano M SOll paralelos. 

679. Una recta y un plano perpendiculares a una misma recta son pa
ralelos . 

Se.-; AS (fig. 470) l/IIO recta y 1\11 1/11 plono perpendiwlares a tina misma rec
ta eD: demostremos que S011 paralelos. Fn efecto, si la recta AS y el piano M se 

e 
A 

A 
B o 

.E 

M M 
o 

Fig. 469 Fig.470 



LA RECTA Y EL PLANO 293 

encontraran en lOl punto cualquiera, 0, por ejemplo, podría unirse este punto con, 
el PUlI"to E que indica la intersección "de la recta CD con el plano M . 

La recta CD, perpendicular al plano M por hipótesis, lo seria también a O lE; 
ento'nces tendríamos, desde lUZ solo punto 0, dos perpendiculares OAE y OlE,' a 
una misma recta, lo que es imposible. 

Luego la recta AB y el plano M son paralelos. 

680. Si dos planos son respectivam ente paralelos a otros dos que se cortan , 
las intersecciones son paralelas. 

Sean los planos M y N (fig. 471) respectivamente paralelos a los planos P 
y Q , que se cortan según CD. Demostremos que la intersección AB es paralela a CD. 

Siendo paralelos los planos M y P, la recta AB que pertenece al primero de 
estos planos, es paralela al segundo (GEO!\'r. 605, Cor. ); siendo paralelos los planos N 
y Q, /0 recia AB que pertenece al primero será también paralela al segundo. 

Luego la recta AB, pamlela a los planos P y Q que se cortan, será paralela 
a su intersección CD. 

Fig.471 Fig. 4-72 

681. Por un punto dado, trazar un p lano que pase a igual distancia de 
otros tres puntos dados . 

Sean O y A, B, C los puntos. dados (fig. 472). 
L os puntos A, B Y e determinan el plano ABC. Por el punto O se traza lUZ 

plano M paralelo al plano ABC, y por lo tanto equidistan te de los tres puntos dados. ' 

682. Si una recta se m ueve sobre una de las caras de un diedro , el ángulo 
que forma con su proyección sobre la otra cara será 
máximo cuando dicha recta sea perpendicular a la 
intersección de los dos planos. 

Sea el diedro formado por los planos M y N 
(figura 473); AD una recIa cualquiera del plano lV1, 
A un punlO fijo JI D el extremo móvil sob"e la 
intersección de los dos planos . 

Tracemos AC, perpendicular al plano N,)' AB , 
perpendicular a la intersección de los planos M 
y N. El plano que determinan estas dos perpendicu-

D 

Fig. 473 
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lares cortará al N según la recta Cs. Demostremos que se verificará /0 desigual
dad L ABC > L ADC. 

Siendo AC perpendicular al plano N, lo será también a CS J' CO; por tanto, 
los dos triángulos ABe y ADC son rectángulos en C. 

Además, CB es una perpendicular trazada desde el punto e a la últersecúón BD 
de los "dos planos y en es una oblicua; por consiguiente será CB < eD. 

Hagamos girar el triángulo ACB sobre AC como eje hasta llevarle al plano 
del triángulo ADC; entonces el plmlo B caerá en B', puesto que los dos triángulos 
ABe y ADC son rectángulos y CB < CD. 

Pero L AB'C > L ADC por ser ángulo externo del triángulo ADB' corres
pondien te a L AB 'D. 

tos 

p 

Luego L ABC > LADC 

683. Si desde un punto exterior a un plano se trazan a éste dos segmen
nhlicuos desiguales, al mayor corresponde una proyección mayor e incli

A 

e ~ __ -. 

Fig.474 

nación menqr sobre el plano que al . menor. 
Sean los dos segmentos AB y AC oblicuos al 

plano P (fig. 474), trazados desde el punto exterior 
al mismo A. 

Si AB > AC, digo que también será OB > OC. 
E1' efecto, si fuese la pro:yecúón OC = OB, tam
bién seria el segmento AC = AB, contra lo supuesto. 
1.0 propio ocurriría si OC > OB, pues sería 
AC > AB, contra la hipótesis. De aquí que sea 
OB > OC. 

Si hacemos girar al triángulo AOC alrededor 
de AO como eje, la proyección OC caerá sobre OC ' 
y la oblicua AC lomará la posición AC': 

Por tanto, 
o bien 

L AC'O > LABO 
LACO > L ABO 

684. Si una recta y un plano son perpendiculares, todo plano que pase 
por la recta o le sea paralelo es perpendicular al plano dado (fig. 475). 

Si el plano pasa por la perpendicular es evidente. Si el plano P2 es paralelo a 
la recta dada r , el plano Pz es perpendicular al PI' 

En efecto, puesto que P2 es paralelo a la recta r , podremos tTazar en este plano 

A o 
R 

r 

P, 

Fig. 475 Fig.476 
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una recta r ' paralela a la r; y como la r es perpendicular al plano Pl, su paralela 
también lo será. Entonces el plano P2 será perpendicular al Pi> pues contiene a la 
recta r, que es perpendicular al plano PI' 

685 . D os segmentos para lelos e iguales, cortan a un plano P según dos 
ángulos iguales, y sus proyecciones también serán iguales. 

Sean los dos segmentos AB y DE (fig. 476) iguales y paralelos; sus proyec
ciones respectivas sobre el plano P son A " B ' y D ilE' y los ángulos que jonllan COIl 

el plano P están seiialados en C y F. 
• 1.0 b.ACA" '""'-' b.DFD" ( rectángulos, con lados paralelos). 

Luego L C ~ LF 

• 2.° Por B y E trazamos paralelas a CA" y FD" respectivamente ; resulta : 

~ABA' = .6 DED' (hipotenusas iguales y L.A = L. D ) 
P or tanlo: BA' = ED' 

Y como BA' ~ B' A" Y ED' ~ E'D " 
será B' A " = E'D " 

686. Dos triedros que tienen dos caras respectivamente iguales y el diedro 
comprendido desigual , t ienen también la tercera cara desigual, y recíproca
men te. 

Sean los triedros S y S ' (fig. 477) que tiellen las caras b y c respectivamente 
iguales, y desigual el diedro comprendido. En 
la arista común a las caras iguales, tomemos 
SA = S'A'; t.racemos los pZatl0S ABC y 
A'B 'C' perpendt'culannente a las múmas 
aristas. La semirrecta SA será perpendicular 
a AB y AC, lo mismo que S' A' a las semi
rectas A 'B ' y A'C' . 

~ SAC = l::. S'A 'C' por tener un lado 
igual eSA = S'A') adyacente a ángulos res
pectivamente iguales, luego: 

AC ~ A'C' y se ~ S'C' 

También b.SAB = Ó. S'A 'B'; por tanto, 

AB ~ A'B' . Y SB ~ S'B' 

Fig. 477 

La medida de los diedros SA, S'A' es la de sus ángulos planos CAB y C'A'B'; 
de modo que al ser diedro SA < diedro S'A', será también L. CAB < LC'A'B'. 

Luego los triángulos ABC y A'B'C' tienen dos lados respectivamente iguales JI 
el ángulo comprendido LA < L A' por tanto 

eB < e 'B ' (GEOM. 86) 

Los triángulos CBS y C'B'S' Üenen así dos lados respectivamente tgua/es, y 
el tercer lado CB < e'B'; luego L a < L. a'. 

Recíprocamente. - Si por hipótesis !enemas la cara a menor que a', los 
triángulos CBS y C'B'S' tendrán dos lados respectivamente iguales y L a < L a'; 
luego eB < e 'B' . 
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L os triángulos ABe y A IB le' tiene" así dos lados respecth;amellte iguales, 
y el tercer lado CB < C'B'; luego LCAB < LC'A'B' y el diedro SA es menor 
que el diedro S'A ' . 

687. En todo triedro, a mayor diedro se opone mayor cara, y recíproca-
mente. 

s 

B~( 

Fig . .f78 

Sea el diedro SB menor que :se (fig. 478). Tracemos 
1111 plano SCA' que determine en SC, con la cara SCB, UII 

diedro igual a SB. El triedro SA' BC será isósceles, y la cara 
A 'SB igual a A 'SC. 

La Telaúóu eutre las caras del triedro SACA' es 

(GEOM . 681): Ase < ASA' + A'Se 

Sustituy endo la cara A 'SC por su igual A 'SB, 1'esultará: 

ASe < ASB 

Recíprocamente. ~ Sea, en el triedro SABe, la cara e 
mayor qua la b ; demostremos que el diedro se es mayol' 
que SB. De suponer iguales estos dos diedros resultarían iguales 
fas caras opuestas, lo Que es contrario al subues to. 

Sup01áendo el diedro SC menor que SB, tendríamos en 'virtud del teorema 
directo Le < L b; lo que también es contrario al supuesto. 

Luego e l die dro se es filayor qu e SB. 

688. En todo tetraedro se verifica: 1.° La suma de las caras es igual a ocho 
rectos. 2.n La suma de los diedros es tá comprendida entre cuatro y doce rectos. 
• 1.° La suma deias caras de los cl/alro triedros, vértices del tetraedro , es igual 
a la suma de los ángulos interiores de cuatro triángulos, O sea ocho rectos. 
• 2.0 Sean U laZa:!, PI PdJ:l , YIi':! Ya. Ó l ó~(h los diedros correspondientes a los 
triedros respectivos de los 'vértices A, B, e, D del tetraedro. Se tendrá: 

2 rectos < al + (12 + (1~ < 6 rectos 
2 rectos < PI -1- {Jz + fJ:l < 6 rectos 
2 rectos < YI + ¡"'z + Y3 < 6 rectos 
2 rectos < ó l + Óz -.L J;! < 6 rect.os 

Pero {Ir = UI; i'1 = (12; (jI = (l a; i'z 
Sumando oTdenadamellte: 

8 rectos < 2 (UI + u~ + a~ + p~ + fJ;J + y,¡) < 24 rectos 
o bien: 4 rectos < al + U2 + (l:l + fJ2 + 113 + Y3 < 12 r ectos 

689. En todo triedro isósceles, a caras iguales se oponen diedros iguales, 
y recíprocamente. 

S ea el triedro isósceles VABC (fig. 479), esto es, l/ti triedro cuyas dos caras 
AVB y AVC son iguales. Digo que los diedros correspondientes a las aristas VE 
y ve SO ll iguales. 

En efecto, desde 1111 punto cualquiera A de la a>-úta VA, tracemos la semirrec
ta AD perpendicular al plano BVe y desde el pie D de esta perpendicular, tracemos 
las semirrectas DB y De, perpendiculares respectivamente a las aristas VB y ve. 
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Los planos ADB y ADC definen en el triedro los 
ángulos DBA y DeA que son las secciones normales o 
rec/iUneos correspondientes a los diedros cuyas aristas son 
VB y VC. 

Pero b. AVB = b.A ve (hipotenusa comlÍn VA y 
L A VB = L AVe) luego AB = A.e, cuya igualdad etI

lraiia esta otra de los triángulos rectá1lgulos 
lIDAB ~ lIDAC 

y, como consecuencia , 
L. ABD ~ L. ACD 

v 

D 
Recíprocamente. - C01lSiderando la misma ¡igum, FiA'. 479 

si los diedros ABD y ACD son iguales, se tendrá también la 
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e 

igualdad de los triá1lgulos rectángulos .6DAB = 6 DAC, de donde AB = AC, 
y por tanto, 6 AVB = b.A ve por ser rectángulos Que tienen la hipotenusa comlÍn 
y un ángulo agudo igllal. 

Luego L. AVB ~ L AVC 

690. En todo triedro isósceles, el plano bisector del diedro t:omprend ido 
en tre las ca rH S iguales, es perpendicular a la terce ra cara y determina dos ánt,TUlos 
igua les . 

En el triedro VABe (fig. 479), mpongamos que sean iguales las caras AVB 
y A ve, y supongamos además que el plano VAD sea bisector del diedro correspon
diente V A. Entonces, los dos triedros VADC JI VA'DB tienen 1m diedro igual com
prendido entre caras iguales entre sí e im.:ersamell te dispuestas, siendo, por tanto, 
simétricos dichos diedros. 

Por consiguiente, los diedros AVD e y A VDB SOl1 iguales y por tanto rectos. 
Siendo, por la misma 'razón , iguales las caras BV D y evo. 

Nota. - De la misma manera se demostraría que si un plano pasa por 10 arista 
y la bisectriz de la cara opuesta, es perp21ldicular a dicha cara. 

691. Si un diedro tiene dos ángulos diedros desiguales, a mayor ángulo 
diedro se opone mayor cara y recíprocamente. 

Sea el. triedro VABC (fig. 480) en el cual el ángulo diedJ'O correspond;ente 
a la arista VA 'es mayor que el ángulo diedro corres-

V pOlldiente a la arista Ve. 

Je::...-'-__ -'----= e 

Fig.480 

En el ángulo diedro BVAC, construyamos el 
ángulo diedro D VAC = BVCA; entonces el trilllro 
VADe será isósceles, JI por tallto AVO = eVD. 

Pero el/ el triedro VABD , se tiene que 

AVB < AVD + BVD 
o sea AVB < CVD + BVD 
o bien AVB < CVB 

Recíprocamente. - Si las caras de un triedro 
son desiguales, a mayor cara se opone m ayor diedro. 

En efecto, supongamos Que los diedros opuestos 
a dz'chas caras sean iguales ,' entonces el triedro será isósceles y las caras opuestas a 
esos diedros serán iguales .. lo Que es contra la hipótesis. 
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692. En todo triedro convexo, un diedro exterior es menor que ' la suma 
de los otros dos no adyacentes y mayor que su diferencia. 

En efecto, si designamos por A, B, e, los ángulos diedros de un triedro C(m

vexo, tendremos: 
• 1.0 A + B + e > 2 rectos 

de donde Diedro e:\"terior a e = 2 rectos - e < A + B 
• 2.° Como el triedro es convexo, tenemos: A + e < 2 rectos 

y con mayor razón: A + e - B < 2 rectos 

.~~ 2_~ - C > A - B 

693. La suma de las ocho caras del ángulo poliedro del capitel de una 
torre, al variar entre O y 3600 , ¿entre qué límites puede variar la suma de los 
ángulos básicos de las caras laterales de dicho capitel? 

Suma total de los ángulos de las ocho caras: 8 X 2 = 16 rectos 
Suma de los ocho ángulos del 'U'értice del capitel.- de O a 4 rectos 
Suma d e los 16 ángulos básicos de 16 a 12 rectos 

694. ¿Qué límite resultará en el caso general de un ángulo poliedro de 
u caras? 

A 

695 . 

E 

Suma total de l~s ángulos: 21/ reclos 
de O a 4 rectos 

de 2n a (2n - 4) r ectos 
Angulas en el vértice: 
Angulos básicos . 

Hallar 

M 

e 

o 
F 

N 

la 

o 

distancia Que media entre un punto y un plano dados. 
Sea M el punto dado)' ABC el plano dado (fig. 481 ) 

Desde el PWltO M, por medio de Wl cordelillo de sufi
ciente longitud, se señalan en el plano tres puntos cuales
quiera A, B, C, equidistantes de M; se comtruye el trián
gulo ABC, y en los puntos medios de sus lados s~ trazan 
perpendiculares que determinan el punto O equidistante 
de los vérttces. 

B La recta MO es la distancia pedida, pues siendo_' 

Fig. 481 

iguales las oblicuas MA, MB Y Me, sus pies equidistan 
del pie de lo perpendicular. Además, el punto O es el 
ú"ico PUlIto del plano que d¿ OA = OB = OC. Luego 
MO es perpendicular al plano ABe y determina la dis-
tancia que media entre el punto M y ' el plano dado. 

696. La agUja de un campanario forma un ángulo sólido de ocho caras 
cuya suma es de 900. Hallar el valor de cada uno de los ángulos en la base de 
las caras laterales. 

Suma de los ángulos de los ocho triángulos: 8 x 2 ~ 16 rectos 
Suma de los ocho ángulos en el vértice: 1 recto 
Diferencia , o sea valor de los 16 ángulos en la base: 15 rectos 

Valor de cada lUlO de estos ángulos: 15 X 900 

16 
84° 22 ' 30" 
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697. Dadas dos rectas, trazar un plano paralelo 
a ambas rectas y a igual distancia de cada una de ellas. 

Sean AB y cn (fig. 482) las rectas dadas. Por la 
recta AS se puede trazar WI plano M paralelo a la rec
ta cn, y por en otro plano paralelo a la recta AB 
(GEOM. 605); por tanto, los planos M y N sml paralelos. 

Luego el plano R, trazado a igual distancia de los 
planos M y N, será paralelo a cada una de las rectas 
AB y cn, y equidistará de cada una de ellas. 

698. Por una recta dada, trazar un plano que pase 
a igual distancia de dos puntos dados. 

Sea AB la recta, C y D los puntos' dados, y sea M 
el plano (fig. 483). Las perpendiculares CE .v DF han 
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M 
A~-'fE ___ -{B 

N D 

Fig.482 

e 
de ser iguales; estas rectas S01l paralelas por 
ser perpendiculares a un mismo plano; luego 
l'l.ctG = ~DFG por tener un lado igual adya

cente a ángulos respectivamente iguales, y por 
tanto CG = GD. 

Por consiguiente, el plano 'M queda deter
minado por la recta AB y el punto G, punto 
medio de la recta cn que une los puntos dados. 

Fig.483 699. Una habitación tiene de altura 
a = 4 m y en un punto del techo se sujeta 
una cuerda de 10 m de larga y con el extremo libre se traza una circunferencia en el suelo procurando tener bien tensa la cuerda. H állese el área del círculo que resulta. 

L.a alerda bien tensa representa la hipotenusa de UlJ triángulo rectángulo que tiene por catetos la altura a = 4 m y el radio r de la circunferencia. 
Por tanto, r = f - 0 2 . 

Area del círculo: A = :tr = ¡r (f - 0 2 ) 

A ~ 3,1416 (10' - 4') ~ 3,1416 X 84 ~ 263,8944 m ' 

700. En un punto P de un plano M (fig. 484). 
se coloca verticalmente un listón que tiene. a = 5 m 
y haciendo centro en el pie del mismo, se traza una 
circunferencia en el plano M, de radio r = 2 m.· En 
un punto B de esta circunferencia se traza una tangente 
BC de t = 8 m de longitud. ¿Qué distancia hay entre 
los extremos del listón y de la tangente? 

á'~r+" 

AC' ~ al + d' ~ a' + r + " 
AC ~ ";5' + 2' + 8' ':'" 9,64 cm Fig. 484 
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PROBLEMAS SOBRE LOS POLIEDROS 

1. Area del prism.a 

701. ¿Cuál será el' área de un cubo 
1. o 5 m de lado; 

qu~ tiene: 
2.° 12,45 m de lado? 

• ~ 1.0 Area total del cubo: 
• 2.0 A rea total del cubo.-

A = 602 = 6 X 52 = 150 m I'. 
6 X 12,45' ~ 930,015 rn' 

702. S i a representa la longitUd de la arjsta de un cubo, ¿cuál será la fórmula? 
1.° De la suma de las ar istas; 2.0 Del área total de las caras? 

• 1.° El cubo tiene 12 aristas; por tanto, la suma será 1Za. 
• 2 .° Area de las 6 caras : 6 (o X a) = 6a.~ 

703. La~ tres rimensiones de un paralelepípedo rectángu lo son a, b, c. 
¿Cuál es 

• • 

1. o La fórmula de la suma de las aristas; 2.° L a del área total? 

1.0 Suma de las aristas: 
2.° Area total: 

4a + 4b + 4e ~ 4(a + b + e) 
2ab + 20e + 2be ~ 2(ab + ae + be) 

704. ¿Cuál es el área lateral de un pa ralelepípedo rectángulo que tiene 
5,25 m de largo, 4,5 m "de ancho y 3,75 m de alto? Calcular también. el área total. 

• l.' Perímetro de la base: 2(5,25 + 4,5) 19,5 m 
Area lateral: 19,5 X 3;75 ~ 73,125 rn' 

• 2.° Area de las dos bases: 2(5,25 X 4,5) ~ 47,25 m' 
. Area total: 73 ,125 + 47,25 ~ 120,375 rn' 

705. ¿Cuál es el área lateral de un prisma recto de 9 m de altura, si la 
base es un triángulo equ ilátero de 1,8 m de lado? 

P erímetro de la base: 
Area lateral: 

1,8 X 3 ~ 5,"4 m 
5,4 x 9 ~ 48.6 rn' 
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706. ¿Cuál es la superficie total de una pilastra de 8 m de alto, cuya base 
es un cuadrado de 5,225 m!! de área y cuyas ca ras laterales son rectángulos ? 

La pilastr:a propuesta es Il1l prisma cuya base es un cuadrado . 

Lado del cuadrado.- V5,2250 2,286 m 
Perímetro de la base: 2,286 X 4 = 9,144 m 
Area lateral: 9,144 X 8 = 73,152 ro2 

Area de las bases: ' 5,225 X 2 = 10,45 m!! 
Area total: 73, 152 + 10,45 ~ 83,602 m ' 

707. Se quie re empapelar un cuarto cuya longitud es de 9,25 m, la an
chura 4 ,75 m y la altura 4,8 m; las aberturas no empapeladas representan una 
superficie total de 12,25 m 2

. ' ¿Cuántos rollos de 12 ro por 50 cm se necesitarán , 
y cuál será el gasto Hi el rollo cuesta 37,5 pts? 

P eri1.lletro del cuarto: 2(9,25 + 4,75) = 28 m 
Superficie de las paredes: 28 X 4 ,8 = 134,40 m !! 
Superficie empapelada: 134,4 - 12 ,25 = 122,15 m!! 
Superficie de WI rollo: 12 X 0,5 6 m !! 

NútnerQ." de rollos: 20,35 = 21 

Gasto: 37,S x 21 ~ 787,b pts 

708. U n paralelepípedo rectángulo tiene 3 m de largo, 5 m de anch o 
y 8 m de alto. Cal<::ular: 

l. o El área lateral del sólido; 
2.° El lado de un cubo que tenga igual superficie total que el paralelepípedo'. 

• 1. ° Perimetro de la base: 2(3 + 5) = 16 m 
Area lateral: 16 x 8 = 128 In2 

• 2. 0 Area de las bases : 2(3 x 5) = 30 m2 

Area total: 128 + 30 = 158 m 2 

Lado del cubo: J 16
58 

-- 5,13 '" 

709. Las caras de un cubo tienen juntas 54 m 2 • ¡Cuál es; 
l. ' La longitud de una arista; 
2.' El vo lumen d el cubo? 

• l. ' Longitud de la arista: .Js4:6 ~ 3m 

• 2. ' Volumen del cubo: 3 X 3 x 3 = 27 m 3 

710. La altura, anchura y longitud de un paralelepípedo reCtángu lo tienen 
respectivamente 2, 3 y 4 m. ¿Cuál es: 

1.0 El vo lumen; 
2.° El área total ; 
3.° La diagonal; 
4.0 La s'uma de las aristas; 
5.° La arista de un cubo equivalente; 
5. 0 La diferencia d e área entre los dos sólidos; 
7.0 La di ferencia de las sumas de sus aristas respectivas. 
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• Lo Volumen del paralelePíPedo: 4 X 3 X 2 == 24 rn3 

• 2.° Area lateral: AL ,;" 2p X h ~ 2(4 + 3) X 2 ~ 28 m' 
A rea de las bases: 2(4 x 3) = 24 ,me 
Area total: 28 + 24 = 52 m ! 

• 3.° D iagonal (GEOM. 726): V2' + 3' + 4' ~ 5,385 m 

• 4.° Suma de las aristas: (4 X 4) + (3 X 4) + (2 X 4) ~ 36 m 

• 5.°' 

• 6.° 
Arista de un cubo equivalente: -V24 = ' 2,885 rn. 
Area' de este cubo: '6 x 2,8852 = 49,9394 m I! 

• 7.° 
Diferencia de área.- 52 ., - 49,9394 = 2,0606- m I! 
Suma de las aristas del cubo: 2,885 X 12 = 34,62 m 
Dijerencüi de sumas de las aristas: 36 - 34,62 = 1,38 m 

711 . ¿Cuál es el área de la hase de un prisma cuadrangular que tierl;e 
15 m de alto, y cuyo volumen es de 4,25 m3? 

Llamando x a la superficie de la base, tendremos.-

4,25 ~ 15 X x 
de donde: · x ~ 4,25 : ·15 ~ 0,2833=' 

712. ¿Cuál es la altura de un prisma cuya base tiene 3,5 mI! de área, y 
cuyo volumen eS de 5,75 m3 ? 

Volumen: 5,75 ~ 3,5 X n 
a ~ 5,75 : 3,5 ~ 1,64 = 

713. El área lateral de un parale lep ípedo rectángulQ de · 7 m de altu ra es 
63 ffi2; ¿cuál es el p er ímetro de la base? 

ATea lateral : 2p X 7 ~ 63 
2p ~ 63 : 7 ~ 9 In 

714. ¿Cuál es la altura de un prisma recto cuya área lateral es de 
si la base es un pentágono regular de 2,6 ' m de lado? 

ATea lateral: 2,6 . >s 5 >\. h ·= 104 m 2 

h ~ -,,-,CCIOc.:
4--;-

2,6 X 5 
81n 

104 m' 

715 . ¿Cuál es la anchura de un paralelepípedo rectángulo cu ya área la-
teral es de 196 m2 , la. longitud de 9 m y la altura de 7 m? 

Perímetro de la base: 196: 7 = 28 m 
SerniperímetTo: 28: 2 = 14 m · 
Anchura: 14 - 9 ~ 5 111 

716. . ¿Cuál es el lado de un cubo cuya. área to tal es de 486 mI? 

Longitud d e l lado: V 486 : 6 .~ 9 In 
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11. Volumen del prisma 

717. ¿Cuál es el volumen de un cubo de 7,5 m de lado? 

V = a3 = 7,S:! = 421,875 1I13 

718. ¿Cuál es el volumen de un prisr:na que tiene 7 ml! de base y cu ya 
altura es de 3,4 ro? 

v ~ 7 X 3,4 ~ 23,8 m ' 

719. ¿Cuál es el volumen de un prisma triangular si la base del triángulo 
tiene 1,02 m, su altura 80 cm y la altura del prisma 2,6 m? 

Area de la base : 1,02 X 0.8 = ° 408 ml! 
2 ' 

Volumen del prisma: 0,408 X 2,6 = 1,0608 nT 

720. ¿'Cuántos estéreos tien~ una pila de leña de 15 ,5 m de largo, 4 m 
de ancho y 7,25 m de alto? ¿Cuál es el volumen real, si los vacíos se evalúan en 1/7? 

Volumen de la pila de leña: 15,5 X 4 X 7,25 = 449,5 estéreos 
El volumen real será: 449,5 X 6/7 = 385,285 estéreos 

721. ¿Cuál es el vo lumen de una pared "maestra que tiene 4,5 m d~ la rgo, 
25 cm de espesor y 3,2 m de .alto? 

V ~ 4,5 X 0,25 X 3,~ ~ 3,6 m ' 
722. ¿Qué volumen tiene' un prisma triangular regular de 2,24 m de alto, 

SI el perímetro de la base mide 3,75 m? -

Llamando 1 al lado de la base, e~ volumen será: 

V~~.J3 x a 

El lado tiene: 3,75: 3 ~ 1,25 m 

V ~ 1,25' .J3 X 2 24 ~ 1 5155 m' 4 ' , 
723. Una caja de hOjalata tiene 1,8 ro de largo, 1,08 m de ancho y 1,5 m 

de profundidad. ¿Cuál es en litros su capacidad? 

Volumen de la caja: 
Capacidad en litros: 

1,8 X 1,08 X 1,5 ~ 2,916 m' 
2916 litros 

724. U n aljibe rectangular t iene 12,25 m de largo y 75 cm de ancho y 
de profundidad; calcular su capacidad en hectolitros. 

Volumen del paralelePíPedo: 12,25 X 0,75 X 0,75 = 6,890625 m 3 

Capacidad en hectolitros: 68,906 hl 

725. En una sala de 8 m de largo por 5,75 m de ancho y 3,5 m de-altura 
se quisiera aumentar la cubicación en 8.05 m \ reduciendo la longitud 1 m. 
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¿Cuánto habrá que levantar el techo para este efecto y cuál será entonces la 
superficie de las paredes? ¿Es la misma que antes, o ha aumentado o disminuido! 

Volumen de la sale:: (8 X ,),75 X 3,5) + 8,05 169,05 m 3 

Altura : 
169,05 

5,75 x 7 

4,2 - 3,5 

4,2 m 

Habrá que subir el techo: 
¡Vuevas dimcnslpnes: 

0,7 cm 

Lmgo: 7 'm} 
Ancho: 5,7:' m Perímetro: 
Alto: 4,2 m 
Area de lasl paredes: 
En v ez de 

(7 + 5,75) x 2 ~ 25,5 m 

25,5 X 4,2 ~ 107,10 m' 
27,5 X 3,5 ~ 96,25 m ' 

Autnento: 10,85 m ? 

726. j-\Irededor de un campo cuadrado se 'abre un fo::;,o de 0,80 m de ancho, 
con lo cual queda reducida la extensi,ón de la finca a 46,7856 áreas. Si la tierra 
extraída es de 199 ,296 m \ ¿cuál será la profundidad del foso y cuál el perímetro 
exterior? 

EL área restante cercada por el Jaso formará un cuadrado, cuyo lado es: 

1 ~ .,¡ 4678,56 ~ 68,4 m 

Lado de la finca incluido foso: 
Perímetro exteríor: 
Area del campo y foso: 
Area del foso solo: 
Profundidad del foso: 

L ~ 68,4 + 0,8 x 2 ~ 
70 x 4 ~ 

702 = 

4900 - 4678,56 ~ 
199,296: 221,44 ~ 

70 m 
280 m 

4900 m 2 

221,44m2 

0.,9 1 
:n\ 

727. Con una cartulina rectangular de 28 cm por 23 , cm. ~q)nstrúyase el 
cubo nlayor posible, pegando las aristas con papel de goma. Hiillese cij!spués 
su volumen y el área de la cartulina sobrante. 

Tomando 4 caras a lo largo, tendrá cada una: 28: 4 = 7 cm. 
A esas 4 caras se pegan las 2 bases, tomadas del resto de la cartulina. 

Volumen del cubo: 
Area total: 
La cay tulil1a tenía: 
Sohrante: 

7 3 = 343 cm" 
72 X 6 = 294 cm2 

28 X '23 ~ 644 cm' 
644 - 294 ~ 350 cm' 

728. Hemos pagado 455 pts por labrar una piedra cúbica, a razón d e 
84 pts m 2

• ¿A cómo sale ésta, si había costado 600 pts m:l ? 

Area total del cubo : 6a2 = 455 : 84 = 5,4167 m 2 

Arista del cubo: a == .JS ,4167 : 6 = 0,95 m 
Volumen del cubo: V = 0,953 _=- 0,857375 m 3 

Coste de la piedra:600' x 0,857375 + 455 ~ 969,425 pts. 

729. En una caja rectangular se podrían colocar en sentido longitudinal 
15 cubitos de 4 cm de arista y quedarían 2 cm vacíos; disponiéndolos en sentido 
latitudinal, se colocarían 10 cubos de iguales dimensiones y quedaría un vacío 
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de 3 cm, y en sentido vertical cabnan exactamente 8 de esos cubitos . ¿Cuál es 
el volumen interior de la caja? ¿Cuántos cubos de 5 cm de arista podrían dis
ponerse dentro y cuál sería el espacio que quedará vacío? 

D imensiones de la caja: 
Longitud: 
Latitud: 
Altura: 
Vol. interior: 

(4 X 15) + 2 ~ 62 cm 
(4 x 10) + 3 ~ 43 cm 
4 X 8 '= 32 cm 

62 x 43 x' 32 = 85 312 cm'¡ = 85,312 dlTl:1 

lVúmero de cubos de 5 cm que podrán coLocarse : 
A lo largo: 62 : S = 12 por defecto 
A lo al/cho: 43: 5 = 8 por defecto . 
A lo alto: 32: 5 = 6 por defecto. 

En total: 12 x 8 X 6 = 576 cubos. 
Volumen de estos cubitos: 5;¡ X 576 = 72 000 cm3 

Espacio vacío: 85,312 dm3 
- 72 dm3 = 13,312 dm3 

730. 
gúntase: 

l ° 
2.° 

U na clase tiene 8,25 m de largo, 7 m de ancho y 3,45 m de alto. Pre-

Qué vo lumen de aire cont iene. 
Cuánto pesa este aire, suponiendo que un litro de aire pesa 1,3 g. 

• • 
1.0 Volumen de la clase: 
2.° Peso del aire: 

8,25 X 7 x 3,45 ~ 199,2375 m " 
1,3 x 199,237 S ~ 259,0075 kg 

731. Las dimensiones exteriores de un ed ificio son 17,25 m de largo, 
11 ,5 m de ancho y 10,5 m de alto; las paredes exteriores miden , por término 
medio, 62 cm de espesor. Hay 24 ventanas de 1 m de ancho por 1,72 m y 2 puer
tas de 1,15 m de ancho por 2,58 m de alto . ¿Cuál es el volumen de las paredes? 

Amplitud de las paredes con las puertas y ventanas: 

2 (17,25) + 2 [11 ,5 - (2 x 0,62)] ~ 55,()2 m 
Volume'l total de las paredes con las puertas y ventanas: 

Vol. ventanas: 
Vol. puertas: 

55,02 X 10,5 X 0,62 ~ 358,1802 m' 
(1 X 1,72 x 0,621 .x 24 ~ 25 ,5936 m' 

(2,58 x l , 15 X 0,(2) X 2 ~ 3,67908 m' 
Vol. paredes: 358,1802 - (25,5936 + 3,679 08) ~ 328,907 52 m ' 

732. Hay que demoler una pared que tiene 46 m de largo, 1,5 m de alto 
y 70 cm de espesor. Reedi ficada, tendrá 80 cm de espesor y 1 m de alto. Por 
la demolición de la pared ant igua, extracción de piedras y acarreo de escombros, 
se pagan 28 pts por m 3

, y 45 pts por la construcción de 1 m;! de la nueva. ¿Cuánto 
costará el trabajo? 

Volumen de La pared antigua: 
Gasto por la demolición: 
Volumen de ·la pared 1/ueva: 
Gasto por la construcción: 
Gasto total: 

46 X 1,5 X 0,7 = 48,3 m l 

28 X 48,3 ~ 1352,4 pts 
46 x 1 X 0,8 ~ 36,8 m' 

45 X 36,8 ~ 1656 pts 
1656 + 1352,4 ~ 3008,4 pIs 

733. U na caja de embalaje se ha guarnecido interiormente con una lámina 
de cinc que p resenta un desarrollo suoerficial de 3,60 m2 • Hállese el vo lumen 
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inte¡¡ior de la caja, s Iendo la longitud el doble de la anchura, y las caras extremas, 
cuadrados iguales. 

Llamando x a la anchura, la longitud será 2x. 
Perímetro de la caja: 2(x + 2x) = 6x 
Area lateral.- 6x X X 6.\.2 
Area de la base: 2x X x 2.r 
Area total: 2(2.\"2) + 6 .\2 1Ox2 
Luego ID,\;2 = 3,6 

x ~ ';0,36 ~ 0,6 m 
Volumen: 0,6 X" 0,6 X 1,2 = 0,432 rn.:\ 

734. Se tiene un triángulo isósceles, cuya área es de 6 m 2 y la altura es 
la mitad d.c la base; ¿cu"ál será el volumen del prisma triangular recto construido, 
tomando este triángulo por base, y sabiendo que el área total del prisma es de 
24 m 2 ? 

En todo triángulo isósceles la altura relativa a la -hase es al mismo tiempo me
diana. 

y CUQ1zdo, en un triángulo, la mediana es la mitad dt;L lado correspondiente, 
ese triángulo es rectángulo. . . 

El triángulo, en este caso, es Wi semicuadrado. 

Areq dellriángúlo base: [2../ 2 = 6 m 2 

de donde: 1 = .J6X2 - 2 .J3 m 

. H ipotenusa del ',iáng. 1.J2 ~ 2 ';3 . V2 ~ 2 ..J6 m 

Area lateral prisma: AL ~ (2- 2 .J3 + 2 ..J6) h ~ 2h (2.J3 + ..J6) 
AT ~ 2h <2 .J3 + ..J6) + 6 X 2 Area total prúma: 

Por el enunciado.- 2h (2.J3 + ..J6) + 12 ~ 2.4 

de donde: 

7acionalizando ." 

Vol. prisma: 

h ~ 24 - 12 6 

2 (2 .J3 + ..J6) 2 .J3 + ..J6 
h ~ 6 (2 .J3 - .;6) ~ 2 .J3 - ..J6 

12 - 6 

V ~ 6 (2.J3 -..J6) ~ 6 X 1,01 4 ~ 6,084 rn' 

735. Tenemos una serie de 30 prismas, cuyas alturas van creciendo de 
(.'ffi a partir de 1 que tiene el primero, hasta 30 cm que tiene el último. Tod'as 

ellos tienen por base un exágono regular de 3 cm de perímetro. Se desea saber: 
1.0 La suma de sus volúmenes; 
2. o La suma total de sus áreas. 

• 1. o La suma de los vo[¡ímel/rs es equivalente al volumen de un prisma UnLCO 

cuya altura fuese la suma de todas las alturas de los prismas dados; mas estas al
turas van en progresión aritmética , siendo el primer término 1 cm y el último 30 cm. 

La suma H será, pues: (1 + 30) 30 ~ 465 cm 
2 

3 3' !J V ~ "-",x-"c~V,,--,, j X 465 ~ 302,0175 cm' 
2 

Volumen: 
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• 2.° La suma· total de sus áreas se ¿ompone de la suma de sus áreas latera les 
más 60 veces el área de una base. 

La primera equivale al área lateral :rje ~n p risma único cuya altura fuese la 
suma de las alturas de todos . los prismas dados; 465 cm: 

Area lateral: 

Area total: 

AL = J x 465 = .1395 cm' 

ATo = 1395 + 3· 0,5' ,fj x 60 
2 

1433,97 c m ! 

736. Un hojalatero quiere hacer un cubo con una lámina de cinc de 8,64 m 2 • 

¿Cuál será: . 
1.0 L a longitud de la 'arista; 

• • 
2. ° El volumen del 'cubo? 

1.° Longitud de la arista: 
2.° Volumen: 

.J8,64: 6 = 1,20 ro 
1,23 = 1,728 m 3 

737. Para cercar una finca de 32 ro de largo por 20 ro de ancho, se cons
truye uha pared de 1,5 m de altu ra por 0,2 m de espesor. Dicha pared tiene 
una puerta de entrada de 1,2 m de ancho abie~ hasta arriba. Calcular el volu
fl:1eI! y superficie de la pared ~eniendo en cuenta también el remate y puer ta. 

Perimeiro extérior: (32 + 20) X 2 - 1,2 = 102,8 m 
Perímetro interior: 102,8 -:- 0,2 x 8 = 101,2 m 

Base de la pared,; . 

Vol. d e la pared: 

102,8 + 101,2 x 0,2 = ' 20,4 m' 
2 

Area pared· (exterior): 
20,4 X .t ,5 = 30,6 m 3 

102,8 X 1 S = 1542 m' 
101 ,2 X 1:5 151:8 m ! Area pared (interior): 

. Montantes puerta: 
Remate ( igual que la base); 

0,2 X 1,5 X 2 0,6 m ' 
20,4 ro2 

Area total: 

738. Un ferrocarril atraviesa una llanura por . un terraplén cuy a sección 
representa un trapecIo de · b ro de alto y 8 m 
de ancho en la p arte superior . Los taludes for
man una pendiente de 75 cm por metro. ¿Cuán
tos m etros cúbicos de tierra se han necesitado 
por kilómetro- para este terraplén, y cuál es la 
superficie del talud? 

Puede cons;'derarse el terraplén como un ' pris
ma cuya base es el" trapecio de la sección y cuya 
altura es de 1 km. . 

Sea ABCD (fig. 485) el trapecio de la sección. 
Longitud de AB = 6 : 0,75 = 8 m . 

A 

Fig.485 

En 1'> ABE: AE = .J AB' - BE' = .)64 '- 36 = 5,29 m 
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B ase mayor del trapecio: 5.29 + 8 + 5,29 = 18,58 m 

Area ABCD, A, 18,58 + 8 . x 6 ~ 79 74 m ' 
7 ' 

Vol. tierra acarreada: V = 79,74 x 1000 = 79740 m :¡ 

Un talud tiene la forma de un rectd"gulo de t 000 m de lOlll!itud por 8 m de 
ancho. Luego: 

A 

Area de los taludes: A = (1000 x 8) X 2 = 16000 m 2
• 

7:\9. Calrn lnr el volumen 

E 

Fig. 486 

el el prisma ABCDEFGH (fig. 486) sabiendo 
que las caras -f\tlCO y EFGH , paralelas y 
verticales, son dos trapecios cuyas aristas 
AB ~ EF ~ 42 cm y ' DC ~ HG ~ 24 cm; 
los lados oblicuos de este trapec io tienen 15 cm 
cada uno; y la longitud dt!l prisma AE = BF = 
~ CG ~ DH ~ 80 cm. 

Suponiendo que este prisma fuera una 
pila, ¿qué cantidad de agua contendría si es
tuviesé lleno hasta los 2/3 de altura y des
cansara sobre la base DCGH? 
• 1.° Tomemos el tTapecio ABCn como base 
del prisma, la altura de este trapecio seTá DL 

AL ~ 42 - 24 
2 

9 cm 

En b ALD (rectángulo) , DL ~ -IAD' - AL' ~ -115' - 9' 12 cm 

Area ABCD, A ~ 42 + 24 x 12 ~ 726 cm' 
2 

Volumen del prisma: V = 726 X 80 =; 58 080 cm~ = 58,08 dm3 

• 2.° Sea M NR el nivel del agua en la cara ABeD. ~MND""'" ~ ALD, 
luego 

DN ~ DL/ 2 .~ 12 3X 2 ~ 8 cm 

MN ~ AL x 2 ~ .2.Q ~ 6cm 
3 . 3 

MP ~ ·DC + 2MN ~ 24 + 12 ~ 36 cm 

Area CDMR A ~ MR + DC X D N ~ Jo + 24 X 8 ~ 240 cm' 
2 2 

Vohm~ell de agua,' V ~ 240 X 80 ~ l Y 200 cm' ~ 19,2 drn' 

740. Se qu iere construir un dique de piedra de granito que tenga 750 m 
de largo, 3,5 m de alto, 4,75 m de ancho en la base y 2,2 m en la parte superior. 
El metro cúbico de granito pesa 2500 kg, Y el kilo cuesta 0,3 pts. ¿Cuál será el 
coste de este dique? 

Véase el problema nlÍm. 738. 
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Area de La sección ABe D: 2,2 + 4,75 -x 3,5 = 12,1625 m2 

'< 
Volumen del granito:. 12,1625 X 750 = 9121 ,875 m :! 

Importe: 0,3 " 9121,875 X 2500 = 6841406,25 pts. 

741. L~ altura de un prisma recto es de 4 dm; cada base es un rectárlgulo, 
y uno de los lados es e l doble del otro; el área total es. de 28 dm2

. Pregúntase 
cuál es el área de cada una de las caras laterales y de las bases. Dígase, además, 
el peso del mercurio contenido en este prisma, suponiél,1dolo hueco. Densidad · 
del m ercur io: 13,59. 

SPt7 x dm el lado menor del rectángulo h'¡.~:co. 

Area lateral: 2 (2x + x) X 4 = 24x 
Area de las bases: 2 (2x x x) = 4>? 
Area total: 4.x2 + 24x = 28 
Se simplifica y resuelve: ."\":2 + 6x - 7 = O 

de dm¡de .\' = - 3 + V16 = - 3 ± 4 = 1 dm 

La respues ta negativa no es aceptable pues se trata de lino longitud. 

Cara pequeña = 1 x 4 = 4 dm2 

Cara grande = 2 x 4 = 8 dm2 

Area de la base = 2 x 1 = 2 dm2 

Vólmnen del prisma· ~ 2 x 4 = 8 dm :J 

Peso del prisma: P = 8 x 13 ,59 = 108;72 kg 

742. La superficie total de un prism a de alumin io de forma exagoñal 
regular .es de 12 dm2 ; su altura es 1 drn. Calcular el volumen y el peso del sólido, 
si la den sidad del aluminio es 2,5. 

Sea 1 dm el lado del exágono: 

Area lateral: 

Area total: · 

Por hipótesis: 
Se r~su.elve: 

AL = 61 X 1 = 61 

AT = 61 + 2 (1f 0)= 61 + 5,21' 

61 +.3,21' = 12 
S,2!' + .61 - 12 = O 

I = -,3 le .,j9 + 62,4 = - 3 ± 8,45 = 1 '048 dm 
5,2 5,2' 

Area base: A = 31' 0 = 3 X 1,048' IJ = 2 84 dm' 
7 2 "" , 

Volumen del prisma: v = 2,84 X 1 = 2,84 dm' 
P = 2,84 X 2,5 = 7,10 kg Peso del prisma: 

743. Un prism a exagonal tiene 3,82 m de alto; cada aris ta d e la base es 
de 34 cm. ¿Cuál es su volumpn "? 

Arpa hase: A = 31' .,j3 = .3 X 3,4' 0 = 30 03288 dm' 
. . "J. 2 ' 

Vol. prisma: V '= 30,03288 X 38,2 = 1147,256 dm" 
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744. .U n aljibe .tiene la forma de un prisma octogonal regu lar de 80 m 
de perímet~o. ¿Qué volumen de agua contiene cuando ésta sube a 75 cm? 

Lado del octógono de la base: 80 : 8 = l Oro 
Area del octógono (GEOM" 581), A ~ f' (2 + .)2) 
Area base: " B ~ 100 (2 + 2.)2) ~ 482,842 m' 
Volumen del agua: V ~ 482,842 X 0,75 ~ 362,131 m " 

745. ¿Cuánto costará la mampostería de un pabellón de forma octogonal 
regular de 3 m de lado, 4 m de alto '3 flor de tierra y 1 m de cimientos, a razón 
de 50 pts el metro cuadrado de m ampostería? Los huecos de puertas y ventanas 
no entran en cuenta. 

ATea lateral: 
Importe : 

AL ~ 3 x 8 x (4 + 1) ~ 120 m' 
SO x 120 ~ 6000 pIs 

746. Hallar el área lateral de un prisma exagonal regular ~uyo volumen 
es de 1299 dm~ y cuya altura es doble que la diagonal mayor de la base. 

Area base: B ~ 3f' .j3 
2 

La diagonal mayor del exágono regular es dobl~ del lado; la al!ura del prisma 
será, pues: 

Vol. prisma: 

Por hipótesis: 

h ~ 2I x 2 ~ 41 

V ~ ll'....Y'1 x 41 ~ 61'-/3 
2 

61' .j3 ~ 1299 

I ~ J ~~ ~ ~ 6 1299 ~ "-0"12s ~ S dm 
X 1,732 

h ~ 20 dm 

Area lateral: AL ~ 61h ~ 6 X S X 20 ~ 600 d m ' 

747. ¿Cuál es ·la longitud de un alj~be rectangu lar de 2 ro de ancho y 2.~ m 
de alto, s i su volumen es de 225 hectolitros? 

V ~ 2 X 2,25 X x ~ 22,S 

x " ~ 22,S ~"5 rn 
2 X 2,25 

748. ¿Cuál es la profund idad de un estanque de fonna cuadrada que 
tiene 2,4 m de lado, y del cual se han .sacado 82 mS de t ierra? 

V = 2,4 x 2,4 x x = 82 m a 

82 x ~ ~ 14,236 m 
2,4 X 2.4 
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749. ¿Qué altura tiene un p rism a de 5,75 m '; de yolumen si su base tiene 
3.05 m'? 

v = 3,05 X x = 5,75 

x = 5,75 = 1885 ID 
3.05 ' , 

750. Un tejado rectangular (fig. 487) de una sola pendiente cohija un" 
leñera de 8 m de larga por x de fondo y 3,5 m sobre el nivel del suelo en A R 
Y 4,7 m sobre el mismo nivel en DS. Sabiendo 
que el tejado forma con la horizontal AH un O 
ángulo de 30°, calcular el área del tejado y el 
volumen de leña que puede contener. 

DH = 4,7 - 3,5 = 1,2 m 

En 6 AHD , ¿ A = 300 luego 

AD = 2DH = 2,4 m 

A 30° 
·~-----l H 

línea de máxima pendiente. 
ATea del tejado: A = 8 X 2,4 = 19,2 m :! . 
Volumen de lelia que se podrá guardar: sera 

el mismo que el del paralelepípedo de 8 In de largo 
por 3,5 de alto y AH de fondo, aumentado del 
volumen del prisma de 8 m de largo y el triángulo 

Vol. paralelepípedo : 
Volumen del prisma: 

AD v5 = 2,4 X 1,732 
2 2 

8 X 2,0784 X 3,5 
~ X 2,0734 X 0 ,6 

x 

Fig. 487 

AHD por base. 

2,0784 m 

Volu,!!en total .. V = 8 X 2.0784 X 4,1 = 68,17 m ' 

s 

7st. ¿Cuál será la profundidad de un pilón rectangular d e 48 cm de largo 
y 36 cm de ancho, si ha de contener 56 litros? 

4,8 X 3,6 X x = 56 dma 

56 x = .= 3,34dm 
4,8 X 3,6 

752. En una zanja de 4,1 m de largo por 3,5 
24 ma de cal. ¿Cuál será su profundidad? 

m de ancho, han de caber 

4,1 X 3,5 X x = 24m3 

24 x = .,.-:--"-'--::--: 
4,1 X 3,5 

1,672 m 

753 . ¿Cuántas herraduras se pueden fabricar con una b arra de hierro 
de 3,5 m de largo y 25 mm de espesor y de ancho? Una herradura pesa 450 gramos 
y la densidad del hierro forj ado es d e 7,78. 
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Vol. de la barra: 0,25 X 0,25 X 35 2, 1875 dm'l 
Peso de la misma : 2,1875 X 7,78 = 17,01875 kg 

NÚmero de herraduras: 17.01875 = 37 
0,45 

754. Se emplea la décima par te de '1 m:) de cal viva para revocar 300 m!, 
¿A qué altura se elevará en una zanja de 1,5 m de largo por 1,2 m de ancho la 
cal viva necesaria para revocar 3500 m 2 ? 

Volumen de la cal: 0.1 X 3500 = 1 166 666 m 3 

300 ' 

Por tanto : 1,5 X 1,2 X x = 1,166666 

x = 1,166666 
1,5 X 1,2 

0,64 ID. 

755. ¿Cuántos hl de trigo puede contener un granero de 8,67 m de largo 
y 5 ro de ancho, cuando só lo está ll eno hasta una altu ra de 30 cm? Exprésese 
en kilos el peso que sostiene el piso si un hl de trigo pesa 70 kg. 

Vol. trigo: 
Peso trigo: 

v = 8,67 X 5 X 0,3 = 13,005 m' = 130,05 hl 
P = 70 X 130,05 = 9103,50 kg 

756. En la construcción de una vía fé rrea se ext rae tierra en u na e:xtensión 
de 186 m de largo por 6 de alto. La zanja tiene 20 m de ancho en la parte su
perior y 7 ,50 m en la inferior. E sta tierra se esparce en capas iguales en un te rreno 
de 24 áreas. ¿Cuánto se aumentará la altura de ese terreno? 

La tierra extraída puede cOllsiderarse como UlI prisma cuya base es 1111 trapecio. 

Vol. prisma: v = 20+7,5 X 6 X 186 = 15345 m' 
2 

. 15 345 
Altura de la capa de tzerra: 2400 = 6,393 m 

757. En una pared de ladrill o, los espacios vacíos están val u(idos en un 
20 % del volumen total. ¿Qué cantidad de argamasa se necesitará para llenar 
esos vacíos, si la pared tiene 2,4 m de alto, 9,5 m de largo y 20 cm de espesor? 

Volumen de la pared: 2,4 x 9,5 x 0,2 = 4,56 m :) 

-Volumen de los vacíos: 4,56 X 20 = 0,912 ro' 
100 

758. P ara una construcción se necesitan 5424 m lin eales de madera. U n 
tercio de esta madera tiene una sección rectangular de 16 cm por 20; o tro tercio 
tiene una sección de 15 cro por 16; un sexto, de 20 cm por 22, y el último sexto, 
de 12 cm por 15. El carpintero recibe por cada metro lineal 11 p ts. ¿Cuál será 
su -beneficio o su pérdida si el metro cúb ico, incluidos los gastos de transporte , 
le cuesta 220 pts? 
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V olumen del l .u !el'cio: 0,16 X 0,2 X 
5424 

3 
57 ,856 m~ 

de/2 .0 tercio : 0,15 x 0,16 x 5424 
3 

43 ,392 m" 

del Lef sexto: 0,22 X 0 ,20 X 
5424 

6 
39,888 m' 

del 2.° sexto: 0,15 X 0,12 X 5424 
6 

16,272 m' 

total: 157,408 m 3 

Precio de ven la : 11 X 5424 ~ 59 664 p ts. 
Precio de compra: 220 X 157,408 ~ 43 970,56 pts. 

Beneficio: 15 693,44 pis. 

759. Un ladrillo tiene 25 cm de largo, 12 de ancho y 65 mm de espesor. 
¿Cuán tos ladri llos se necesitarían para const ru ir una pared de 5,2 m de largo, 
t ,15 m de alto y 56 cm de espesor, descontando por las junturas lUl 30 % del 
vo lumen ? 

Vol. real de ladrillos: 

Vol . de UIl ladrillo: 

Número de" ladrillos: 

5,2 X 1,15 X 0,56 X 17g0 ~ 2,34416 m ' 

0,25 X 0,12 X 0,065 ~ 0,00195 m ' 

2,344 16 ~ 1203 
0,001 95 

760. Una sala t iene la fo rma de lUl pa ralelepípedo rectángulo; la diagonal 
mide 14,5 m y las tres dimen siones son entre sí como los números 3, 6 Y 7 .. Pre
gúntase qué volumen de aire contiene. 

S ean las dimensiones 3x, 6x, 7x; tendremos (GEOM. 726): 

(3 x)' + (6x)' + (7x)' ~ 14,5 ' 
9X2 + 36x2 + 49x2 = 14-,52 

94."\""2 = 14,52 

de donde Pf!-4 5' x = ~= 1496 
94 ' 

del 

• 
• 

Volumen: v = 3x X 6.\' X 7x = 126x~ = 126 X 1,4963 = 421 ,609 m :! 

761. El volumen de un prisma exagonal regular es de 71,112 m:! yel lado 
exágono mide 2,34 m. Calcular: 
1.° El área de la b ase. 
2. 0 La altura del pr isma. 

1.0 Area de la base: A ~ 3 x 2,34' y] ~ 142256 rn' 
2 ' 

2. o A Ltura del prisma: h ~ 71,112 
14,2256 

= 4,998 m. 
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762. Se fabrican con oro unas hojas que tienen una diezmilésima de mm 
de espesor. ¿Qué superficie se podría cubrir con 5 gramos de estas hojas? Den
sidad del oro: 19,50. 

Tomando el cm por llnidad, el espesor de 1 hoja será ~77'-,-,CO- cm. 
100000 

Sea .A cnr el área que podremos cubrir. 

El peso del oro será: A X 1 X 19,5 ~ 5 g 
100000 

A ~ 500 000 ~ 25641 cm' ~ 2,5641 ro' 
19,5 

763. ¿Cuál es el peso y cuál el precio de un tronco rectangular de caoha 
de 2,75 m de largo, 35 cm de espesor y 2,25 m de ancho, si 1 m3 pesa 12 quin
ta les y cuesta 2850 pts? 

• 1.0 Peso: 2,75 X 0,35 x 2,25 X 12 = 25,9875 quintales 
• 2.0 P",io: 2850 x 2,75 x 0,35 x 2,25 ~ 6172 pIs. 

764. ¿Cuál es la arista de un cubo de 343 cm3 de volumen? 

Arista: 1 = V343 = 7 cm 

765. ¿Cuál es el peso de un prisma cuadrangular de hierro colado de 
5,27 m de alto, y cuyos lados t ienen 12 y 16 cm? La densidad del hierro colado 
es de 7,25. 

Peso: P ~ 52,7 x 1,2 x 1,6 x 7,25 ~ 733,584 kg 

766. ¿Cuánto pesa la hulla de una pi la de 6 m de largo, 4 m de ancho 
y 1,8 m de alto, si la densidad de la hulla es 1,4 Y si se descuenta por los vacíos 
un 15 % del volumen? 

Peso: p ~ 60 x 40 x 18 x 1,4 X 85 ~ 51408 kg 
100 

767. La ar ista de un cubo es de ·1 m. Calcu lar la superficie de una sección 
trazada según dos aristas opuestas. 

La sección es un rectángulo cuyas dimensiones son una arista y la diagonal 
de una cara. 

A ~ 1 .Ji. ~ 1,4142 ro' . 

768. La densidad del oro fundido es de 19,258 y la del cobre de 8,788; 
si se h iciera un cubo con el oro puro contenido en un millón de monedas antiguas 
de 20 pts y otro con el cobre contenido en las m ismas, ¿cuáles serían las aristas 
de estos dos cubos? La ley de estas monedas era de 0,900 y 1 g de oro aleado 
valía 3,10 pts. 

Peso de 1 000 000 de monedas de 20 pts: 20000000 
3.1 g 

Peso del oro puro: 20000000 x 9 
3,1 X 10 

g 



Volumen: 

Arista del cubo de oro: 

Arista del cubo de cobre: 

VOLUMEN DEL PRISMA 

1, 

20 000 000 X 9 cm' 
3,1 X 10 X 19,258 

20000000 X 9 ~ 67,05 CII1 

31 X 19,258 

1, ~, 20 000 000 
31 X 8,788 

= 41 ,97 cm. 

315 

769. Un sillar mide 3,2 m de largo, 1,8 m de ancho y 2,4 m de alto. ¿Cuál 
sería la arista de una piedra cúbica de igual volumen? 

Arista: 1 = --Y3,2 X 1,8 X 2,4 = 2,4 m.. 

770. ¿Cuál será la arista de una zanja cúbica cuyo volumen ha de ser 
el doble de otra q ue tiene 2,20 m de lado ? 

Vol. de la z anja: V = 2,23 X 2 

Arista: 1 = 2,2 X 42 = 2,77178 m . 

771. Se quiere fundir en uno solo dos cubos de latón cu yas ar istas respec
t ivas miden 15 y 24 cm. ¿Cuál será la arista del cubo? 

A rista: 1 = :y 153 + 24 3 = 25,8 cm. 

772. La tierra de miga de una bodega de 7,6 m de largo, 5,75 m de ancho 
y 2,8 m de profundidad se ha transportado en carretas de 0,45 m3

• Si el volu
men de la t ierra firme es al volumen de la tierra de miga como l Oes a 17, y si 
los obreros reciben 17,5 pts por la extracción y transporte de 1 m~ de tierra firme , 
p regúntase: 

1.0 ¿Cuántos metros cúbicos de tierra firme han t ransportado los obreros? 
2.0 ¿Cuántos metros cúbicos de tierra de miga? 
3.0 ¿Cuántas carretas se han llenado? 
4 .0 ¿Qué suma ha tenido que pagar el propietario? 
5.0 ¿Cuánto habría tenido que pagar de más, si hubiera pagado el metro 

cúbico de tie rra de miga a igual precio que el de tierra firme? 

• 1.0 Vol. tierra firme: V, = 7,6 X 5,75 X 2,8 122,36 111' 

• 2.° Vol. tierra miga: V,~ 
122,36 X 17 208,012 111' 

10 

3.0 Número de carretadas.- 208,012 
~ 463 • 0,45 

• 4 .°. Gasto: 17,5 X 122,36 ~ 2141,3 pt. 

• 5.° Exceso de gasto: 2141 ,3 x 7 ~ 149891 t. 
10 ' P 

773. ¿Cuán to pesan 50 m lineales de hierro fo rj ado de 12 mm de espesor 
por 56 mm de ancho, si la densidad del hierro forjado es de 7,78? 

Tomando el decímetro por unidad, tenemos: 

Peso: p ~ 0,12 X 0,56 X 500 X 7,78 ~ 261,408 kg. 
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77,4. ¿Cuál es el peso de un bloque de hielo de 6,8 m d e largo, 3,2 m de 
ancho y 75 cm de espesor, ~i el peso del agua y el d el hielo están en la relación 
de 16a 15?' 

Tomando el decímetro por unidad, tenemos: 

Peso: p ~ 68 X 32 X 7,5 X 15 ~ 15 300 kg 
16 

775. Un mo.ntón de greda .es dos veces m ás ancho y cuatro veces m ás 
largo q ue alto . Su volumen es de 2, 16 m~ . ¿Cuáles son sus dimensiones? 

Sea x dm la altura, la a1lchura será 2x y la longitud 4x. · 

Volumen: x x 2x X 4x = 2160 o sea 8x :.l == 2160 
de , donde x = 6,463 dro 

Altura.' 0,6463 m anchura.- 1,2926 m longitud: 2,5852 m . 

776. Calcular la diagonal de una caja de torma cÚbtc.'l que tiene 1 m de lado. 

Diagollo[ (GEO'I. 326): D ~ .J3X1"' ~ 1,732 m. 

777. Calcular la diagonal de un cubo que tiene 1 m'! de área total. 

ATea total: 6a'! = 1 de donde a~ = 1/6 

DiagonáL D ~ ...j3;;' ~ (3 ~ ..!. v'2 ~ 0,7071 m Y6 2 . 

778. El volumen de un paralelepípedo rectángulo es de 6720 cm:! y sus 
ar is tas son entre sí como los números 3, S, 7. ¿Cuál es, en centímetros, la 100-

"gitud de estas aristas? 
Pueden representarse las tres dimensiones por 3x, 5x JI 7x. 

VoL. paralelepípedo: 3x X 5x X 7x = 6720 
105x' ~ 6720 

x ~ J ~~~O ~ 4 cm 

Las tres dimensiones serán: 4 X 3 = 12 cm 
4 x 5 = 20 c m 
4 x 7 = 28 cm 

779. Sabiendo que todo cuerpo sumergido en el agua experimenta un 
empuje vertical ascendente igual al peso del volumen de agua que desaloj a, 
¿cuánto pesa en el agua un cuerpo de 400 kg, si sus dimensiones son 1,2 m , 
62 cm y 40 cm? 

Volumen del cuerpo: 
El cuerpo en el agua pesa.-

1,2 X 6,2 X 4 ~ 297,6 dm' 
400 - 297,6 ~ 102,4 kg 

780. Un tablón en forma de paralelepípedo, de madera de haya, que tiene 
20 cm de alto flota sobre el agua. ¿Cuál es el espesor de la parte que sobrenada, 
si la densidad del haya es de O,S? 

Siendo la densidad 0,8 Ó 4 /5 la parte que sobrenada sel-á 1/5 de 0,2, o-sea 0,04 m . 
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781. U n para lelepípedo rectángulo de hielo de 10,5 m de airo está' swner
gido en agua de mar . La densidad del hielo es 0 ,93 y la del agua de mar es 1,026. 
¿Cuál será la altura de la parte del paralelepípedo que sobrenada? 

Debemos tener: Peso agua desalojada = Peso hielo 
B x 10,5 x 0,93 ~ B x " x 1,026 

de donde: " ~ 10,5 x 0,93 ~ 9518 m 
1,026 ' 

Altura de la parte que sobrenada : .10,5 - 9,518 = 0,982 m. 

III. Area de la pirámide 

782. ¿Cuál es el área lateral de una pirámide regular que tiene por base 
un tri ángu lo equilátero de S m de lado, si la apotema de las caras mide 8,165 m ? 
¿Cuál es el área total de la misma? 

El área lateral se compone de tres triángulos iguales de 5 m de lado JI 8,165 m 
de altura. 

• 1.0 

• 2.° 

AL ~ 3 x 5 x 8,165 
2 

61,2375 m ' 

AT ~ 61,2375 + ~ .J3 ~ 72,0625 m ' 

783. ¿Cuál es el área total de una pirámide regular que tiene por t"-ase 
un triángulo equilátero, siendo la arista de la base de 8 m y la lateral de 10 m? 

Apotema: ap = .)102 
- 42 = 9, 165 m 

A>ea total: AT ~ ( 3 x 8 x 9,165 ) + 8'.J3 ~ 1376928 m' 
2 . ' 

784. Ei lado de la base de una pirámide cuadrangular regular tiene 5 m. 
De term inar el área lateral de esta pirámide siendo su apotema de 8 m. 

Area lateral: AL ~ p x ap ~ 5 x 2 x 8 ~ 80 m ' 

785. La b ase de una pirámide regular es un cuadrado de 10 m de lado, 
las aristas late rales tienen también 10 m. ¿Cuál es el área tota l de esa pirámide? 

El área lotal se compone de UJI cuadrado de 10 m de lado JI de 4 lTiángulos 
equiláteros de 10 m de lado. 

AT ~ 10' + 4 ( 1~' .J3) ~ 273,206 m ' 

786. ¿Cuál es el área lateral de una plramldc pentagonal regular en la 
que el lado de la base tiene 5,25 m y la apotema de las caras 6, 56 m? 

AL ~ 5,25 x 5 X 6,56 
2 
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787. En una pirámide pentagonal regu lar de 4,8 m de lado, las arista& 
laterales t ienen 5,25 m. H allar el área lateral. 

Apotema: 

Area la teral: 

ap ~ ';5,25' - 2,4' ~ 4,67 m 

AL ~ J... X 4,8 X 5 X 4,67 ~ 56,04 m ' 
2 

788. Cada arista lateral de una pirámide exagonal regular mide 15 m. 
D eterminar: 

• 

1.0 E l área lateral, si el lado del exágono tiene 8 m . 
2.0 El área total. 

Apotema de las caras: 

1. o Area lateral: 

14,4568 

• 2. o Area total: 

AL ~ 8 ~ 6 X 14,4568 ~ 346,9632 m ' 

AT ~ 3469632 + 3 X 8' X 1,732 ~ 51324 rn' 
, 2 ' 

789. ¿Cuál es el área total de un tetraedro regular de 4 m de lado? 

El área tala/ se compone de 4 triángulos equiláteros o sea F.fi 

AT ~ 16 ..jJ ~ 27,71 2 m ' 

790. La al tu ra de una pirámide exagonal regular tiene 8 m . ¿Cuál es el 
área late ral si el exágono de la base tiene 6 ro de lado? 

Arista Lateral: L = -J 8!! + 62 = 10m 

Apotema: ap = ";102 
- 32 = 9, 54 m 

Area lateral: AL = 6 x 3 x 9,54 = 171,72 m2 

IV. VolUInen de la p irámide 

791. La altura de una pirámide tiene 9 m , y la base, que es un octógono 
regu lar, mide 11,24 m2

• ¿Cuál es su volumen? 

v ~ 11,24 X 9 ~ 33 720 m ' 
3 ' 

792. La base de una p irámide es de 25 m 2 y su altu ra es de 7,2 m. ¿Cuál 
es su volumen? 

v ~ 25 X 7 ,2 ~ 60 m ' 
3 

793. ¿Cuál es el volumen de una pirámide triangular de 2,55 m de alto, 
S I e l triángulo de la base tiene 75 cm de alto por 80 de base? 

V ~ 0,8 x 0,75 X 2,55 ~ O 255 m' 
2 3 ' 
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794. La altura de una pirámide tiene 3,6 m , y la base, de forma triangular, 
tiene 3,24 m de base por 2,75 m de altura. H allar el volumen. 

V = 3.24 X 2,75 X ~ = 5,346 m 3 
2 3 

795. ¿Cuál es el volumen de una pirámide t riangular regular de 2 m de 
alto , si el lado de la base tiene 80 cm? 

V ~ ~ X ~ ~ 184747 dtn' 
4 3 ' 

796. ¿Cuál es el volumen de una pirámide triangular de 3 m de alto, 
SI los tres lados de la 'b ase son de 1,5 m, 1,9 m y 2,6 m? 

Area de la base: B ~ .J3 x 1,5 x 1,1 x 0,4 

V ~ ,)3 x 1,5 x 1,1 x 0,4 x + ~ 1,40712111' 

797. Una pirámide cuadrangular tiene ' 15 cm de altura y la base es un 
cuad rado que puede iQscribirse en una circunferencia de 8 cm de diámetro. 
Calcular el volumen y peso de esta pirámide, suponiéndola maciza y de una 

. materia que pesa 8 gramos por cm:l . 

La base de esta pirámide es' un cuadrado cuyas diagonales tienen 8 cm; por 

tanto , su área será: 8 X 8 = 32 cm:!. 
2 

Válumen : 

Peso: 

V = 32 X 15 = 160 cm3 
3 

p ~ 8 x 160 ~ 1280 g ~ J,28 kg 

798. Una pirámid e tiene por base el cuad rado ABCD Que puede ins
cribirse en una' circunferencia de radio R = 12 cm. L as aristas latera les forman 
con la base un ángulo de 4';° . Calcular el área total y el volumen de dicha pi
rámide. 

Sea P el vértice de la pirámide, O el ce1ltro de la base y h la altura PO. 
La altura h , la semidiagonal OA y la arista lateral PA forman Ufl triángulo 

rectángulo en O y de 45° en A. 

Por tanto: OA = PO = h= R = 12cm 
La arista de la base será: AB = R .../2 
ATea de la base: (R -,/2)' ~ 2R' 

Las O(lras laterales son triángulQs equiláf.eros puesto que: 

PA ~ PB ~ AB ~ R -,/2 

Area lateral de la pirámide: AL ~ 4 x (R fi )' v'3 
4 

Area total : AT ~ 2R' 0 + 2R' ~ 2R' (0 + 1) 
AT ~ 2 X 12' (0 + 1) ~ 786,816 cm' 

2R' .J3 
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Volumen de la pirámide: v ~ 2R' . R ~ ~ R' 
3 3 

v = 2 X 123 = 1152 crn3 

3 

799. ¿Cuál es el volumen de un monolito pir~midal cuya base cuadrada 
tiene 1,89 m de lado y la altura de la pirámide tiene 4,12 m? 

v ~ 1,89 X 1,89 X 4,12 
3 

4,905684 m ' 

800. Amontonando piedras en forma de pirámide rectangular, los lados 
de la base miden 4,5 m y 3,3 m y la altura del montón 7 m. ¿Cuántas carretadas 
se llevarán si en cada una caben 0,75 roS? 

lVúmero de carretadas: 4,5 X 3,3 X 7 ~ 47 
1 X 0,75 

801 . ¿Cuál es el volumen de una pirámide de 4 m de alto , si la base es 
un trapecio cuyos lados paralelos tienen 3,72 m y 5,2 m y la altura 2,19 m? 

v ~ ( 3,72 + 5,2) X 219 X -±- ~ 130232 m ' 
2 '3 ' 

802. ¿Cuál es el volumen de una plramlde exagonal regular de 3,6 m 
de alto,- si el lado del exágono es de 3,6 m? 

Area del exágorlo: 

v ~ 3 X 3,6' .j3 
2 

3f .j3 ~ 3 X 3,6' .j3 
2 2 

x ~ = 40404096 m :! 
3 ' 

803. ¿Cuál es el volumen de una pirámide exagonal regular s i el lado del 
exágono es de 1,6 m , y las aristas laterales del sólido de 4 m? 

Altura de la pirámide: 

Area de la base: 

Volumen: 

h ~ v'4' - 1,6' ~ 3,67 m 

B ~ 3 X 1,6' y' 3 
2 

3 X 1,6'.j3 X 3 67 
2 ' 

804. La base de una pirámide regular es un exág' · ., de 6,12 m de perí
metro, y la altura de la pirámide es igual a los 2/3 del ¡ . • metro. ¿Cuál es su 
área t_otal y su volumen? 

Lado de la base: 1 ~ 6,12 , 6 ~ 1,02 m 

Altura de la pirámide: 11 = 6,12 y 2 4,08 m 
3 

ap¡ = 1,02.j3 0,51 .j3 m 
2 

Apotema de la base: 
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Apotema de la piJ'ámide : 

Area lateral: 

Area ba se: 

ap ~ ";+,08' + (0,51 .j3)' 
<\L ~ 6,12 X + 17 
. 2 ' 

B ~ 3 X (1 .02)' -/3 
2 

4 ,17 m 

12,7602 m ' 

2,703 m '! 

Arell total: AT = 12,7602 + 2,703 = 15,4632 m~ 

V olwn el/: V = + 2,703 X 4,08 ....:::. 3 ,67608 m 'l 

V. Area del tronco de pirámide 
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805. Calcul<lr el área lateral de un tronco cie pirámide t riangular de bases 
para lelas en el que los tres lados de la base mayor miden 2 , 3 Y 4,25 m. El l.ec lado 
de la base meno r tienen 95 cm y las alturas de los tres trapecios 5, 6 y 6 ,45 m. 

Las bases SQn triánglflos semejantes, por tanto: 

~2~ =2 = 4 .25 
0,95 x y 

de dOllde: x = 1,425 m; y = 2,018 ro 
El área lateral se compone de 3 trapecios cllyas bases y alturas se conocen: 

1."r trapecio: 

Al ~ 2 t 0,95 
2 

X 5 7,375 m~ 

2.0 trapecio: 

A, 3 + 1,+25 
X 6 13,275 m 2 

~ 

2 

3.U trapecio: 

A , ~ +,25 - 2,018 X 6,+5 ~ 20,21+3 m' 
. 2 

Area la teral del trOllco: AL = 40,8643 rn2
• 

806. ¿Cuál es el área total de un tronco de 
pinimide regular (fig. -1-88) de bases paralelas que 
son cuadrados de -1- y 2 m de lado? L a altura 
del t ro nco es d e 4 rn. 

/ 
A 

Apot.ema: EF ~ .JEM' + MF' ~ .¡;¡;-=¡ ~ 4 ,123 

Fig. 488 

I 
N 

B 
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Area lateral: AL ~ l!..±..L
2 

' x ap ~ 4 X 4 + 2 X 4 X 4 123 ~ 49476 m' 2 ' , 

Area bases: B + B ' ~ 4' + 2' ~ 20 

ATea total: AT ~ 69,476 rn.' 

807. ¿Cuál es el área lateral de un tronco de pirámide regular de bases 
para lelas de siete lados, si los polígonos de las bases tienen 1,64 m y I m de lado 
y la altu ra de los trapecios 2,25 m ? 

AL ~ ( 1,64
2

-1 1) X 7 X 2,25 ~ 20,79 rn.' 

VI. Volumen del tronco de pirámide 

808. ¿Cuál es el volumen de una p irámide truncada cuya base mayor es 
de 144 m 2

, la base menor 81 m 2 y la altura 15 m? 

v ~ 1: (144 _ 81 + -)144 X 81) ~ 1665 rn." (GEO'!. 839). 

809. Las bases paralelas y cuadradas de un tronco de pirámide regu lar 
tienen de lado 9 y 4 dm, y la altura del tronco es de 15 dm. Calcular su volumen. 

v ~ 1: (9' + 4' + 4 X 9) ~ 0,665 m " 

810. ¿Cuál es el volumen de un tab lón de 3 m de largo que tiene secciones 
paralelas cuadradas de 58 y 28 cm de lado? 

V ~ 1- (0,58' + 0,28' -'- 0,58 X 0,28) ~ 0,5772 rn." 

811 . Las dos bases de un tronco de p irámide son cuadradas y paralelas; 
sus lados miden 9 y 8 m , y la altura del tronco 3 m. Calcular su volumen. 

V ~ -ª- (9' + 8' + 8 X 9) ~ 217 rn." 
3 

812. La base mayor de una viga tiene 30 dm2
; la base menor es los 5/6 

de la mayor, y la longitud de la viga es de 4 m. ¿Cuál es su \"oJumen? 

La base menor tiene.- ~ = 25 dm2
. 

V ~ ~ (30 -'- 25 + -)30 X 25) ~ 109,848 drn." 
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813. ¿Cuá l es en litros la capacidad de una artesa de 1,40 m de p rofun
didad y cuya forma es la de una pirámide truncada inve rtida? L a abertura su
perior es un cuadrado de 1.15 m de lado y cada lado de la infe rior t iene 86 cm. 

v ~ !± (11 ,5' + 8,6' + 11 ,5 X 8,6) ~ 1423,85 dm" ~ 1423,85 1 
1 

814. ¿Cuál es el volumen de un tronco de pirámide exagonal regular de 
bases paralelas de 70 y 20 cm de lado, si la altura es 2 m ? 

Area del exágono: A = ~ 
2 

V ~ 20 (3 X 7' .J3 + 3 X 2'.J3 + /3 X 7' 0 X 3 X 2' 0) 
3 2 2 -V 4 

V ~ 20 [ 3.J3 (49 + 4 + 14)J ~ .J3 X 670 ~ 1160,44 drn' 
32 · 

815 . ¿Cuál es el volumen de un t ronco de pirámide exagonal regular de 
3,8 m de alto, siendo los rad ios de las bases de 40 y 20 cm? 

V ~ 38 ( 3 X 4' 0 + 3 X 2' .J3 + J3 X 4' .J3 X 3 X 2' 0) 
3 2 2 4 

V ~ 3: [3 ¿ (16 +. 4 + 8)J ~ 19.J3 X 28 ~ 921,424 drn' 

VII, Pirámide y tronco de pirámide 

816 . El área lateral de una p irámide t riangular regular ti ene 45 m2
• De

terminar la longitud de la arista lateral, si la apotema es de 6 m. 

Area lateral: 

de donde: 

Arista lateral: 

11. x 6 = 45 m2 

2 

1 = 45 x 2 = 5 m 
6 X 3 

x = -./62 ..L 2,52 = 6,5 m 

817 . ¿Cuál es la longitud de la arista de un tetraedro regular cuya área 
total es de 36 m 2 ? 

Al'ea total : 

de dOllde: 

[,.J3 X 4 ~ 36 
4 

1 ~ J ../J ~ ,,)12.J3 ~ 4,559 in 
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818. ¿Cuál es la altura de un tetraedro regular que tiene 1 m~ de área 
rotal? 

Llamemos h a la altllYO buscada \' rE a la arista. El área total estti formada 
por 4 triángulos equiláteros de lado a' 

• 

• 

4 X a' 0 ~ 100 
4 

a' ~ J 100
3
0 

La altura en JI/1Ición de la arista (n.o 901 ) es: 

s 

Fig.489 

,, ~ a.J6 ~ J 1000 
3 3 

h ~ 6,204 dm 

-12000 
3 

819. El área lateral de una pirámide exagonal 
regular (fig. 489) es de 180 m~ ; el lado de la base tiene 
6 m. Calcu lar: 

1. n La apotema de las carns. 
2. 0 La altu ra de la pirámide. 
3. 0 La longitud de una nrista lateral. 
4.0 L a inclinación de la apotema de" las enraso 
5. 0 La inclinación de Un¡l arista lateral. 

• 1.0 Areo lateral: 6 ~ 6 )<" op = 180 m~ 

Apotema: ap ~ SI ~ 180 X 2 
36 

10 m 

2.° Altllra de la p;,"ómide: 
pero 

so ~ -lso' - OB' 
SB' ~ SI' + DI' ~ loo .. 9 109 
SO ~ -l109 - 36 ~ 8,54 m luego 
SB ~ -J109 ~ 10,44 m 3.° 

• 4 .0 La inclinación de las caras es I:!(ual (l 

OS ~ -ª2±.. ~ 1 643 
0 1 30 ' 

• 5.0 Inclinación de Imo arista lateral 

OS ~ 8,S{ ~ 1,423 
OB 6 

820. ¿Cuál es la base de una pinim ide de 5.445 m ;: de \"olumen y 3.63 m 

de altura? 

Base: B ~ 5,445 x 3 ~ 45 m' 
3,63 ' 
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821. Una pirámide cuyo vo lumen es de 68 01:\ tiene 12,75 m de altura. 
¿Cuál es el ,lfea de la base? 

Base: B = 68 X 3 = 16 m ' 
12,75 

822. El volumen de una pirámide pentagonal es de 86.85 m:) . ¿Cuál es 
su altura. si el polígono de la base t iene 17,37 m~? 

h = 86,85 X 3 = 15 m 
17,37 

823. ¿Cuál es la altura de una pirámide cuyo volumen es de 1,35 01:1 y 
la superficie de la base 3 m:?? 

h = 1,35 X 3 
3 

= 1,35 m 

824. U na pirámide tiene 27 m:: de \'o!umen. La base de forma trapecia l 
t iene 17 m por suma de los lados paralelos, que d ist?n 3 m. Calcular la altura 
de la pi rámide. 

Volllmen: V =~ x A = 27 
2 3 

h = 27 X 2 = 3 176 m 
17 ' 

825 . ¿Cuál es la altura de una pirámide tri angular de 8,6957 m:! de yolu 
men si los tres lados de la base miden respectivamente 2 m, 2,15 m y 1,85 m? 

Area de la base: 8 = --/3 X 1 x 0,85 x 1,1 5 = 1,7 124 m~ 

Altura : h = 8,6957 X 3 
1,7124 

15,23 m 

826. ¿Qué arista ha de tener un tetraed ro regular p ¡.lra que su \"olum en 
sea de 1 dm:1? 

Según GEO\1. 769: 

a = 

J... a' v'2 = 1000 
12 

1 6000 v'2 ~ 20,4 c m 

827. Un tronco piramidal regulnr tiene 980 cm~ de "olumen y 15 cm 
de alto; una de las ba~es, de forma cuadrada, t iene 6 cm de lado. Calculnr el 
lado de la otra. 

Llamemos V a/ 'i:o/I/mm , h o la altllra, I al lado conocido y x al lado descollo
cido; tendremos .-

"- (1' + x' -'- ..,fH) ~ V 
3 
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o sea 
simplificando 

5 (36 + " + 6.<) = 980 
x' + 6.< + 36 = 196 

.<' + 6.<- 160 = O 

x = - 3 ± -/9 + 160 == - 3 ± 13 
x = 10 cm. La respuesta negativa 110 es aceptable. 

828. ¿Cuál es la profundidad de una zanja en forma de tronco de pIrá
m ide cuadrangular regu lar , si el lado de la abertura t iene 2,3 m , el del fondo 
1,4 m y el volumen es 36,4 m:!? 

36,4 = ~ (2,3' + 1,4' + 2,3 X 1,4) 

h = 10,43 m . 

829. Un tronco de p irámide tiene 1 dm3 de volumen y sus bases son tr ián
gulos equiláteros de 12 y 18 cm de lado. Calcular la altura. 

A 

1000 = '"- (~-/3 + 12' -/3 + J 18' -/3 X 12' -/3 ) 
3 4 4 4 4 

Fig. 490 

h = 1000 -/3 = 10129 cm 
171 ' 

830. El volumen de u n obelisco es dt· 
128,102 rol ; este obelisco tiene la forma (fig. 490) 
de un tronco de pirámide de bases cuadradas y 
paralelas de 2,4 m y 72 cm de lado. Calcula;: 

.. e 1. o Su altura. 
2.° La longitud de una arista lateral. 

• J.O 128,102 = ~ (2,4' + 0,72' + 2,4 x O,72) 

de donde 

h = 48,052 ID 

• 2.° AH = AO - A'O' = 1,2 vÍZ - 0,36 vÍZ = 0,84 vÍZ 
Arista lateral: AA' = -/48,052' + 1,4112 = 48,064 m 

831. ¿Cuál es la longitud de una viga cuyas extremidades son rectángulos 
para lelos que tienen el uno 33 cm por 28 cm, y el otro 28 cm por 0,2375 m, 
si por esta viga se pagan 420 pts a razón de 300 pts el m~ ? 

v = ~~~ ~ ~ (3,3 x 2,8 + 2,8 x 2,375 + 2,8 -/3,3 x 2,375) 

h = 177,19 drn. = 17,719 rn 

832. ¿Cuál es el peso de una pirámide de asperón de 4 m:! de base y 3 m 
de alto, si su densidad es de 2,2? 



P IRÁMIDE Y TRONCO DE PIR..$,M IDE 327 

p ~ V x D ~ 400 X 30 X 2 2 ~ 8800 kg 
3 ' 

833. ¿Cuál es el peso de una pirámide cuadran gular regular de h ierro de 2,59 m de al to, si el lado de la base t iene 58 cm ? D ensidad del h ierro: 7 ,788 . 

P ~ 5,8' X 25 ,9 X 7,788 ~ 2261 832 kg 
3 . ' 

834. Una p irám ide de base cuadrada t iene 23,48 m de lado y 46,18 m d e altu ra. Supon iendo q ue esta p irámide sea de p ied ra de una densidad igual a 2,75, calcu lar su peso. 

p ~ 234,8' X 461,8 X 2,75 ~ 2333788875 kg 
3 ' 

835. Calcu lar el peso de u n p edrusco de g ran ito cuya forma es la de un tron co de p irámide cuyas bases t ienen respectivamente 3,55 m :! y 0 ,78 m 2
, s i la altura del tronco m ide 2,8 m y la densidad del g ranito es de 2,78 . 

p ~ 238 (355 + 78 + V 355 X 78) X 2,78 ~ 14685,81 kg 

836. Un mausoleo tiene la fo rma de una p irámide truncada de s iete caras y las bases paralelas 2,5 m 2 y 1,8 m 2
• ¿Cuánto pesa este m ausoleo, si la altura es de 3 m y la densidad de la piedra 2,419? 

p ~ + (2 ,5 + 1,8 + V2,5 X 1,8) X 2,419 ~ 15,52998 ton 

837. ¿Cuál es el peso de una viga de encina de 4,6 m de larga, si la sum a de las bases es de 1,13 m 2
, y su d iferencia de 0 ,15 m 2 ? D ensidad de la e ncina: 0 ,69. 

Base mayor: 1,13 + 0 ,15 ~ O 64 m ' 
2 ' 

Base menor: 1,1 3 - 0.1 5 = 049 m 2 

2 ' 

P ~ 436 (0,64 + 0,49 + V O,64 X 0,49) X 0,69 ~ 1,78802 Tm 

838. ¿Cuái es el volumen de un tetraedro regular de 1 dm de aris ta? 

v ~ ..1. X 0 1' 'Í ~ 0117850 dm' 12 ' V L , 

839. Un tronco d e p irám ide regular (fig. 491 ) de 4 m de al to, t iene bases cuadradas y paralelas d e 3 y 5 m d e lado. Calcular: 
1.0 La longitud de las a ristas laterales de la p irám ide. 
2.0 La altura de los cuatro t rapecios. 
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• 1.0 T enemos (GEO:\1. 827) 

S~,[ ' = A 'B' = 3 

S'-I' 
S~ I ' + + 

SM 
3 
5 

AB 5 

de donde S~I ' = 1; = 6 m 

S1\1 = S~'I' - M' ,I ~ 6 - + = 10 m 
S B2 = Sl'vF ...J,... MB2 

2· MB' = AB' 

lVI B~ = AB~ = 25 = 125 ro 
2 2 ' 

= .J1i2,5 = 10,6 In 

• 2.0 Altura de los trapecios: B'K = .JBB '2 ~ BK~ 

SB' = B'C' . SB' = l. SB' = 10,6 X 3 = 636 m 
SB BC ' 10,6 5 ' 5 ' 

BB' = 10,60 - 6,36 = +,2+ m 

BK = BC - B'e' = 5 - 3 = 1 m 
2 2 

B'K = .)+,2+' - l ' = 4,12 m 

840. L as aristas laterales de un t ronco de pr ism a triangular regular miden 
2,5 m, 2,6 m y 2,65 m , y la base t iene 38 cm de lado. Hallar la altura de una 
p irám ide equivalente y de b ase igual. 

VO/llmen del t rOllco : 
v - B 2,5 + 2,6 " 2,6 5 

1 - :x 3 

Volumen de lo pirámide : V~ = B x ..l.!.... , 3 

Igua/ando y simplificando 

h = 2,5 - 2.6 ~ 2,65 = 7,75 m 

841. U na pi rámide (fig. 492) está limi tada por 
una base cuadrada de 40 cm de lado y por cuatro 
t riáng ulos equ iláteros. Calcular : 

1.0 Su superf icie total. 

2 .0 Su altu ra. 
3.° Su volumen . 
Lo slIperficie se compOlle de tIIl C/fadrado y de 

s 

cUClrro triállgulos equiláteros : IlIego: 
AT = 4' - 4' .J3 - 43,71 dm' A.'------~ • 1.0 

• 2.' Altura SH = .JSA' - AH' Fig. 492 

e 
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Lllego 

• 3.' 
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A H' ~ 

SH ~ .Ji' - R 

v ~ {' x 2,828 
3 

2,828 drn 

15,083 dm'l 
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842. Una pi rámide de nogal de forma exagonal regu!;lr (fig. 493) t iene 
-JO cm de altura, y el lado de la base 15 cm. Calcu lar: 

1. o Su superfic ie total. 
2.0 Su vo lumen. S 
3. 0 Su peso, si la densidad del nogal es de 0,6. 
Tomemos por unidad el dedll/etro . 

• 1.° La sllPerficie fotal se compone del exágono d{' 
la base JI de seis triállglllos isósceles. Calculemos la apo
temo: 

pao 

fllego 

S I 

01 

.JSO' + O!' 

CB .J3 (CEO'!. 447) 
2 

0 1' ~ 3CB' = 
4 

.) X 1 ,5 ~ 

4 
1.6875 

S I .J {' .. 1,6875 ~ 4 ,205 dm 

F 

AT = 3 x IY.Ji 
2 

-'- 6 x 1,5 X 4.205 = 24,768 
2 

• 2.0 3 X i 5' .Ji 4 V = ' x - = 7,794225 dm!' 
2 3 

• 3.° P = 7,794 225 X 0,6 4,677 kg 

843. Una p irámide cuadrang-u lar regu lar de granito tiene 3,6 m de a lto 
\. pesa 18316.8 kg. ¿Cuál es la ari sta de la b ase? Densidad del gmnito: 2,65. 

Volumell: 

de donde: 

v ~ 18 316,8 = a' X 36 
2,65 3 

a ~ J 18 3 16,8 = 24 drn 
2,65 X 12 

844. Las dos bases de un tronco de pirámide miden resp ect ivam ente 
8 y 2 m~ . Construir un prisma equivalente de igual altura y de b ase cuadrada. 
¿CU1íl será el lado de esta base? 
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L lamando 1 al lado del cuadrado y h a la altura comlÍn, tendremos: 

v ~ "-- (8 + 2 + .j8)(2) ~ fh 
. 3 

de donde 1 ~ j11- ~ 2,1625 m 

845. El techo de un pabe llón tiene la forma de una pirámide exagonal 
regular. ¿Cuántas tab las de 4 m de largo por 24 cm de ancho se necesitarán 
para cubrirlo , si el lado del pabellón tiene 3 m y la altura del techo 4,45 m? 

La SlIperficie del techo se compone de 6 triángulos 

Apotema: ap ~ J 4,45' + ( 3 ¿ )' ~ .J19,8025 + 6,75 

AL= 3 X 5.15 X 6 = 46,35m2 

2 

Area de mm tabla: 

Número de tablas: 

4 X 0,24 ~ 0,96 m ' 

46,35 ~ 49 
0,96 

5,15 m 

846. H allar el volumen de la mayor de las p irámides de Egipto cuya basl' 
es un cuadrado de 230 m de lado, sabiendo que las caras latera les son triángulos 
equ iláteros. 

Altura: SH ~ )230' - 230' ~ 230 JI _ 1 ~ 230 ~ 115 V2 
22.../2 

Volumen: V = ~ X 2302 X 1150 = 2867761 ,9 m :) 
3 

847. En un círculo de 10 m de radio se inscribe un tri ángulo equilátero. 
¿Cuál ser ía el volumen de una p irámide que tuviera ese triángulo por base y 
de altura 12 m ? 

Lado lriáng. equilátero inscrito (GEO:"\ I. 426): 

Area base (GEOM. 550): B ~ 3R' 0 ~ 3 X 10'0 ~ 75 .Ji m ' 
4 4 

Volumen: V ~ 75 .Ji X 11 ~ 5196 m ' 
3 ' 

848. La aguja de un campanario es una pirámide cuadrangu lar regular 
que se ha de empizarrar con pizarras de 24 cm de largo por 20 cm de ancho, 
de modo que se cubran entre sí en 1/ 3 de su su perfic ie: 

1. o ¿Cuántas pizarras se necesitarán , s i la aguja tiene 10,5 m de arista y 
la base 2,8 m de lado? 

2. 0 ¿Cuál es la altura de la aguja? 
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• 1.° La superficie de La aguja se compone de CUqtTO triánguLos isósceles cuyos 
lados se conocen. 

T enemos: A ~ 4 .J119 X 91 X 14' ~ 4 X 1456,9 dm' 

AJ'ea útil de lina pizarra: 2,4 x 2 x 2 ~ 3 2 dm' 
3 ' 

Número de pizarras: 4 X j;S6,9 = 1822 piz arras 

• 2. 0 Altura: h ~ 110 5' - 2,8' ~ 10 31 m. 
V' 2 ' 

849. Un obelisco de gran ito en fonna de un tronco de p irámide de bases 
cuadradas tiene por coron amien to una piramidita. Las bases miden de lado 
respectivamente 2,42 m y l ,S m y su d istancia es de 21,6 m . H allar el p eso de 
este obelisco que tiene 22,8 m de altura tota l. D ensidad del granito: 2,7S. 

Vol. tronco: VI = 2~,6 (2,422 + 1,52 + 1,S X 2,42) = 

Altura de la piramidila: 22,8 - 21,6 = 

84,502 08 m' 

1,2 m 

Vol. de la piramidita: 

Volumefr total: 
Peso: 

v .. = ~ X 1 52 = 09 " 3 . , 

V ~ 84,50208 + 0.9 ~ 85,402 08 ni' 
P ~ 85 402,08 X 2,75 ~ 234855,72 kg 

850. Hallar la altura de una pirámide regu lar de base cuadrada y de 6,783 m 2 

de área, si cada una de las ari stas tiene 3,89 m. 
Lado de la base al cuadrado: 6,783 m. 
La altura se calcula como en el problema 846. 

Altura : h ~ J 3,89' - 6, ;83 ~ 3,426 m 

851. Las dos bases de una chimenea forman cuadrados de 1,4 m y 0,6 m 
de lado; la altura es de 12,S m. Hallar el volumen de la mampostería, descon
tando el vacío interior que es de 44 cm por 38 cm. 

E! 'volumen ~e la mampostería es la dtjerencia de dos troncos de pirámide de 
igual altura. 

Vol. exterio" 1 ~.5 (1.4' + 0,6' + 1,4 X 0,6) ~ 13 ,167 m' 

Vol. interior: 
P" 
:/ (0,44' + 0,38' + 0,44 X 0,38) ~ 2,105 m" 

Volumen de /0 mamposteria: 11,062 m 'l 
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VIII. Prismas semejantes 

852. El área de un prisma tiene 22,04 m2
• ¿Cuál es el área de un prisma 

semejante cuyas dimensiones son la m itad de las primeras? 
Estando las dime1lS;ones en la relación de 2 a 1, las áreas estaráu en la rela 

cióllde 4 al. 

Area del prisma: A ~ 22,04 ~ 551 m ' 
4 

853. ¿Qué lado se ha de . dar a un cubo para que su superficie sea la mitad 
de la de otro cubo que tiene 16 m de lado? 

Tenemos 
A ' X 2 1 
A~W 2 

J 1;' ~ 8 V2 ~ 11 ,3136 m 

854. U n prisma tiene 12 ,25 m 2 de área lateral. ¿Cuál es el área de otro 
semejan te cuyas aristas tienen una longitud tres veces mayor que las del PrI
mero? 

El área será 9 'l:eces mayor o sea 110,25 m 2
• 

855. Se trata de reducir un prisma triangular de 3,5 m de alto y 2 m 2 

de base a otro semejante que tenga sólo 1 m de alto. ¿Cuál se rá el área de su base? 
Las á"eas de las bases SOI1 proporcio1lales a los cl/adrados de sus dimensiones 

homólogas. 

Luego 1... = 3.502 

X l ' 

de donde: x ~ 0,1633 m ' 

856. ¿En qué proporción están las áreas y vo lúmenes de dos cubos que 
tienen respectivamente 2 y 4 m de lado? 

Al estor los lados en la relación de 2 a 4 o de t a 2. 
Las áreas estarán en la relación de 1 a 4. 
Los volútnenes en la relación de 1 a 8. 

857 . Si se hacen los planos de un ed ificio según la esca la de I cm por 
metro, ¿cuáles serian , con relación a este plano, las dimensiones, áreas y yolú 
m enes verdaderos? 

• 1. ° Las dimemiOlles son 100 veces mayores. 
• 2.0 Las áreas SOl1 10.000 veces mayores. 
• 3.° Los volúmenes son 1 000000 de 'veces moyores. 

858. Un aprendiz de carpintero tiene que h acer una caja semejante a otra 
cuyas dimensiones son: altura, 30 cm; anchura, 48 cm; longitud, 60 cm. Esta 
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caja ha de tener -+ cm menos en la altura, y el aprendiz hace la caja con 4 cm 
menos en cada dimensión. ¿Cuál es el error cometido? 

Siendr) las dos cajas sólidos semejantes, las dimensiolles estáll en la miSMa relación. 
Sea la anchura x cm y la longitud y CII/. 

30 
26 

+8 60 
J' 

De {as dos primeras ra:::ones resulta .
D e la primera y tercera.-

x = 41,6cm 
y 52 cm 

Error cometido en la aI/c/mm: 44 - 41,6 2,4 cm 
Error cometido en la longitud.- 56 - 52 4 cm 

859. La ari sta de un cubo tiene 0,37 m. ¿Cu,il es la arista de un cubo 
doble? 

.\;1 2 

O,3?-1 

de dOllde x ~ 4 0,37 X 2 ~ 0,37 -<IÍ ~ 0,466 m 

860. C'n paralelepípedo tiene 16 m :: de volumen. ¿Cuál será el volumen 
de ot ro semejante de aristas tres veces mayores? 

V 33 

16 P 

de donde: V = 16 X 3" = 432 m" 

861. ¿Cuáles son las dimensiones de una caja en forma de prisma regular 
de base cuadrada cuya capacidad es de 4 m~ y su altura el triple del lado de la 
base? 

L/all/ollao X al lado de lo base, la altura será 3x. 
Volulllen: .\.2 X 3x = 3x;; = 4 

Ladu: x ~ J+ ~ /36 ~ ~ .y136 = 1 10 m \/3 Vv 3 ' 

Altura: 3x = 3,30 m 

862. Las dimensiones de dos paralelepípedos de madera son: altura, 2 y 
3 m; longitud, 6 y 7 m; anchura, 3,5 y 4,5 m. ¿Son semejantes? En caso con
trario, ¿qué se ha de modificar en la longitud y anchura del menor para hacerlos 
semejantes, s in que cambie la altura: 

No SOIl semejantes los paralelePipedos pOI' ser del'lgllales las relaciones de las 
dimensiones 

2 :¡= ~ * ...1.L 
3 7 -+,5 

R epresentemos por x. y la longitud y anchura del paralelepípedo menor, se
mejal/te al mayor; tendremos: 

2 ~ = ~v_ 
3 7 -+,5 
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de donde x = 4,67 m; y = 3m 

Hay que disminuir la longitud en 
Hay que disminuir la anchura en 

6 - 4,67 ~ 1,33 m 
3,5 - 3 ~ 0,50 rn 

863. n paralelepípedo tiene 5 m de largo, 4 m de ancho y 3 m de alto; 
otro semejante tiene 6 m de ancho. ¿Cuáles serán las demás dimensiones? 

R epresentando por x la longitud pedida, por y la altura, tendremos: 

de donde: 

-±- ~ 2 ~ 1.. 
6 x 

x=5 x 6 = 75m 
4 ' 

6 x 3 y ~ --- = 4,5 m 
4 

864. Tres cubos tienen de lado respectivamente 3, 4 Y 5 m. Hallar el lado 
de otro cubo equivalente a los tres p r imeros. 

Lado del cubo pedido: 1 = ..y3;¡ ....L.. 4 3 + 53 = 6 m 

865. El peñón errático de Pravolla , en los Alpes, tiene de volumen 17 000 m 3 . 

¿Cuáles serían sus dimensiones si se quisiera labrar con él un paralelepípedo 
de bases cuadradas y de altura dob le del lado de las bases? Se concede que para 
esta operación el volumen del peñón se reduce a los 9 /10 del volumen primitivo. 

Volumen del paralelePíPedo: 17 000 X 9 ~ 15 300 m' 
10 

R epresentando por x el lado de la base, la altura será 2x 

Volumen: X2 X 2.'\" = 2.,\" 3 = 15300 

Lado de la base: x ~ ,f1.\3OO ~ 197m V ------:¡- , 
Altura : 2x ~ 39,4 m 

IX. Pirámides semejantes 

866. H allar el lado de un tetraedro regu lar de 10 m3 de volumen. 

Volumen (GEO:-''1. 769): ~v'z ~ 10 

a ~ J 1OYz-2 J 120
2
v'z ~ f/60 v'z ~ 4394 m 

867. Un tetraedro regular de 1 m de lado tiene 0,1 17851 m3 de volu
men. H allar el volumen de los tetraedros regulares cuyos lados miden: 1.° 0,5 m ; 
2 .') 0,1 m; 3.0 4,5 m. 
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Los lados de estos tetraedros son, respecto del tetraedro dodo, como 

\ 

2 ' 
1 

lO' 
9 
2 
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Los volúmenes se hollaran multiplicando 0 ,117 851 por el cubo de estas rela 
ciones, o sea por 

s' 
1.° 0,014731 rn' 
2.0 0,000 117 m 3 

3.0 10,739172 rn' 

1 
1000' 

729 
8 

868. Una p irámide triangular regular tiene de altura 4,5 m y por lado 
de la base 2,25 m. H allar la longitud del lado de la 
base de otra semejante que tenga 3 m de alto. S 

De la semejanza de las piramides resulta: 

~= _3_ 
2,25 4,5 

de donde: x = 1,5 m 

869. Hallar la altura y el volumen de dos pirá
mides semejantes (fig . 494) cuyas bases cuadradas 
tienen 2025 }' 1681 m2 de área, suponiendo que la 
inclinación de sus aristas laterales es de 1,4142. 
• 1.0 Inclinación: 

SO 
AO 

1 4142 ~ v'z. , . ' so ~ AO v'z 

Pero AO, en la piramide, se deduce de la relaciólI 

A 

2AO' = AB'; AO ~ AB ~ .J2025 ~ ~ 
v'z v'z v'z 

Altura 1.a pirámidl': 

Volumen l.a pirámide: 

45 ro 
50 ~ v'z x v2 ~ 45rn 

y ~ 2025 X 45 = 30 375 rn' 
3 

Fi~. 494 

• 2.° Comparamos las alturas y 'l:ohímelles con lados homólogos : 

~= -±1:.. 
30375 45' 

h , = 41 m 

4t3 X 453 
Y, ~ = 22973 2/3 rn' 

453 X 3 

e 

B 

870. Se quieren hacer seis zócalos de piedra de sillería sobrepuestos en 
gradas de igual altura, que es de 1,8 m para los seis zócalos. El primero debe 
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tener 6 m de lado e introducirse 42 cm en el que le sigue y a~í suce~lnllnente . 

H alla r la altu ra de cada zócalo, la longitud del lado de la base de cada uno y 

.. e 

,.. 
A Ei 

Fig. 495 

el \'olumen total (fig. +95). 
• 1.0 Altllrtl de cada ::; ócalo: 1,8: 6 = 0,3 m . 

• 2." 

lo" 
2.0 

• 3." 

Lado de la base: 

6 111 
5,16 m 

3.0 4,32 rn 
4." 3,48 111 

5." 2,64 m 
6.° 1,80 ID 

VO!lIl11ell del 1.0: 62 ',( 0.3 = 10,800 1113 

de/2.o: 5, 1 6' x O.3 ~ 7,98768111' 
del 3.°: 4,322 x 0,3 = 5,59872 m 3 

de/4.o: 3.48' x 0,3 ~ 3,633 12111' 
deIS. n: 2,64~ X 0, 3 -=- 2,090 88 m~ 

del 6.°: 1 , 8~ ... ~ 0,3 = 0,972 m 3 

Volumell total: 31,082 40111' 

871. ¿A qué distancia del vértice debe co r tarse una pinimide paralela
mente a la base para que resulten dos partes equivalentes? 

Sean P ) ' p i las pirámides total y parcial; h y h' las afturtls respecti'i..·as : 

de donde: 

11' 
11 

1 

-Y2 
h ' ~ 11 X Jz ~ h X 0,7937 

872. Un tronc.Q de pirámide tiene 85 5 cm 3 de volumen y 15 cm de altura: 
la base menor es un cuadrado de 6 cm de lado. H alhlr el volumen de la pirá
mide total. 

Calculemos el lado x de la base il/faior del trollCO. 

T enemos (GEOM. 839): 15/3 x (36 + x~ + 6x) = 855 
de donde :\,2 -1 6.\: 135 = O 

x ~ - 3 + .)9 + 135 ~ - 3 + 12 ~ <) cm 

Lo respuesta Ilegati'i..'a 1/0 es oceptahle ya que se trata de /lila longitlld. 
Llamemos h a la altura de la pirálllide deficiente. 

Tenemos: 

Vol. pirámide total: 

15 ..L h 1-. h = 30 cm 
h 6' 

V ~ 9' x (30 + 15) ~ 1215 CII1' 

3 

873. Un tronco de pirámide ti ene por "olumen l d m 3 y sus bases son 
triángulos equihiteros de 12 y 7 cm de lado. H alla r la altura y el yolumen de 
la pi rámide total. 

L lamemos a la altura del tronco h !. Tendremos: 
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de dunde 27711. !3 ~ 1000 
12 

11 ~ 4000!3 
I 277 = 25,01 cm 

Llamando x fI la altura de la base deficieute. tenemos: 

25,01 

Altura de la pirámide: 

Volllmen de la pirámide: 

= ~ 
12 

de dOllde x = 35,01 cm 

h -= 25.0 1 + 35.01 = 60,02 cm 

V ~ 12' v3 60,02 ~ 124745568 cm' 
4 3 ' 
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874. Se corta una pinímide por un plano que pasa por el terc io de las 
8rista!:l, a contar desde el \"é rti ce, y paralelo a la ba!:le. ¿Cuúntas veces contiene 
la pirámide primitinl a la pinímide deficiente? 

La pi/'ámide primitit'a contiene 27 'nccs a la pirámide deficiente, pues 

V ,., 3' 27 
1 

875. U na pirámide de 36 cm de altura tiene por base un exágono regula r 
de 12 cm de lado. ¿A qué di stancia del vértice se halla una sección paralela a 
la b ase s i el área de la sección es de I dm2 ? 

, P' ro; 
Areadelexá."ollobase: -> 'Ji.' - -y-> = 37+ 112cm2 

2 ' 

SeglÍlI GEO:\1. 754: 36' 
d' 

37+,1 12 
100 

d ~ J 36' x 100 ~ ~ ~ 1861 cm 
37+.112 19,3+2 ' 

de dOllde: 

876. En la misma pirámide, ¿a qué di stancia se halla b sección si el volu 
m en del tronco restante es de 2 dm3 ? 

Vol. de la pirámide total: VI = 374 ,1 12 y ~6 = 4489,3+4 cm.1. 

Vol . de la pir.ómide deficiellte: V~ = 4+89,344 2000 = 2+89.344 cm:"!. 

Por tallto 

de dOllde 

2+89,3++ 
++89.344 

d ~ j 36' X 2489,344 ~ 36 X O 822 ~ 29592 cm 
V 4+89,3+4 ' . 

877. La parte principal del obelisco de Luqsor, que se halla en París, 
es un tronco de pi rámide de 21,6 m de altura. Las bases cuadradas tienen, res
pectivamen te , 2,42 m y 1,54 m de lado. ¿Cuál sería la alnml de la pidrl'lide total? 

Las al fl/ras son p"oporcionoles a las aristm : llamando H a la altl/ra de la 
pirámide total y h a la altura de la pirámide deficiente, fl'l/{I/'l'1lJos: 

2,42 ~ H 
1,54 h 
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Restando cada consecuente de SIl antecedente, resultará.-

2,42 - 1,54 _ H - /¡ _ 1.!..§. 
1,54 - J¡ - h 

por lo cual 
y 

/¡ ~ 37 ,8 m 
H ~ 37,8 - 21,6 ~ 59,4 m 

878. Una estatua maciza de bronce, de tamaño natural , pesa 482 kg. ¿Cuán
to pesará otra estatua cuyo tamaño sea la cuarta parte de la primera ? 

EL peso será 64 veces menor, o sea 7,531 kg 

879. Las chapas de blindaje, fabricadas en el Creuzot, pesan hasta 3594,24 
ki logramos. ¿Cuáles son las dimensiones de una de ellas de forma paralelepipé
dica, s i las aristas son entre sí como los números 6,80 Y 120? Densidad del hierro: 
7,8, 

Dimensiones: 6x, 80.\', 120" 

Volumen de la chapa: 6" X 80,\' X 120,\, ~ 3594,24 
7,8 

,\' ~ 3594,24 ~ 0008' 
7,8 X 6 X 80 x 120 ' , 

x = 0,2 dm 

6x = 1,2 drn 80" ~ 16 dm 120,\' ~ 24 dm 

880. En la fábrica de Essen , donde se funden los cañones Krupp, se ob
tienen masas de acero fundido que pesan hasta 37 000 kg. ¿Cuáles ser ían las 
dimensiones de una de ellas, de forma prismát ica, con base rectangular, y cuyas 
ar istas son entre sí como los números 3, 4 Y S? Densidad del acero: 7,829. 

El raciocinio es análogo al anterior: 

1,286 m, 1,714 m, 2,143 m 

881. En la misma fábrica funciona un martinete que pesa 50000 kg. 
¿Cuáles son sus dimensiones, sabiendo que tiene la forma de una pirámide 
truncada de base cuadrada, cuyos lados son entre sí como 4 y 3 1/2 Y cuya al
tura es igual a dos veces y media el lado de la base mayor? Densidad del hierro: 
7,788, 

Dimensiones: 4.\", 3,5.'\" 10x (en metl'os) 
Volumen X densidad = peso 

1~,\' (16,' + 12,25,,' +. 14,\') 7,788 ~ 50 

.'\..3 = 50 X 3 . x = O 357 m 
7,788 x lO X 42,25 ' , 

4x = 1,428 m ; 3,Sx = 1,25 m ; IOx = 3,57 m 

882. Un martillo de hierro colado tiene las dimensiones expresadas en 
la figura 496 y la forma de prisma cuadrangular que termina en otro de base 
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trapecial. ¿Cuál es el volumen de este martillo y cuáles serían las dimensiones 
de otro semejante que pesase 10,29 kg? Densidad del hierro colado: 7,202. 
• 1.° El volumen del martillo consta del volumen del prisma cuadrangular, 
alimentado con el volumen del prisma de base trapecial, menos el volumen del hueco 
prismático donde se introduce el mango. 

Prisma cuadrangular: 5 

52 X 41 X 50 ~ 106600 mm' 

Prisma de base trapecial: 

50 X 52 ~ 59800 mm' 'l------;~r 

Volumen total.' 
I 

166400 mm' 

Volume11 del hlleco: 

22 X 14 X 52 16016 mm' 

Volumen real: 150384 mm:\ 
Fig. 496 

• 2.0 L os volúmenes de los martillos SOll entre sí como los cubos de Las dimen-
iioues homólogas, o sea: 

150,384 52J 503 4 13 223 143 53 
10290: 7,202 = ---;;- = Yl = .::3 = ---;;- = ~ = fI 

de donde x = 110 mm ; y = 106 mm ; z = 87 mm ; v = 47 mm ; 
u = 30 mm ; t = 11 mm. 

883. Con la hulla extra ída du rante el año 1875 se hubiera podido cons
t ruir una pi rámide exagonal regu lar de 1 km de lado y 200 m illones de toneladas 
de peso. ¿Cuál sería la altu ra de esta p irámide? Densidad de la hulla: 1,135. 

Volumen de la pirámide: 200 000000, 1,135 m ' 

Luego .!l... ( 3 X 1000' .J3) ~ 200 000 000 
3 2 1,135 

h ~ 400 ~ 203 47 rn 
1135 .J3 ' 

884. ¿Cuáles serían las dim ensiones de una pirám ide semejante a la an 
terior, construida con el cobre extraido du rante el m ismo año: si la producción 
total se evalúa en 70000 tone ladas? Densidad del cobre: 8,788. 

Llamando x al lado de la base y h a la altura, tendremos, comparando los 
volúmenes: 

200 000 000 , 1,13 5 1000' 203.47' 
70000,8,788 - ~ ~ ~ -,-,,-

de donde: x ~ 76,74 rn h ~ 15,6 rn 
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Demostrar las siguientes proposiciones 

Prisma 

885. Las diagona les de un paralelepípedo se cortan en sus puntos medios. 
Sea el paralelepípedo AG (fig. 497). Por dos aristas opuestas BF J' DH tra

cemos /tI1 plano. Por ser estas dos rectas iguales y para/elas, el cuadrilátero BFHD 
es 1/11 paralelogramo y {as diagonales BH y DF se corlal/ ell Sil pUl/fo medio. 

Si dos diagonales cualesquiera se cortan en sus PUlltos medios , todas las diago
nales lienell que pasar por UIl mismo pUl/lo, que el> el PUllto medio de cada fll/a de ellas. 

G H 

e 
/ 0 

F 

B A 
Fig . .J.97 Fig . .. 98 

886. Los dos p lanos diagona les que pas¡m por las aristas paralelas de un 
paralelep ípedo le descomponen en cuatro partes equivalentes. 

EI/ efecto, en el paralelepipedo AC (fig. 498), los dos planos ABC, DE F se 
corlan seglÍn la recta MN, para lela a fa All ; pI/es el plano A I3C /:'S paralelo a la rec
ta DE y, por tanto, la int.ersección de los planos DEF y ABC, esto es , ¡a recta M:i'\, 
será paralela a la DE o a la A B. 

Además, el PI/lito lVI es el plinto de co l/C!lno de las dia}!olloles del paralelo
gramo BC. Lllego los matra t,.¡ángulos BM D, DM C etc., 5011 eqlliu dentes (520 bis) . 

Y, ell coI/secuencia, ios prismas trianglllares BMOA, DMC E, FC:\I:'\. 
FMBA son e q uivalentes, ya que tienen la misma (/ltura y hases eq/ll'l."ldentes. 

887. Un iendo los puntos de intersección de las di;lgonales de dos caras 
opuestas de un para lelepípedo, la rec ta de un ión contiene rodos los puntos de 
intersección de las diagonales de toda sección plana trazada entre las menciona
d as C;.lras. 

En efecto, la recta NIN que /lile los PUl/tos de intersecciólI de las diagollales 
de dos caras opuestas del paralelepípedo AC pl/ede lomane COlIJO intersección de 
¡os pl""os ABe. EDF (fig. 498). 

Consideremos la sección plana PQRS trazada entre las caras opllestas IB'ID, 
A~E del paralelepípedo AC. El plano diagonal A Be forta a dicha sección según 
la diagonal PR, y' al plano diagonal EDF. segríl/ la diagonal QS . 
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Por cousiglliellle, eL punto de concllrso de las diagonales PR y QS se halla sobre 
la recta iVIN. 

Lo recta MN es, por tanto, el lugar geomé trico de los celltJ'Os de los para~ 
lelogramos que se obtienell al trazar secciones planas eutre las cm'as opuestas BiVID 
y A~E del paralelepipedo AC. 

888. S i en un prisma 
ca ras laterales, dicha ca ra y 
pectiyas a la arista opuesta. 

triangular se t raza un p lano paralelo el una de las 
la sección son proporcionales a sus distancias res-

Evidentemente 1m plano, tal como el FG IH (fig. 499), 
del prisma triallgular ABCE, determina /111 paralelogralllo. 

paN/Ido (1 la cara IlE 

e 
Ahora bien, los paralelogramos BCED J' FG IH tienen 

l/na dimellsión común, BD = FH, y sus ánglllos SOIl res
pectivamente iglla/es. 

G 

Por tauto, SI/S áreas seráll proporcionales a las otras 
dos diU/ellSiones; luego: 

J' también 

BCED BC 
FG IH FG 

BC ~ AB ~ ~ 
FG AF AK ...... E 

suponiendo que AJ y AK sean las distancias respecti1.:as del 
plinto A a las caras BCED y FG IH . H 

D 

En consecuencia: BCED ~ ~ 
FGIH AK 

889. En un cubo, el plano que pasa por el punto medio de tres aristas 
no para lelas y no concurrentes corta al sólido según un exágono regu lar. 

N 

A B 

Fig.500 

K 

e 

. Com ideremos el plano trazado por los puntos 
medios J, J, K (fig . 500), de tres aristas '110 paralelas, 
dos a dos, y que 110 pertellecen a un miSmo angula 
sólido. 

Tracemos las diagonales BE, BG, G E de las 
tres caras del ángulo sólido F, y la diagonal AC. 

La recta IJ, que IlIIe los pl/ntos medios de BA 
y CB, es parale/a a la recta AC e igual ti la mitad 
de la misma. También JK es paralela (1 BG e igual 
a su mitad. 

Luego el plano IJK , trazado por recl,l/S paralelas 
a EG J' BG, es paralelo a los plallos BEG y ACH . 
Por Lo tanlo , KL y CH son paralelas CUIIIO il/ter
secciones de dos planos paralelos lj KL Y ACH, por 
/fU lercero CG H . 

Pero K es el punto medio de CG; luego L es 
el PUI/to medio de GH, y KL = CH /2. etc. Por consiguiente, el plano IJ K pasa 
por L, M, N , puntos medios de los lados correspolldiellles. 

El exágono obtenido es regular, pI/es cada iado es la mitad del lado de 1111 trión
gula eqúilá tero, )' los angulas SOl1 igllales , como suplementos de los állgulos de 1111 



342 GEOMETRÍA DEL ESPACIO 

triángulo equilátero. ElI efecto, la recta I] es paralela a EG; ]K es paralela a BG; 
luego el ángulo IJK es el suplemento del ángulo BG E. 

890. ¿A qué distancia del vértice hay que cortar una pirámide, paralela
m ente a la base, para que las dos porciones resulten equivalentes? 

Sea P la pirámide total, PI la pirámide parcial; h y h' las alturas respectivas. 
T etlemos la relación: 

1... h' 
2' h 

De donde h ' ~ h X 0,7937 

Nota. - Puede escribirse también: 

h' 
h 

1 
.yz 

1 
.yz 

luego 

• 

891. Demostrar geométricamente las fó rmu las sigu ientes (fig. 501): 

1. (a + b)'J = a3 + 3o"!.b + 30b2 ...;.... b3 

II. (a - b)' ~ a' - 3a'b + 3ab' - b' 

I. Sobre lI1lO misma recta tómese, a conliuuoúón litiO de otra , las longitudes 
Be = a , CA = b J' cOl/StrlÍ)'ose un cubo que tenga 
por arista la suma (a + b). Sea el CIIbo AD. ;,L_;.F ___ ~D 

M H ...,4'::':""-'---< 

.. .l~L J 

Tomemos sobre fas otras dos dimensiones del 
cubo, y a partir del vértice A, longitudes Al = 

= AG = b -" por los pmltos e, G, 1 tracemos 
plmlOs paralelos respectivamente a las caras AL . 
BM, AK, los cuales dp.sco mpol1drán al exaedro AD 
en ocho partes, a saber: /. 

.... J::~ .... p ... K 

A e B 

Fig.S01 

4 .0 El cubo AE = b3
• 

Por tanto 

1.° El C/lbo ED = a!l . 

2.° Tres paralelepípedos análogos al EL, cada 
lino de los cllale.~ descansa' sobre /lila de las caras 
EF, FJ, EH del cubo ED; de aquí que la suma 
de ellos sea 3azb. 

3.° Tres paralelepípedos análogos al EM, o 
sea 3ab2 • 

• 11. Supongamos que en la figura 501 sea AB = a, AC = b. El mbo que 
tiene por arista (a - b), v iene ahora representado por el ED. 

l . o S eparemos del cubo AD tres paralelepípedos análogos al AF, o sea los 
paralelepípedos AF, AH, AJ , cuyo volumen total es 3a~b . 

2. ° Procediendo así, hemos separado los paralelepípedos AN, AP, AQ, dos 
veces, y el cubo AE, tres veces .. habrá pues que añadir lma vez los cuerpos A!" 
AP, AQ Y dos veces el cubo AE, o sea en junto . 3ab2 + 2b3

. 



PRISMA 343 

3.° En esta última operación, al agregar IIna vez los paralelePíPedos AN, 
AP, AQ, hemos agregado tres veces el cubo AE; habrd que rebajar, por tanto, estos 
'llalores, es decir , 3b3

• 

E11 resm;/e11, se tendrá que: 

3a'b + 3ab' + 2b' - 3b' 
3a' b + 3ab' - Ii' 

892. El volumen de un prisma triangular es igual al producto de una 
cara lateral cualquiera, por la mitad de la 
distancia de esta cara a la arista opuesta (figu
ra 502). 

En efecto, sabido es que un prisma trian
glllar es equivalente a la mitad de 1m paralele
píPedo de igual base y de la misma altura, y 
como en U1I paralelepípedo podemos tomar como 
bases dos caras opuestas cualesquiera, de aquí se 
sigue que el volumen del paralelepípedo , duplo 
del prisma triangular dado, sea igual al producto 
del área de UIlO cara lateral del prisma por la 

E 

Fig, 502 

distancia de esta cara a (a arista opuesta. Luego el volumen de un prisma triangular 
es igual al producto de una cara lateral cualquiera por la mitad de la distal/cia de 
esta cara a la arista opuesta. 

893. El volumen de un prisma regular es igual al producto del área la
leral por la mi tad de la apotema de la base (fig, 503), 

Fig, 503 

Por el eje M N de 1m prisma regular de n caras, y por cada 
' arista lateral del mismo, hagamos pasar sucesivamente planos 
que le descompondrá" eu n prismas triangulares iguales al 
D NCAMB. 

Ahora bien, si N I es la apotema de la base, será perpm
dicular a la cara ABCD, y el volumen del prisma triangular 
D NCAMB será: 

de donde 

o sea: 

Area ABCD X N I 
2 

(n.O 892) 

N I 
n X (DNCA 1B) ~ n X (área ABCD ) x - 2-

VOIU11/e11 del prisma regular = área lateral X NI 
2 

v AL X ap 
2 

894. La suma de los cuadrados de las proyecciones de un segmento sobre 
tres ejes ortogonales dos a dos, es igual al cuadrado de dicho segmento, 

Siempre podremos suponer que el segmento arranca del punto de' concurso de 
los tres ejes ortogonales; pues siempre será posible desplazar los ejes paralelamente 
a sí mismos hasta disponerlos de esa suerte, quedando en tal desplazamien to las proyec
ciorles SÚl variación alguna en sus valores o magnitudes. 
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Sean a, b, e (fig. 504) los proyecciones del seg
mento O iVI o d sobre los ejes ortugonales OX, oy, oz. 
Se tendrá, suceút:amenle: 

de donde 

a' + b' ~ OD' 
OD' + c' ~ d' 

a' + b' + e' ~ d ' 

Esta p"opiedad equivale a esta otra: En todo pa
ralelepípedo rectángu lo, el cU<ldrado de una diagonal 
es igual a la suma de los cuadrados de las tres dimen
~lones. 

'f--~o 

Pirámide 

Fig. 504-

895. Los segmentos que unen los puntos med io~ 
ue las arist::l.s opuestas de un tetraedro se cruzan en un mismo punto, que es 
el punto medio de cl.lda uno de ellos (fig. 505). 

Sea el tetraedro VABC. COJlSiderelllos el segmento DE que l/ue los pUl/lOS 
medios de los aristas opuestas AB, VC. Digo que uno cualquiera de los segmentos 
que l/l/en dos pares de ar;Slas opuestas restantes, GF, pOI" ejemplo, pasará por el 
plllltO medio J, del DE y que, asimismo, el plfnto 1 es el punto medio de GF. 

En efecto, la figura DFEG es 1111 paralelogramo, 
ya que DF y GE SOIl paralelos a AC e iguaLes a la 
mitad de éste, respecti'valllente, .bor lo que SI/S diagonales V 
DE Y G F se cortan en su pUlltO medio. 

896. Los puntos medios de las aristas de un 
tetraedro regular son los vér tices de un octaedro. 
también regular. 

Supongamos que eL tetraedro VABC (fig. 50S) 
sea regulor; al I1l1ir cOllsecuti'ixlmente los PUlltOS medios 
de las aristas se obtienen ocho lridllglllos, ClIyos lados 
SOIl la mitad del lado del tetraedro regular dado. 

Por comiguiellte, lodas las caras de la figura 
GLEDMF SOI1 ocho triángulos equiláteros, l:guales 
entre sí. 

Ademos, ell 1/11 tetraedro reguLar, VB y AC SOI1 

ortogonales .. por tall to, la sección G EFD es 1/11 cuo
drado, )' las rectas GF, ED son perpendicuLares elltre 
si e l:~uales. 

Fig. 505 

e 

B 

De aqul se concluye que el sólido GLEDMF es U1I octaedro, cuyas ocho caras 
SOIl trilÍlIKulos equiláteros y cuyos ejes DE, G F, LM SOl1 ¡¡{ua/es -" perpendicuLa res 
entre si dos a dos. Luego es un octaedro regular. 

897. Los p untos m edios de las ari stas de un teTraedro cualquiera son los 
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yértices de un octaedro cuyas anstas opuestas son iguales y paralelas, y cuyo 
,"oJumen es la mitad del volumen del tetraedro dado. 

Los puntos medios G, L , E, D , 1Vl , F de las aristas de un tetraedro cualquiera 
VABC (fig. 505) SOll los vértices de un octaedro, en el cual las aristas GE y DF 
SOll paralelas a la AC, e igual a la mitad de ella; por tal/to, GE y DF SOIl igllales 
y paralelas. 

Adell/ás, el plallo GLE es paralelo al ABC; tuego el tetraedro VG LE es se
mejante al VABC, siendo 1/2 la razón de semejanza, tendremos : 

Volllmen VG LE 
Volumell VABC 

1 
2' 

1 
8 

Así pI/es, Ú del tetraedro VABC rebajamos SI/CeSi'1.'Cllllen te los tetraedros VG LE, 
ADMG, BOFL, CEFM , quedará el octaedro cOllsiderado. 

Por tallto, Vol. GLEDFM ~ VABC - 4 X +- X VABC ~ ~ VABC. 

898. Dado un tetraedro euyas seis aristas son igua les, que llamaremos (( 
(figura 506): 

1.° Si des ignamos por H el punto medio de la a ri stn C D, demostrar que 
el p lano ABH es perpendicular a dicha ari sta CD y 
deci r qué ángulo forman las dos d irecciones AB y CO. 

2.0 Si se corta el tetraedro por medio de un p lano 
paralelo a las direcciones AB y eD trazado po r un 
punto cualquiera M de la arista BC, demostra r que 
la sección MKPQ así obten ida es un rectángulo. I n 
dicar la posición que ocuparía el punto M dado caSO 
que la sección iVI N PQ fuese un cuadrado. 

3 .0 ¿De qué naturaleza son los dos sól idos en 
que la sección MNPQ divide al tetraedro? 
• 1.° Como las medianas AH y BH SOI/ al mislllo 
tiempo alturas de los triángulos equiláteros AOC JI BDe, 
la rec ta cn será perpendiClllar a las AH )' BH y, por 
tanto, al plouo ABH. 

De lo dicho se desprende que la recta CD es per. 
pendicular a cllalquiera otra recIa trazada en el plano 

B 

AL ........ ! 

o 
Fig. 506 

ABH y, por c01/Siguiellte, a la AB; forman, pues, un ángulo de 90". 

e 

• 2.0 Por el paralelismo del plano sección MNPQ, resulta que las rectas MQ 
JI PN son paralelas a la CO, y las rectas PQ y lVIN lo S01l tambiéll a la AB. 

.Has acabamos de 'nr que las rectas C D y AB son ortogonales; por taJlto, las 
recias MQ, P~ serán perpendiculares a las PQ, M N, y el cuad,.ilátero MNPQ, 
por teller sus lados paralelos)' rectanglllares, será un rectángulo. 

Paro que dicho rectángulo fuese un Cl/odrado serio necesario que e l punto M 
fuese el punto medio de Be. En este caso se lend,.io que 

:vlQ ~ PN ~ DC 
2 

Al ser iguales las aristas C D -" AB, resultará que tudus los lados del rectángulo 
M NPQ serál/ iguales. siendo, por tanto, UII cuadrado. 
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• 3. o La sección MNPQ descompone al tetraedro en estos dos sólidos: 

AHMNPQ y DCMNPQ. 

El primero tiene las aristas AB, NM, PQ paralelas y el segundo tiene las OC, 
MQ, P N tambibt paralelas; por tanto, eslos dos sólidos SOIl d os troncos d e prismas. 

899. Hallar el volumen del paralelepípedo rectángu lo ABCDEFGH (figu
ra 507) sabiendo que sus tres d imensiones AB, AD, AE son p roporcionales a 
los números 3, 4, 5 y que la diagonal AC del rectángulo ABCD es igual a 1 m. 

Dimensiones .-

AH ~ h; AD = 4x; AE = 5x 

Vol. paralelePíPedo: 

V = 3x x 4x x Sx = 60.~ (1) 

En el rectángulo ABCO: 

Fig.507 

de donde 

(3x)' + (4x)' ~ 

x ~ {1 ~ l... 
'125 5 

Sustituyendo m (1 ): 

V ~ 60 - ~ -- ~ O 48 m ' ( 
I )' 60 
5 125 ' 

900. Dado un cubo ABCD EFGH (fig. 508) de arista a, hacemos pasar 
un p lano transversal por la recta D H , diagonal de la cara superior, y por el vér
t ice B, con lo cual queda determinada la p irámide ABDH. H állese el volumen 
y el área total de dich a p irámide. 
• 1.° Tomando el punto B como vértice de la pirárllide, la altura AB será la 
arista a, y la base AHD será un semicuadrado de lado a; por tanto: 

a 0 2 a3 

V =- x - = -
326 

El volumen de la pirámide es igual a la sexta parft' 
del 'volumen del cubo. 
• 2. 0 El área total de la pirámide se compone de tres A.r--i'-----""'" 
semicuadrados iguales al AHD más el área del triángulo 
equilá tero BHD, cuyos lados SOl1 iguales a las diagonales 
de las caras del cubo: 

A ~ 3 X a' + (a 0)' V3 
, 2 4 

A , ~ ~ (3 + V3) 
B e 

Fig.508 
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901. Dada una pirámide (fig. 509) cuya base y caras laterales son triángu los 
equiláteros de lado a, calcular: 

1. o El área total. 
2.° Calcular el volumen de la pirámide. 
La pirámide dada es /Ur tetraedro regular. 

v 

• 1.0 El área lateral es la de 4 triáng. equilá
teros de lado a 

AT = 4 x a' v'3 = a' V3 
4 

• 2.° Las aristas VA, VB, VC son segme'ltos 
oblicuos iguales. El pie, G, de la perpendicular VG 
equidista de A, B y C. G es por tanto el circul1-
centro, y en este caso además baricentro, del .6.ABC. 
Por tanto: 

Fig.509 

AG = ~ X AD = ~ X a v'3 = ~ 
3 3 2 3 

En .6.VAG: VG = j a' - ( a ¿)' = J 2;' = a f 
Volumen V ABC: V = J... X a' V3 x .!!.Á = a' v'2 

3 4 3 12 

902. El volumen de una pirámide regular es igual al producto del área 
lateral por t 3 de la distancia del cen t ro de la base a una cara lateral. 

Sea P una pirámide regular de n caras, O el centro de su base JI S la cúspide. 
Haciendo pasar planos por el centro 0, la cúspide S y cada uno de los vértices de 
la base, la pirámide P queda dividida en n pirámides triangulares iguales, cuyas 
bases S011 las caras de P y cuyas cúspides se conflmdel1 COIl el centro O. Su altura 
es, pues, la distancia d de O a cada una de las caras (la misma para toda s). 

A 

Llamando A al área de cada una de las caras de P y V a su volumen, tendremos: 

V = ( + A X d) X n = (A X 11) X ; = á r ea la te ra l de P x ~ 

Fig.510 

903. El volumen de un tronco de pirámide 
triangular (fig. 510) de bases parale las es igua l 
a la sexta parte de la altura del tronco por la 
suma de las áreas de las dos bases, más el cuá
druplo del área de la secc ión equidistante de 
estas bases. 

Si V, B, b. S . h representan respecti-L'ame,¡te 
ei volumen del tronco de pirámide ABCDEF, el 
área ABC, el área DEF, el área M NP y la altura 
del tronco, decimos que será.-

V = ~(B + b + 4S) 
6 



.1-18 GEOi\'IETRíA DEL ESPAC IO 

Prirn.era dem.ostración "" ABe ~ "" M"IP - "" DEF 

luego 

o biell 

de ah! que sea 

y 1c1/11hiht 

y fOIllO 

Aren ABe 
AB' 

Area :.\Ii~P 

NI=" 
Area DEF 

DE' 

B b S 
AB' ~ DE' ~ ~ l :'" 

v'B ~ vb ~ v's 
AB DE :VIN 

-1- (VIl + .vb) ~ v's 
l (AIl -L DE) MN 
2 

se ¡'~fiere que !ambihl serti 

-1-(AIl ~ DE) ~ M~ 

v'S ~ l (VIl -L ,1&) 
2 

f) sea S - l (v'B - ,1&)' 
+ 

POI· otm parle, sabido es que 

v ~ ~ (B ~ b -L .,JBb) ~ 11- (2 8 -'- 2b + 2-VBb) 
3 6 

V ~ ~ [B - b + (B -L b -L 2.,JBb)] 
6 

\ " ~ ~ [B - b -L (.J¡l + 0)'] 
6 

y, por último: 

v = : (B .¡ b ·¡ 45) 

Segunda demostración. - EI 'volumen del trOIlCO ABCDEF representado 
por V puede d~scompol1erse en esta forma: 

V = AG IDEF - CHG IEF -L EGBH 

V ~ AG I "" ~ C HGI" 11- - GBH " 11- ~ 11- (6 .\G I ... 3CHGI - 2GBH) 
2 3 6 " 

Teniendo en cuenta que DEF = M JL = AG I, que CHGI = 2 JKPL y que 
BGH = 4 j N K, tenemos: 
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v ~ JL [(AG I - CHGI ~ GBH) - AGI -' +AG I + 2CHG I + GBH ) 
6 

~ ~ (A BC - D EF - +MJL - 4JKPL -' +JK K) 

~ JL (ABe 
6 

+ DEI' - H1'>P) ~ JL (B + h -'- 45) 
6 

X I. Poliedros regulares 

904. ¿Cuál es el número de ar istas de un octaedro regu lar? 
El octaedro regular está limitado por 8 triánf(u/os eqlliláteros cuyo I/lÍmero 

total de lados sera 8 x 3 = 24, los cuales combinados ae dos ell dos para formar 
los ál/[(lIlos diedros, darán.-

24 : 2 = 12 aristas 

90S. ¿Cuál es el área de un octaedro regular de .J cm de ari sta ? 

Si 1 = 3 cm , 

A ~ 8 x f'(3 ~ 2f'V3 

A ~ 2 X 9 -J3 ~ 31,176 cm' 

906. ¿Cómo puede descomponerse el volumen del octaedro regu lar ? 
PI/ede descomponerse en dos pirámides cuadrangulares regulares que tiellell p OI' 

altura la semidiogol/al del octaedro. 

907. ¿Cuál es el volumen del mismo? 
La altura de cada /lila de las dos pirámides C/ladranglltnres en que se puede 

dividir al octaedro es igual a la semidiagollal del octaedro: tl/ef(o 

" ~ .!f ~ Va' + a' ~ oh 
2 2 2 

v ~ ( ~ X a' X ~) < 2 ~~ 
3 2 3 

Volllmell octaedro .-

908. ¿Cu¡ll es el número de aristas de un icosaedro regular? 
De 1111 raciocinio ollálogo al del nlÍm. 904, resulto.-

20 X 3 = 30 aristas 
2 

909. ¿Cuál es el á rea de un icosaedro regular de' 3 cm de arista? 
Esta área es if(ll(ll a lo de 20 tridllgulos eqllildteros (f!lu¡/es, o sea: 

Si a = 3 cm: 

A ~ 20 X ~ .Jl ~ 50' .Jl 
A ~ 5 X 9 -J3 ~ 77,94 c m ' 
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910. ¿Cuál es la arista de un icosaedro regular de 1 dm: de área ? 

Según la fórmula atlterior : 502 .J3 = 1 

por tanto: a ~ /s ~ ~ 0,339 drn 

91l. 

F 

A 
% 

J 

/ 

B 

Un octaedro 

a 

K 

e 
Fig. 511 

está inscrito en un ex aedro regular de arista a , de tal 
modo que cada vérti ce sea tangen te en el centro 
de una cara del exaedro. Calcular el área y 
vo lumen del octaedro (fig. 5 11 ). 

o 

L as 12 aristas SOIl iguales; cada lino e.~ la 
hipotenusa de UIl t.riángulo rectánglllo isósceles, 
cuyos ca te/os valen cada /lIIO a /2. 

Arista. lJ ~ )2 ( n' ~ 1I [i 
• 1.0 Area del octaedro; COlista de 8 tr¡an-
gulos eq/liláteros de lado Ij : 

AT ~ : X ( a f)' ~ x 8 ~ a' V3 

• 2,0 Volume n: La base de cada pirámide es UIl wodrodo de lado IJ: 

Area base: B ~ ( a [i ), ~ ~' 
Altura de cada pirámide (n.o 907): ,, ~ a V2 x -Ji ~ !!..-

2 2 2 

Vol . oc taedro : V ~ +(~' X n X 2 ~ ~ 

912. ¿Cuál es el número de aristas de un dodecaed ro regular ? 
El dodecaedro está limitado por 12 pelltáf(ollos regulares iguales. 

L uego tiene 5 X 12 = 30 a ristas. 
2 . 

913. ¿Cuál es el área de un dodecaedro regular de 3 cm de lado? 
Este área se compone de 12 pentágonos regulares iguales, cuyos lados (GEO:'.!. 452) 

y apotema (GEOM. 449) 5011: 

Lado del pentágono en función de r: 

Apotema: 

Despejando r en (1): 

1 ~ -'-- VlO - 2v's 
2 

ap ~ J... V 4r' - l' 
2 

(1) 

(2) 
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Llevando r a (2): ap ~ ~ J 4 X 4r- - r- ~ -.L ) 8 - 1 ~ 
2 1O-2Vs 2 5 - Vs 

r-----= 
~ -.L J 3+ y} ~ ~ )(3 + Vs)(5 - Vs) ~ ~ J 5 + 2 Vs 

2 5 _ Vs 2 20 2 5 

Area pentágol1o: Al = P X ap = Ji x .J.... I 5 + 2.vs 
2 2 -V 5 

~ ~ J2S+ 10 Vs 

Area do'decágono: A = I 2AI = 3F y 25 + 10.J5 

Aplicación: para 1 = 3 cm : A ~ 27 V 25 + 10 Vs ~ 185,81076 cm' 

914. ¿Cuál es 

Tenemos (913) 

la arista de un dodecaedro regular de 1 dm2 de área? 

3 r- '1/25 -'- 10 Vs ~ 1 es decir r- X 20,64564 ~ 1 

I ~ J 1 ~ 0,2201 d", 
20,64564 

915. T razar el desarrollo de la superficie total de un octaedro regular 
de 2 cm de lado. 

Este desarrollo COlista de 8 triángulos equiláteros iguales (fjg. 512). 
1. o Se trazall dos circunferencias iguales de 2 cm de radio que se intercepten 

eu l/U arco de 60°. 
2.0 Se trazan en cada una de ellas tres arcos de 60° además del que inter

ceptan. 
3.° Se traz an Las C/lerdas y radias correspondientes. 

Fig.512 Fig. 513 

916. Trazar el desarto llo de un icosaed ro regular de 2 cm de arista. 
Este desarrollo COlista de 20 triángulos equiláteros iguales (fig. 513). 
1.0 Se tra za un paraleLogramo ABCn tal Que LA = 60°, AB = 10 cm ,. 

AD ~ 2 cm. . 
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2.° Se dh:idell AB \' en en 5 partes iguales. 
3.° Se trazan 10 Úiángulos equiláteros /fu ieudo los pU1110s de di'cisión. 
4-. 0 Se cOlISlruyell utros 10 t.riángulos equi!ólel'os opuestos por las bases a 

los 10 triángulos Gulel'iores. 

917. rrrnzar el desarrollo de un dodecaed ro de 2,5 cm de arista. 

Fig.51-," 

Este desarrollo cOllSta de 
! 2 pen/lÍgO/lOs regulares litua
les de 2,5 cm de lado (fig. 514). 

1,° Se f/'a=:a /lila circu1I
ferellcia de radio arbitrario, 
OM. y se inscribe el/ ella UJ/ 

pel/tágollo regular (GEO.\JFTRÍA 

460). 1::/1 uno de SIIS lados, i\L'\" , 
se t01ll0 M'r = 2,5 cm . Por T 
se traza TR paralela a O IV!. 
La circunferencia de centro O y 
radio OR corta a los .5 radios 
el/ puu/os 
pentógollo 

2. o Se trazan S cirCll1lferellcias de radio O R que tengan 
cuerda común el lado y se completan los pentágonos. 

que uuidos dan 1lI1 

de 2,5 cm de lado. 
con la anterior por 

3.0 Se traza otra serie de seis circuuferencias igllal II la al/terior pero ql/e 
tenga lllla cllerda comlÍn con alguna de las circunferencias (ll/teriores. Luego se imcribe 
ell cada IIna de ellas UlI pentágono. 

918. Trazar el desarrollo de la superfi cie total del só lido de Arquí..-nedes 
(figura 515), y calcu lar esta super
fic ie cuando la arista es de 15 mm. 

Es/e desarrollo cOIIS/a de 18 C//(/

drados iguales y de 8 friállxulos eqrli
lóuros igllales: 

Area de los 18 c/ladrados: 40, 50 cm~ 
Area de lo.\' 8/l'iángulos: 7,79 cm2 

Area total: 48,29 cm' Fig. 515 
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EJERCICIOS SOBRE LOS CUERPOS REDONDOS 

1. Area del cilindro 

919. ¿Cuál es el área lateral de un cilindro, si el diámet ro tiene 4 m y 
la altura 3,75 m? 

Area la teral: AL ~ hrl (GEOM. 809) 
AL ~ 2" X 2 X 3,75 ~ 47,124 m ' 

920 . El radio de la base de un ci lindro es de 2,8 m, la altura es igual a 
los 3 /5 de la circunferencia de la base. ¿Cuál es el ~lrea latera l de este cilindro? 

Cire/mI de la base: 2,8 X 2 X 3, 14 16 = 17 ,592 ro 

Altura : 17,592 X 3 
5 

10,555 m 

Aren lateral: AL ~ 17,592 X 10,555 ~ 185,6836 m ' 

921. Una columna cilíndrica tiene 58 cm de radio y + m de altura. ¿Cuál 
es el área latera l? 

Area lat.erol: AL ~ 2 X 3, 1416 X 0,58 X 4 ~ 14,577 m ' 

922. El área de la base de un cilindro es de 3,08 m 2
• H allar el area lateral 

sabiendo que la altu ra es igual a tres veces el radio de la base. 

AL = 2:'1r" = 2:rr x 31' = 6:1,2 
:1,2 = 3,08 

AL ~ 3,08 X 6 ~ 18,48 m ' 

923. El radio de la base de un cilindro tiene 35 cm, y la altu ra es el duplo 
del d iámetro. H allar: 

1.° El área latera l del ci lindro. 
2 .° El área de las bases. 

Altllra 0,35 x 2 x 2 = 1,-+ m 
• 1. 0 Area lateral: AL = 2:71"1 = 2 X 3, 1416 X 0,35 x 1,40 = 3,078768 m 2 

• 2.0 Area de las bases: B = 0,352 X 3,1416 x 2 = 0,769692 m 2 

12.--GF.o:\IIITRiA Cl.A\'E. CU","" Sl:I'EJIIOH 
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11. Volumen del cilindro 

924. ¿Cuál es el volumen de un cilindro cuya base tiene 2 m2 y la altu
ra l ,46m? 

v ~ 2 X 1 ,46 ~ 2,92 ro' 

925. ¿Cuál es el volumen de un cil indro que tiene 85 cm de altura y cuya 
base tiene 35 cm de radio ? 

Volumen del cilindro : V '= ':rr2h (GEoM. 812) 
V ~ 3,1416 X 0,35' X 0,85 ~ 0,327 119 m " 

926. ¿Cuál es el volumen de un cilindro cuya circunferencia de la base 
tiene 3,08 m y la altura 1,50 m ? 

V~ Ba ~ C' x h 
h 

V ~ 3,08' X 1 5 ~ 1 132320 m ' 
4.< ' , 

927. ¿Cuántos litros contiene una cuba cilíndrica de 4,8 m de diámetro 
y 1,96 m de profundidad? 

Radio de la base: 48 : 2 = 24 dm 
Volumen; V ~ 3,1416 X 24' x 19,6 ~ 35467,4071itros 

928. Un cilindro de 25 cm de radio contiene cierta cantidad de agua. 
¿En cuánto se elevará el nivel del agua si durante 13'" 30' está vertiendo agua 
en él un grifo que arroja 16 litros por minuto? 

Agua qlle Iza vertido el gTljo: 16 X 13,5 = 216 J = 216 dm3 

Base del cilindro: 2,s:~ X 3,1416 = 19,635 dm~ 

Altura del nivel de agua: 216: 19,635 = 11 drn 

929. El área lateral de un cilind ro es de 942 cmz y su altura 15 cm. ¿Cuál 
será su volumen? (:r = 3,14). 

Circunferencia de la base: 942; 15 ~ 62 ,80 cm 
Radio: 62,8 ; (3,14 X 2) ~ 10 cm 
VoLumen: V = 102 X 3,14 X 15 = 4710 cm3 

930. Con una lámina de latón rectangular ABCn, tal que AB = 40 cm 
AD = 36 cm, se fabrica un tubo cilíndrico. Calcular el área lateral y el yolu 
men del tubo obtenido: 

1.0 Cuando se unen los bordes AB y DC de la lámina. 
2. ° Cuando se unen los bordes AD y BC. En ambos casos hay que perder 

una faja de 1 cm de ancho. 
• 1 .° Se une AB con D e.-En este caso el tubo tiene 40 cm de largo J' la 
circunferenáa de la base 36 - 1 = 35 cm 



DIMENSIONES DEL CILINDRO 

Area lateral: AL ~ 40 x 35 ~ 1400 CIIl' 

R adio de la base: 35 
2 X 3,14 

Volumen: V ~ 3,14 X ( 35 \' X 40 ~ 3901,26 CIIl' 
2 x 3,14) 

• 2.° Cuando se unen los bordes Be con AD: 

Circunferencia de la base: 40 - 1 ~ 39 
Area lateral: AL ~ 39 X 36 ~ 1404 

cm 
CIIl' 

Volumen: V ~ 3,14 X ( 39 )' X 36 ~ 4359,24 CIIl' 
2 X 3,14 

355 

931. Un pozo, comprendida la mampostería, tiene 1,86 m de diámetro 
y 12 m de profundidad. ¿Cuántos metros cúbicos de tierra ha sido necesario 
extraer para construirle? 

V ~ e,~6)' X 3,1416 X 12 ~ 32,606038 m ' 

111. Dimensiones del cilindro 

932. Hallar la altura de un cilindro cuyo volumen es de 2,7 m3 y base 
3,25 m 2

• 

De la fórmula: v = B x h. resulta h ~ .Y. 
B 

h ~~ ~ 083m 
3,25 ' 

933. Un tonelero tiene que hacer una cuba cilíndri ca de 1,4 m de pro
fundidad. ¿Cuál será el diámetro, debiendo ser la capacidad de 11 hl? (:7 = 22 /7). 

11 hI equivalen a 1,1 m 3
. 

Vol. cilindro: 22 X ,2 X 1 4 = 1 1 
7 " 

Diámetro: 2r ~ 2 J 1,1 X 7 ~ 2 X l ~ 1 m 
1,4 X 22 2 

934. ¿Cuál es el área de la base de un cilindro cuyo volumen es de 248 dm3 

y su altura 1,2 m? 

Tenemos: B X 12 ~ 248 dm' 

B ~ 248 ~ 20 67 drn' 
12 ' 
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935. ¿Cuál es el radio. de la base de un depósito ci línd rico de 5000 hl 
de capacidad y cuya profundidad es de S m ? 

5000 hl equivalell a 500 m :! 

Tenemos: v = :rrh 

de donde : Iv _ / 500 ~ 5 642 m 
V---;;h-Y3,1416 X 5 ' 

936. De un depósito cilíndrico cuyo diámetro es de 8,4 m sa len 7,7 litros 
de agua por segundo. ¿Cuánto habrá baj ado el nivel del agua al cabo de 3 /+ de 
hora? (e< ~ 22/7). 

Tres cuartos de hora son 45 X 60 = 2700 segundos. 
Volllmen del agua salida : 7,7 X 2700 litros. 

Area hase depósito: (
84)' X 22 ~ 42' X 22 dm' 
2 7 7 

El nrvel bajará.- h ~ 7,7 X 2700 X 7 ~ 3 75 dm 
422 X 22 ' 

937. H allar la altura de un cil indro cuya base tiene 84 m 2 si esta altura 
es la mitad del diámetro. 

De la fórmula :Ty2 = A resulta.-

~4 r ~ h ~ - -- ~ 5 17 m 
3, 141 6 ' 

938. Una p laca circular de hie rro co lado que sirve para cerrar el registro 
de una alcantarilla tiene 4 cm de espesor. ¿Cuál será el d iámetro, si pesa 394,052 kg, 
teniendo presen te que está perforada en el centro por un o rificio cuadrado de 
2 cm de lado? D ensidad , 7,9; :r = 22 /7. 

Volumen del orificio : 
que pp~aráll: 

Peso de la placa sin Orificio : 
que rep,·esentall 1111 'l:olwl/en de: 

2 X 2 X 4 = 16 cm" 
7,9 X 16 ~ 126,4 g 

394,052 -'- 0,1264 ~ 394,1784 kg 
394, 1784: 7,9 ~ 49,896 dm' 

de donde r _ Iv - Y-;h 

Diámetro: 2r ~ 2 J +9,896 Á 7 
22 x 0,4 

12,6 dm 

939. Vna troje de forma cilínd ri ca contiene 1200 hl de t rigo. ;A que 
altura subirá el trigo de la troje si ésta t iene 8 m de diámetro? 

Alwra: h ~ -"---- ~ 120 ~ 2,387 m 
:rr2 3,1416 X 42 
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940, En un cilindro de 1 m :! de volumen el diámetro es doble de la altura : 
1. o ¿Cuál es el diámetro? 
2 .° ¿Cuál la altura? 
3.° ¿Cuál el área total? 
Llamemos r al radio, 2r al diámetro y r a la aftura. 

1.0 Vol. cilindro: =rr~ X r = :rr = 1 

D;ómelro: 2r ~ 2 ~ 1 ~ ° 68 X 2 ~ 1 36 m 
3,1416 ' , 

• 2.° ALtura: h = r = 0,68 m 

• 3.0 Area total: AT = 2=rr X r + 2:-rr2 = 4:-rr~ 
AT ~ 4 x 3,1416 X 0,68' ~ 5,8107 m ' 

941. Un cilindro cuya altura es igual al diámetro tiene de área total 1 m 2 • 

1 .° ¿Cuál es su altura? 
2.° ¿Cuál su volumen ? 
S ea r eL radio y 2r la altura. 

Area total: 

de donde: 

Altura : 

Volumen: 

AT = 2:-r7 (7 + 27) = 6:rr = 1 m~ 

r ~ / 1 ~ 0,23033 ID 
V\1416 X 6 

h ~ 2, ~ 0,23033 X 2 ~ 0,46066 m 

v = :Tr2 X 2r = 2;[,-3 = 1 x ..L = 0,076678 m :! 
3 

942, El agua contenida en un vaso ci líndrico de 35 cm de d iámetro y de 
m de altu ra ha de en vasarse en otro también cilíndrico y de 80 cm de diámetro. 

¿Hasta qué altura subirá el nivel del agua? 

Vol. agua 1 . ~ r vaso = Vol. agua 2.° ,¿'aso 

, X (0,;5) X 1 = ~ X (On' X x 

x = 0,35' : 0,8' = 0,1225 ~ 0191 ID. 

4 4 0,64 ' 
943. H allar el volumen de un cilindro c uya área total es de 62 ,8 cm2

, 

s iendo la suma del radio y la altura S cm. Calcular el área lateral y la de la base 
(" ~ 3, 14). 

Area total: 
Tendremos, pues: 

de donde R 

Volumen: 
ATea lateral: 

Area de la base .-

AT ~ hR(R + h) 
62,8 ~ 2 X 3, 14R X 5 ~ 31,4R 

62,8 = 2 cm 
31,4 J' 

v = =rR 2J¡ = 3,14 X 4 X 3 = 37,68 cm:! 
AL ~ 3,14 X 2 X 2 X 3 = 37,68 cm' 

B = 62 ,8 - 37,68 ~ 12,56 cm' 
2 
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944. L as medidas efect ivas de capacidad u sadas en el comercio por mayor 
son cil indros cuya profund idad es igual al d iámetro. ¿Cuál es el diámetro de 
las m ed id as sigu ientes: 

1.0 Del hectoli; ro. 3.° D el dob le decali tro 
D el decalitro. 2 .° D el medio hectolit ro. 4 .° 

5 .° D el m edio deca litro . 

v = :rr X 2r = 2:rr3 de donde 

.. l.O Hectolitro: 2r ~ 2 , ---'-ºº-- ~ 2 5 1 
6,2832 ' 

X 2 ~ 5,02 dtn 

.. 2.° Nledio h/ : 2r ~ 2 1 50 ~ 1,99 X 2 ~ 3,98 d tn 
6,2832 

.. 3.° Doble dal: 2r ~ 2 1 20 ~ 1 47 
6,2832 ' 

x 2 ~ 2,94 d tn 

.. 4." Decalitro: 2r ~ 2 1 10 ~ 1,16 x 2 = 2,32 dm . 
6,2832 

.. 5.° J1edio dal: 2r ~ 2 1 6,;832 ~ 0,92 x 2 ~ 1,84 dtn 

945. ¿Cuál es el área tota l de una cisterna cilínd ri ca de 1200 m" 
men, cuya altura es igual al di ámet ro? 

V ~ :n' X 2r = 2:.,,·3 = 1200 m3 

de donde r = :1 1200 ~ 5 758 
2 x 3,1 416 ' m 

El área interiOl" se compone del área la teral más el área de la base . 

A = 2:-rr X 2r + :rr~ = S;¡ r2 

A ~ 5 X 3,1416 X 5,758' ~ 520,7919 tn' 

IV. Aplicaciones 

de volu-

946. H allar el peso de un tubo de p lomo de 2,5 m de la rgo , t 8 cm de 
diámetro interior y cuyo espesor tiene 8 mm. Densidad del plomo: 11 ,4 . 

La base del tubo es m IO corona. 
Vollimen de/tubo: V = :r (R2 

- r2
) h 

Peso del tubo: P = :r (R2 
- r) h X d 

p ~ 3,1416 (0,98' - 0 ,9' ) x 2; x 11,4 ~ 134,662 kg 

947. ¿A cuántos kilogramos equi vale la pres ión del ag ua en el fondo de 
una cisterna cilínd rica de 5,? 5 m de di ám etro , s i el agua llega a u na altura de 
3,4 m? 
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Presión es la fuerza por cada unidad de supelJicie: 

., Peso 
preSfOll = 

Superficie 
v x p específico = h x peso esp . 

S 

pre s ión = 34 dm x 1 ~ 34 kg /d lD' 

948. Se ha cavado un pozo de forma cilíndrica de 12,8 m de profundidad 
por 1,9 m de diámetro. ¿Cuál es su volumen? Tómese -:r = 3,í+. Se construye 
después en esa excavación una pared de mampostería alrededor y ve rt icalmente. 
Conclu ida la obra, el pozo cilíndrico tiene 1,5 ro de diámetro . ¿A cuánto as
ciende el gasto total si se han dado 160 pts por metro cúbico de t ierra extraída 
y 500 pts por metro cúbico de mampostería? 

Volumen del pozo: 
Coste de/ 1..JOciado: 
Volumen de la cantería : 
Coste de la cantería : 
Im porte total : 

0,95' x 3,14 x 12,80 ~ 36 ,27328 m' 
160 X 36,27328 5803,70 pts 

3,14 x 12,80 X (0,95' - 0,75') ~ 13,665 28 m' 
500 X 13,665 28 ~ 6832,60 pts 

5803, 70 ~ 6832,60 ~ 12 636,30 pts 

949. U n cilindro lleno de un líqu ido cuya densidad es 0 ,9 15 tiene 25 cm 
de altu ra interior y 20 cm de diámetro interior. Hallar ei peso total si el vaso 
tiene 1 mm de espesor. Densidad del rec ipiente 4,4. 

Peso del líquido: -:r x F- x 2,5 x 0,9 15 = 2,2875 
Volumen de la em.:oltuYCl: :r (1 ,OF - F) x 2,5 = 0.05025 
Volumen de/fondo del 'vaso: :r X 1,OP X 0,01 = 0,010201 

:r kg 
:r dml 

:r dm:: 

Volumen total: 
Peso del vaso: 
Peso total : 

0,060451 :r dm3 

0,060451.0 X 4,4 = 0,2659844 , kg 
, (2,2875 + 0,2659844) ~ 8,022 kg 

950. La altura interior de un vaso de cinc de 1 litro de capacidad y de 
forma cilíndrica es el duplo del d iám etro y su espesor es de 5 mm. H allar su 
peso. Densidad del cinc 7,19. 

Radio interior del vaso: r = ,J 4 x ; ,1 416 = 0,43 dm 

Altura interior del 'L'aso: 0,43 x 4 = 1,72 dm 
R adio exterior dei 'vaso : 0,43 - 0,05 = 0,48 dm 
Volumell de la envoltllra: :< (0,48~ - 0,4Y) X 1.72 = 0,07826 :r 

Volumen delJoudo del vaso : :r X 0,482 X 0,05 = 0,0 11 52 :7 

Peso del vaso: ,(0,07826 + 0,01152) X 7,19 = 2,02796 kg 

951. En un tubo cilíndrico de 10 cm d e d iámetro interior se vierten 
4 ,04481 kg de leche cuya densidad es 1,03 . ¿Qué altura alcanza el líqu ido? 

V ~ ~ ~ 4,04481 ~ 3 927 dr 
D 1,03 ' 

Altum : h ~ ~ ~ 1,927 ~ 5 dm 
:< r2 0,7854 
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952. Se ha cavado un pozo cilíndrico que tiene 2 m de d iámetro y 1,5 m 
de profundidad. Al remover la tierra ha aumen tado 2f3 de \"oJumen. ¿Cuántos 
volquetes de 0,75 m 3 de cabida se necesitan para transportar la t ierra? 

Volumen del pozo: 3,1416 X P X 1,50 = 4,7124 m 3 

Volu men de la tierra.- 4 ,7124 X 5 ~ 7,854 m' 
3 

Volquetes que se necesitan: 7,854 : 0,75 = 11 por exceso 

953. La densidad del vapor de agua es los Sf8 de la dens idad del aire y 
litro de aire pesa 1,293 g ramos en París. Hallar el peso del \"apor contenido 

en el cil indro de una ca ldera que tiene 50 cm de diámetro y 80 cm de la rgo. 

Volumen del cilindro.' V = (; r X 3,1416 X 8 

Peso del vapore P ~ 157 ,08 X 1,293 X ~ 

157,08 dm3 

126,94 g 

954. Tres piezas cilíndricas de d istintas clases de madera miden 4,6 m 
de largo por 34 cm de diámetro, y tienen, respectivamente, po r densidad , 0,75, 
0 ,56 Y 0 ,69. Calcular su peso total. 

Vol. de cada pieza: V = ( 3;/ ) ~ X 3,1416 X 46 = 417,644 dm l 

Peso 1.a pieza: 
Peso 2. a pieza: 
Peso 3.3 pieza: 

Peso total: 

4 17,644 X 0,75 ~ 313,23 kg 
41 7,644 X 0,56 ~ 233,88 kg 
417,644 X 0,69 ~ 288,174 kg 

835,284 kg 

955. Un cilindro de hierro colado t iene 1,4 m de largo y 86 mm de diá
m etro. D espués de p asado por el torno el diámetro disminuye 3, 5 mm. Hallar 
el peso que se ha disminuido. Densidad del hierro co lado: 7 ,25. 

Diámetro primitivo: 0,86 dm. 
Diámetro después de pasado por el tomo: 0,86 - 0,035 = 0,825 dm. 
Peso del hierro colado que se ha disminuido: 

P ~ 3,1416 X [( 0,~6 y - ( O,~25 YJ X 14 X 7,25 ~ 4,7013 kg 

956. Un rollo cilíndrico de madera t iene 0 ,25 m de radio y 2,2 m de largo 
y pesa 275 kg. ¿Cuál es la densidad de la madera con que está hecho ? 

Vol. del '0110 ' V ~ 3,1416 x 2,5' X 22 ~ 431,97 dm' 
Dens;dad: 275: 43 1,97 ~ 0,637 

957. U n depósito de cinc de forma ci lí ndrica tiene 1,5 m de rad io . Ver
tiendo en él 20 m l de agua se nota que se pierde por un orificio que está a 2,15 m 
de la base , q ue es imposible tapar. ¿Cuántos hectolitros de agua se han derra
mado y a qué altura habría subido si no hubiera sido por el orific io? 



Vol. del agua conservada: 
Agua perdida: 

Altura sin el orificio: 

APLICACIONES 

3,1416 X 1,5' X 2, 15 ~ 15,19749 m' 
20 - 15, 19749 ~ 4,80251 m ' 

~ 48,0251 hl 
20,3,1416 X 1,5' ~ 2,83 n> 

36 1 

958. U na cuba cilíndrica de 1 m de diámetro pesa 45 350 g. D espués 
de puesta en un estanque, se envasan en ella 151 litros de agua. ¿Cuántos centí
metros se hundirá? 

SeglÍn el principio de Arquímedes, la cuba desalojará /In peso de aglla igual 
a S1I peso total, o sea 

45 ,35 + 151 ~ 196,35 kg 

Este peso representa 1lI1 volumen de 196,35 dm3
. 

De lo fórmula V = :rr2h, resulta: 

h ~ --:-:-,1;ó9",6,,,,3,,-5 =--
3,1 416 X 52 

2,5 dm ~ 25 en> 

959. Un cilindro de corcho tiene 40 cm de altura y 60 cm de diámetro. 
H allar su peso, sabiendo que la densidad del corcho es 1 4 de la del agua. ¿Qué 
peso será necesario ponerle encima para que se hunda por completo en el agua? 

• 1. oVal. del cilindro: 

Peso del corcho : 

v ~ 3, 1416 X (~ r X 4 ~ 11 3,097 dm' 

P ~ -11.3,097 ~ 28274 kg 
4 ' 

• 2 .0 Hay que añadir: 11 3,097 - 28,274 ~ 84,823 kg 

960. Hallar el valor de un cilindro macizo de latón de 38 cm de largo 
y 9 cm de diámetro, a razón de 36 pts el kg. Densidad del latón: 8,75. 

Vol. del cilindro: 

Peso del latón : 
Valor del latón: 

v ~ 3,1416 X ~ X 38 ~ 2 41 7,46 12 cm' 

p ~ 8,750 X 2417,4612 ~ 21 152 ,785 5 g 
36 X 21 ,1527855 ~ 761 ,50 pIs 

961. U na placa circular de hierro colado de 1,2 m de diámetro y 0,05 m 
de espesor tiene en el medio un hueco cuadrado de 12 cm de lado. ¿Cuánto 
pesa rá esta placa, teniendo presente que la densidad de esa fundición es 7, 2? 
Tómese .7 = 3, 14. 

Area de la placa: 
Volumen: 
Peso: 

3, 14 X 62 
- 1,22 = 111 ,6 dm2 

I JI ,6 X 0,5 ~ 55,8 dm' 
p ~ 55,8 X 7,2 ~ 401,76 kg 

962. U na probeta cilíndrica de 3,5 dm de diámetro está llena de agu a 
hasta 14 cm de altura; introduciendo en ella una piedra sube el nivel hasta 2,04 dm. 
¿Cuál es el volumen de la piedra? T ómese .7 = 3,14. 

Diferencia delni'L'el: 20,4 14 = 6,4 cm 
Vol. piedra: V = 3,14 >.. 17,52 X 6,4 = 6154,4 cm3 
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963 . Calcular el peso de la leche contenida en un '"aso cilíndrico que 
tiene 40 cm de diámetro interior y 50 cm de alto. Densidad de la I ~che: 1,03 . 

Volumen de la leche: v ~ 3,1416 x (;)' x 5 ~ 62,83 2 dm' 

Peso de la leche: p ~ 1,03 X 62.832 ~ 64,417 kg 

%4. ¿Cuánto se pagará por labrar un ci lindro de asperón que tiene 66 cm 
de diámetro y 2,4 m de largo, a 75 ptS el m!? 

Area loteral del cilindro: AL = 0,66 X 3, 141 6 x 2,4 
Importe: 75 X 0,66 X 3,1416 X 2,4 = 373,22 pts 

965 . Un tronco de roble de 5,75 m de largo y 76 cm de diámetro vale 
850 pts. ¿Cuál es el p"ecio del met<ü cúbico? 

Volllmen del tronco: V = (0,76 ) ~ X 3 1416 X 575 2 . , 

Precio del metro cúbico: 850 - 3258 ots 
0,38' X 3,1416 X 5,75 - '.' 

966. Una columna cilíndrica de madera de 5 m de altura y 25 cm de diá
me tro ha de cubrirse con una chapa de hierro batido de 2 mm de espesor C U YO 

precio es de 500 pts el quintaL ¿Cuánto costará este trabajo, si se pagaTl 50 pts 
por la hechura? D ensidad del hierro: 7,80. 

R adio interior del hierro batido: 2,5: 2 = 1,25 dm 
R adio exterior: 1,25 ..J.. 0,02 = '1,27 dm 
Volumen del hierro batido: 0,272 

- 1,252
) X 3,1416 y 50 dml 

Importe del hierro batido : 

(1 ,27' - 1,25') X 3,1416 X 50 X 7,8 X ~~ ~ 308,75 pts 

Valor tota l: 308,75 - 50 ~ 358,75 pIs 

96i . ¿Cuál será el precio de la cal necesaria para blanquear ur!a torre 
de 6,8 m de diámetro y 25 m de altu ra? Sábese que con 1 hl de cal que vale 34 pts 
se pueden blanquear 1 ° m 2

• 

Area laleral de la torre: AL = 3,1416 X 6.8 X 25 m2 

Cal empleada: 3,1416 X 6,8 X 2S hl 
\O 

Precio de la cal: ·3,1416 X 6,8 X 25 X 34 ~ 1815,84 p Is . 
10 

968. En la catt'"dral de Córdoba hay unas 1000 columnas de 0 ,4 m de diá
metro y 4 ro de altura. ¿Cuál es el volumen de cada columna y cuál el volumen 
total? 

Vol. de lino colun/na: ( 024 )' X 3,1416 X 4 ~ 0,502656 m ' 

Vol. de las 1000 columnas: 0,502656 X 1000 ~ 502,656 m ' 
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969. U na caldera de vapor, formada por un cilindro de 5,8 m de largo 
por 0 ,9 m de d iámetro, está colocada de tal sue rte que la superficie caldeada 
forma un sector de 130°. ¿Qué área está caldeada ? 

Area caldeada: ~ X 0 ,9 X 5,8 X 130 ~ 5922 m ' 
360 ' 

970. ¿Cuanto se pagará por cavar un pozo de 15 m de profund idad y 
2,3 m de diámetro, sabiendo que hasta 3 m de profundidad se paga n 8 pts por m 3 

y desde 3 hasta 6 m se pagan 3 pts más por met ro cubico, y así sucesivamente? 

Vol. pozo de 3 m, V ~ ( 2:} r X 3,1416 X 3 ~ 12,464 298 m' 

Gasto 1.a serie de 3 m: 12,464298 X 8 
V 12,464 298 X (8 + 3) 
3.' 12,464298 X (11 -'- 3) 
4.' 12,464298 x (14 + 3) 
S.' 12,464 298 x (17 + 3) 

Impor te: 12,464298(8 + 11 + 14 + 17 + 20) ~ 872,50 pts. 

971. U na chapa rectangular de hierro batido que tiene 1,75 m por 80 cm 
se enrolla en forma de rubo a lo largo o a lo ancho. H allar el d iámetro y el vo lu
men en ambos casos, y el peso del rubo, si el metro cuadrado de hierro batido 
p esa 8,25 kg; hrdlar también el precio del tu bo, si el medio kilo de hierro batido 
vale 6,5 pts. 

Diámetro en el1.e• caso: 17,5, 3,141 6 ~ 5,57 dm 
Diáme.tro en el 2.° caso: 8 ,3,1416 ~ 2,54 Gm 

Vol. en el 1.er caso: 

Vol. en el 2.0 caso : 

Peso del tubo: 
Precio del tubo: 

VI = -' - x (
5 57 ) ' 

2 
3,1416 X 8 ~ 194,955 dm' 

V, ~ C,g4), x 3,1416 x 17,5 ~ 88,796dm' 

p ~ 1,75 x 0,8 x 8,25 ~ 11,55 kg 
6,5 x 11,55 x 2 ~ 150,15 pis 

9i2. ¿Cuál es el áTea total de un cilindro que t iene 1 m de altura y de 
diámetro? ¿Cuál ' seTía el lado de un cubo de igual áTea? 

Area totai ciHndro: 
o sea 

Po;' hipótesis: 
Lado del cubo: 

AT = 2:77 (h +- r) = 2:11" (2, + r) = 6:Tr~ 
AT ~ 6 X 3,1416 X 0,5' ~ 4,7124 m' 

60' ~ 47124 m' 

z = v'4,7!24 , 6 ~ 0:8862 m 

9i3. Se qu iere agotar un pozo de 8,6 m de profundidad POT 2 m de diá
metro con una bomba que saca 10 litros cada 2 m inutos. ¿Cuánto t iempo se 
n ecesitará para agotarlo? 

Vol. de! pozo: V = :r )( 1er X 86 = 27017,76 dm3 

Tiempo preciso: 27 017,76 

10 X 60 
2 

90h3rn33s 
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974. ¿Cuál es el volumen de una bóveda semicilíndrica que tiene 6 m 
de largo y 5,8 m de diámetro interior, siendo de 86 cm el espesor de la obra? 
¿Cuánto costará la construcción de esta bóveda a razón de 200 pts el metro cúbico? 

El volumen de la bóveda es igual al 'volumen de 1m medio cilindro de 

( 528 + 0,86) de radio, menos otro medio cilindro de 528 de radio. 

V = " x 3,76' x 6 _ " x 2,9' x 6 = h (3,76' _ 2,9' ) = 53,981 m' 
2 2 

Im.porte de la construcción: 200 X 53,981 = 10796,25 pts. 

975. Un cilindro de 1 m de diámetro está circunscri to a un cubo. ¿Cuál 
es la diferencia de volúmenes entre los dos sólidos? 

La arista del Clibo, como también la altura del cilindro, es igual al lado del 
cuadrado inscrito en la base. 

Arista del cubo: a = r-Ji 
Vol. del cilindro: VI :77

2 
X r -/2 = :7r ..ji 

Vol. del cubo, V, (r -./2)' = 2,' -J2 
Diferencia de volúmenes: VI - V~ = ,3.J2 (;r - 2) 

VI - V2 = 53 X 1,4142 X 1,1416 = 201,806dtn3 

976. Un depósito ci rcular tiene 5,4 m de diámetro y 1,4 m de profun
didad. ¿En cuánto tiempo lo llenará un grifo que da 0,4 litros por segundo? 

Tiempo: 71. X 27
2 

X 14 = 22 h 15 m 58 s 
0,4 x 60 x 60 

977. Se quiere forrar completamente, con bramante de 2 mm de diáme
tro, la superficie lateral de un cilindro de 80 cm de diámetro y 1,2 m de largo. 
¿Cuántos metros de bramante serán menester? 

" x 0,8 x 1,2 = 1507968 m 
0,002 ' 

978. ¿Qué cantidad de agua sacará en cada movimiento del émbolo una 
bomba cuyo tubo tiene 16 cm de diámetro, s iendo de 46 cm la altura debajo 
del émbolo? 

Vol. del cuerpo de bomba: V = 3,1416 x O .8~ X 4 ,6 = 9,25 litros 

979. U n rectángulo de 4ü cm de largo por 5 cm de ancho g ira tanto alre
dedor de su lado mayor como al de su lado menor. Hallar el volumen y el área 
tota l engendrados cada vez. 

Alrededor del lado mayor: 
V ~ 3,1416 x 5' x 40 

AT = hr (h + r) = 2 x 3,1416 x 5 (40 + 5) 
Alrededor del lado menor: 

3 141,6 CDl3 

1413,72 cm' 

V = 3,1416 x 40' x 5 = 25132,8 cm' 
AT = 2" (h + r) = 2 x 3,1416 x 40 (5 + 40) = 11309,76 cm' 
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980. ¿Cuántos ladrillos se necesitarán para revestir un pozo de 3,45 m 
de profundidad y de 1,1 m de diámet ro, si los ladrillos t ienen 12 cm de ancho 
y 6 cm de alto (contando las juntu ras)? L a longitud del lad rillo rep resenta el 
espesor de la pared. 

Número de ladrillos: ~ x 1,1 X 3,45 ~ 165588 es decir, 1656 
0,12 x 0,06 ' 

981. U n cubo cuya arista tiene 1 m está circunscrito a un cil indro. H allar 
la d iferencia de vo lúmenes en t re los dos sól idos. 

Volllmel1 del clIbo: VI = P = 1 m 3 

R adio del cilindro: 0,5 m 
Volumen del cilindro : V~ = .1 X 0,52 X 1 = 0,785 4 m3 

D ife rencia: V I - V2 = 1 - 0,7854 = 0,2146 m 3 

982. Se corta a escuad ra un cilindro ' de madera que mide 5 m de largo 
y 60 cm de diámetro. H allar: 

1.° E l vo lumen de la m ade ra cortada. 
2.° El área total de los cuatro segmentos. 

Lado del cuadrado inscrito : r v2 = 3 .J2 dm 
• 1.0 Vo/umell: V ~ [ .., 3' - (3.fin x 5 ~ 513,72 dm' 
• 2.0 Area total: A = :r X 32 

- 2 X 32 = 10,2744 dm2 

983. Si se neces ita 1 cm3 de oro para dorar la superficie latera l de un 
cilindro de 75 cm de altu ra y 20 cm de rad io, ¿c.uál será el espesor de la capa 
de oro, que suponemos uni forme en todo el cilind ro? 

Sea x cm el espesor de la capa de oro: 

de donde: 
Espesor: 

1 ~ .., [(20 + xl' - 20'] x 75 
X2 + 40x - 1/75:r = O 

x ~ 0,0010609 IIlrn 

984. Dos hojas rectangulares de cinc tienen am bas 1,6 m por 60 cm . Se 
enrolla la pr imera a lo largo, ajustando los bordes, y la segunda de l m ismo modo, 
pero a lo an cho. H allar la dife rencia de capacidad de los cilind ros resu ltan tes . 

Empleamos la fórmula del área del círculo en función de la circunferencia ." 

Diferencia: 16' x 6 _ 6' x 16 ~ 240 ~ 76 39 drn' 
4:7 4 n 7l • 

985. Un tubo metáli co t iene 1,5 m de largo, 40 cm de diámetro exterior 
y pesa 700,969 kg. H allar el espesor de sus pa redes, si la densidad del metal 
es de 7,7. 

T omemos por unidad el decímetro, llamemos x al radio inte';or. 

7,7 
15 x 3, 141 6 (2' - x') 

de donde: 22 - r 700,969 14 700,969 
7,7 x 15:t: x = \j - 7,7 X 15:1 

1,437 

Espesor: 2 - 1,437 ~ 0,562 drn 
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986. Calcular el volumen de la mampostería de un depósito el íptico cuyo 
eje mayor tiene interiormente 5,8 m. el eje menor 4,9 m y cuya profund idad 
es d e 85 cm; el esp esor de las paredes es de 38 cm y el del fondo de 20 cm. 

Area de la elipse: A = :lob 

Semiejes extem os.- la ~ 528 + 0,38 ~ 3,28 m 

b ~ \9 + 0,38 ~ 2,8J m 

~ (3,28 X 2,83 - 2,9 X 2,45) 0,85 Vol. envoltura: VI 
Vol. fon do: V, 

Volumen total: 

~ X 3,28 X 2,83 X 0,2 
5,814370 m:r 
5,832317 m ' 

v = 11,646 687 rn3 

987. ¿Cuál es la cap acidad de una bañera de 1 m de altura y de base elíp
t ica cuyos ejes t ienen 1,85 m y 64 cm ? 

Capacidad: v ~ n C8,5 : 6,4 ) X 10 ~ 929,91 litros 

988. A u n cilindro de 1 m de alto y 35 cm de diámet ro se le quita un sector 
cuyo ángulo central tiene 140°. H allar el volumen de este sector y su área total. 

• 1.0 Vol. sector cilíndrico:. v = Jt X 35
2 

X 1 X 140 = 37415583 cm3 
4 X 360 ' 

• 2.0 El área total se comp Ofle de 2 sectores de circulares de 140°, de 2 rectan
gulos de t m por 0,1 75 m y del área lateral cili,ldrica correspmldiente al arco de 1400. 

Area sectores circulares: 

A rea rectángulos.' 

A rea la teral cilíndrica: 

Area total pedida: 

(
35) ' A l = :1: X 2 X 140 X 2 ~ 748,31 

360 

A, ~ 100 X 17,5 X 2 ~ 3500 

cm ' 

cm ' 

A , ~ " X 35 X 100 X 140 ~ 4276,06 cm' 
360 

A ~ 8524,37 cm' 

989. A un ci lindro de 1 m de largo y 30 cm de diámetro se le qu ita un 
prisma t riangu lar cuya base es el t riángu lo equilátero inscrito. Hallar el volumen 
de este prisma y el de la parte restante. 

• -1.0 Vol. p risma: 

V ~ (r 0)' 0 
4 

x h~ 3 X 1,5' 0 X 10 ~ 2292275 dm' 
4 ' 

• 2.0 Vol . restante: V = JI: X 1,52 
- 3 X 1 ... 5

2 ..ji) X 10 = 41,458 dtn3 

990. En un cilindro de 1,5 m de largo y 40 cm de diámetro se inscribe 
un prisma exagonal regular. Hallar el volumen de la parte restante del cilindro . 
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Vol. restante: V = [:r X 22 - 3 X ;2 y'JJ X 15 = 32,616 dm3 

991. Un a bóveda semicilíndrica de 5 m de largo tiene su diámetro In

terior de 2 ,05 m y el exterior de 2,62 m. H allar el volumen de la mampostería. 

v ~ ~ (2,62' - ~) x ~ ~ 522664 ro' 
4 4 2 ' 

992. U n a bóveda tiene 7,4 m de largo y 42 cm de espesor; su arco interior 
pertenece a una circunferencia de 4,3 m de radio y corresponde a un ángulo 
central de 135°. H allar el volumen de la mampostería de esta bóveda. 

v ~ ,,(4,72' - 4,3') X 7,4 X ~~~ ~ 33,027043 ro' 

V. Area del cono 

993. H állese la fó rmula del área total del cono de revolución en función 
del radio y la generatriz (fig. 516). 

Sabiend() que OA = r, VA = 1, tenemos que eL área de la base será :-rr, y 
."T rI eL área LateraL. 

S umando: AT = :Tr + :Tri = :u(r + 1) (1 ) 

994. H állese la fó rmula del área lateral del cono de 
revolución en función del rad io y la altura. 

Area Lateral: AL = :Tri 

pero 1 ~ VVO' + OA' ~ ~ 
AL ~ " r va' + r ' 

995. H á llese la fórmu la del área total del cone de 
revo lución en función del radio y la altura. 

Ell la fórmula (1), sustituyamos l por ..j a2 + r2 , JI 
resultará: 

AT = :Tr (r + va2 + r 2
) 

v 

'---'---lA 

Fig. 516 

996. H állese la fórmu la del área lateral del cono de revolución en función 
de la altura y la ge"neratriz. 

Area lateral: 
pero 

AL ~ ",[ 
r ~ Vr- - a' 

AL ~ ,,1 VI' - a' 

997. H állese la fórmu la del área total del cono de revolución en función 
de la generatriz 1 y la altura h. 
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Area lolal: AT = :-rr (r --L l) 

AT ~ " VI" - h' (1 - VI' - h') ~ ,, (1 VI' - h ' + l' - h ' ) 

998. ¿Cuál es el área lateral de un cono recto cuya generatriz tiene 4 ,5 m 
y la circunferencia de la base 6,25 m ? 

AL ~ 4,5 X 6,25 ~ 140625 m ' 
2 ' 

999. ¿Cuál es el área lateral de un cono recto cuya generatriz es de 3,75 m 
)' el radio de su base de 1,89? Calcular el área total del mismo . 

AL ~ 3,1416 X 1,89 X 3,75 ~ 22,2661 m ' 
AT ~ 3,1416 X 1,89(1,89 ~ 3,75) ~ 33,488 m ' 

1.000. ¿Cuál es el área lateral de un cono recto cuya altura es de 3,25 m 
y el radio de 1,25 m? Calcular el área tota l del mismo. 

AL ~ 3, 1416 / 1,25 A V3,25' ! 1,25' 13,643814 m ' 
AT = 3, 1416 x 1,25 (1,25 + V3,25' + 1,25' ) ~ 18,5525 m ' 

1.001. ¿Cuál es el área lateral de un cono recto que tiene 2,08 m de altura 
y 1,04 m de rad io? 

SeglÍfllI. o 994 AL = :-rr V a2 + r = :; X 1 ,04 V 2,08z + I,Or = 7,53 m ? 

1.002. ¿Cuál es el área total de un cono cuya altura sea de 10 m y la cir
cunferencia de la base de 314 dm? (:r = 3,14). 

2:rr = 31,4 m 

Area total (n.o 995): 

r = 31.4 = Sm 
h 

AT = "r (r + Va' + r') ~ " X 5 (5 + V 100 + 25) = 25" (1 + .J5) ~ 254,03 m ' 

1.003. U n cono recto cortado por un plano que pasa por el eje tiene por 
secc ión un triángulo rectángulo cuya hipotenusa es de 1,8 m. ¿Cuál es el área 
lateral del cono? 

La altura es igual al radio 1.8 : 2 = 0,9 m 

AL ~ "rl ~ " X 0,9 X V O,9' + 0,9' ~ 3,598734 m ' 

1.004. ¿Cuál es el área total de un cono recto que t iene 3,69 m de altura 
y 4,95 de generatriz? 

AT ~ "r (1 + r) r ~ V 4,95' - 3,69' ~ 3,299 m 
AT ~ 3,1416 X 3,299 (4,95 + 3,299) ~ 85,4938 m ' 

1.005. Se construye un cono con un sector c ircular correspondiente a 
un cí rculo de 14 cm de rad io y 63° de medida angular. Averígüese el área lateral 
y la de la base de dicho cono. Tómese :r = 22/7. 
• 1.0 El área lateral será la misma que la del sector ; por lal1lo: 

AL = 14' X 22 X 63 ~ 107,80 cm' 
7 X 360 
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• 2.0 El área de la base será la de IlII círwlo cuya circunferencia sea la lon -
gitud del arco del sector dado. 

Area del círculo: A ~ C' ~ 15,4' X 7 18,865 m ' 
h 4 X 22 

1.006. ¿Cuál es el área lateral de un cono recto que tiene 5,25 m de altu ra 
y 4,62 m la ci rcunferen cia de la base? 

R adio: r = 4,62 = 1..d! 
2:"1 :"1 

Aplica lldo la fórmula del nlÍm. 994, tendremos: 

AL ~ " X 2,~ 1 0 5,25' + e,~ I )' ~ 12,2457111' 

1.007. ¿Cuál es el área lateral de un cono recto cuyo rad io de la base tiene 
1,4 m y cuya generatriz es los 5/4 de la circunferencia d e la base? 

Circunferencia de la base: 2:7 X 1,4. 

Genera tri:: ." 2J'l x 1,4 X 5 
4 

AL = :rrl = Jl' 1.4· 271 . 1,4' 5 
4 

3,1416" 1,4" 5 ~ 48,363 111' 
2 

1.008. ¿Cuál es el área latera l de un cono recto cuya generatr iz tiene 3 m , 
siendo el diámetro de la base el doble de la altura? 

Diámetro: 2r = 211, de donde r = 11 

f ~ h' + r' ~ 2,., ~ 9; r ~ 

AL ~ 3,1416 X 3 X 3 f ~ 19,98 m ' 

1.009. ¿Cuánto pesa el tejado de cinc de una torreci lla cuyo remate es 
un cono de 3 m de lado y 2,7 m de diámetro? Se sabe que la hoja de cinc tiene 
1 mm de espesor y que su densidad es de 6,86. 

Area: AL ~ 3,1416 X \3,5 X 30 dm' 
Volumen: V ~ 3, 1416 X 13,5 X 30 X 0,01 dm' 
Peso: p ~ 3,1416 X 13,5 X 30 X 0,01 X 6,86 ~ 87,283 kg 

1.010. ¿Cuál será el ángulo que tiene el sector formado por el desarrollo 
del área lateral de un cono de revolución de 4 m de circunferencia y 5 m de 
generatriz o lado? 

El desarrollo de un calla de revolución es Lal seclor circular cuyo radio es la 
genera Ir;::;;, y la circunferencia es igual al arco. 

L ongitud del arco: 

de donde: 

;;r x 5 X 1/ 

180 

n ~ -,1",80,,°c-'-x,--,4 
5n 

~ 4 

450 50' 11" 
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1.011. Const rú yase un cono de revolución tal que el diámetro 2r = 6 cm 
y que el área lateral sea los 513 de la base. Calcúlese además el rad io y el ángulo 
del secto r que representa el desarrollo del área lateral del mismo. 

El área lateral es :Trl y la de la base :7r 2
• 

Se tendrá, por tanto: I 5 
, 3 

de donde, radio del sector .- 1 =~ = 5 ctn 
3 

Lo IOl1f(itud del arco del sector es igual a la de la circll1~ferel1cia básica: 

:!fIn = 2 :Tr 
180 

n ~ 360, ~ 360 x 3 216. 
I 5 

VI. Volutnen del cono 

1.012. H állese la fórmula del volumen del cono en fun ción de la genera
triz y del radio. 

Vol. del cono: v = JIr
2
h pero 

3 

Sustituyendo v= :tr2~ 
3 

1.013 . H állese la fórmula del vo lumen del cono en función de la generatriz 
y de la altura: 

En el triál1gulo rectángulo VOA (fig. 517), tenemos: 

OA2 = VA2 - V02 o sea r 2 = [2 - J¡2 

V ~ n (1' - h' ) h 
3 

1.014. ¿Cuál es el volumen de un cono cuya altura es de 1.35 m y el área 
de la base de 3,4 m2 ? 

V ~ 3,4 x 1 ,35 ~ 1 S3 m ' 
3 ' 

1.015. ¿Cuál es el volumen de un cono cuya altura mide 2,1 m y e l radio 
de la base 56 cm? 

V ~ 3,1416 x 0,56' X 2,1 
3 

0,689644 m ' 
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1.016. ¿Cuál es el volumen de un cono cuya altura es de 4 m y la generatriz 
de 5 m? 

Radio de la base: 

v = 3,1416 x 9 x 4 = 37,699 m' 
3 

1.017. ¿Cuál es el volumen de un cono cuya generatriz es de 1,6 m y 
la altura de 1,02 m? 

Fórm. n.O 1.013: v = 3,1416 x (1 ,6' - 1,02') x 1,02 = 1,623151 m ' 
3 

1.018. ¿Cuál es el volumen de un cono cuya ci rcunferencia de la base 
es de 1,98 m y la altura de 1,23 m ? 

Area de la base: C' B =--
4n 

Vol. cono: v = 1l..20!. = c' x h = 1,98' x 1,23 = 0,1279 rn' 
3 l h 12 x 3, 1416 

1.019 . ¿Cuál es el volumen de un cono cuya generatriz tiene 5,25 m y el 
diámetro de la base 4,13 m? 

Fórm. núm. 1.012: V = 3,1416 x 2,065' .)5,25' - 2,065 ' = 21,55 !D' 

3 

1.020. ¿En qué proporción están los volúmenes de dos conos de una misma 
altura y cuyos diámetros respectivos tien en 56 cm y 1,12 m ? 

Llamando h a la altura, los volúmenes de los dos C01/0S serán: 

. fU"J 

luego: 

V = nh X 0,562
• 

1 3 4 ' 
v = .....!!É...- X 1,12

2 

, 3 4 

1.021. U n cono y un cilindro tienen iguales bases y alturas. ¿En qué 
proporción están sus volúmenes? 

Volumell del6.1il1·a.ró~: '.,b (.¡:).1V 1, ~ h,;i,I b. 

Volumen del cono: V, 

La relación es de 3 a 1. 

" 

m"h 
3 ~, , 

". 
1.022. U na pila de heno tiene 6' m de altura; ia'-parte inferior es un ciiindro 

que tiene 3,8 m de alto por 5 m de diámetro; el remate' es de forma ,cónica. Hállese 
el volumén de heno que contiene: ,t I TJ. 
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Vol. del cilindro: 

Vol. del cono: 

Vol. total: 

GEOMET RíA DEL ESPAC IO 

VI = :1 x 2,52 X 3,8 

V"!. = ~ X 2,52 X 6 - 3,8 
3 

V ~ 3,141 6 x 2,5' (3,8 + ~) ~ 89 012 m ' 
3 ' 

1.023. Si construimos un cono de revolución con una ca rtulina dándole 
por área lateral la de un sector de 12oo y radio R 

s E 

F¡~ . 517 

Area total: 

D (figura 517), hallar el área tota l y el volumen de 

e 

dicho cono. Aplicación: R = 27 cm, ' ~ = 3,14. 
Sea r el radio de la base del cono JI h Sil al

tura. 
La circunferencia de lo base es igl/ol al arco 

BD, esto es, igual a lo tercero porte de una cir
cunferencia de radio R. 

de donde 

2 11:'r = 2;R 
r ~ --o-'2,-,~,-,-R'-o-

2:1 x 3 

El trianglllo rectallgu!o 

R 
3 

son, dora: 

AT ~ ~r (/ I r) ~ ~. ~ (R + n ~ : nR' 

Volumen: 

Aplicación: 

V = :7r
2h = n X R2 X ~ = 2nR :

1 .J2 
3 3 9 3 81 

AT ~ : X 3,14 X 27' ~ 1017,36 cm' 

V ~ 2 X 3,14 X 27' X 1,414 ~ 2151,716 cm' 
81 

VII. Area del tronco de cono 

1.024. Hallar la fórmula del área total del tronco de cono en función de 
la gene ratriz y de los radios. 

Sean R )' r los radios, I la generatriz: 

Area de las bases: ~R' + en" ~ ~(R' + r') 
~(R + r)1 Area lateral: 

Area total: AT ~ ~(R' + r') + ~ (R + r)1 ~ ~ R' + r ' + 1 (R + r)] 
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1.025 . Hallar una fórmula para calcular el área total del tronco de cono 
en función de la altura y de los radios. 

En la fórmula anterior: AT = :T [R2 + r2 + 1 (R + r)] 

sustituyamos I por SIl valor en función de la altura y de los radios. 

{ ~ Va' + (R - r)' :---
AT ~ ,, [R' + r' + (R + rl v a' + (R - r)'j 

1.026. ¿Cuál es el área lateral de una cuba de form a t ronco-cón ica si el 
diámetro del fondo tiene 2,1 m, el de la abertura 2,3 m y la generatriz 3,84 m? 

Area lateral: AL = :Ti (R + r) 
AL ~ 3,1416 (1,05 + 1,15) x 3,84 ~ 26,5402 m' 

1.027. ¿Cuál es el área de un tronco de cono, si la generatriz es de 6 m 
y la suma de las circunferencias de las bases pa ralelas 8 ,48 m ? 

A = 8,48 X 6 = 25,44 m 2 

2 

1.028. ¿Cuántos metros cuadrados de hojalata se necesi tan para hacer 
un vaso cuya forma es la de un tronco de cono con tapa, si las dos bases tienen 
20 y 29 cm de radio y la profundidad es 12 cm? (:7 = 22(7). 

Area lateral.' AL ~ (20 + 29)V9' + 12' ~ 2310 cm' 

Area bases: AB ~ 22 (20' + 29' ) 
7 

~ 3900,3 cm' 

Area total: 6210,3 cm' 

1.029. Hallar el área interior y exterior de una chimenea q ue mide 22 m 
de altura y cuyos radios interior y exterior de la base superior tienen 30 y 40 cm 
y los de la base inferior 1 m y 1,2 m. 

A"a in'erior, 3,1416 (0,3 + 1) V 22' + 0,7' 
Area exterior: 3,1416 (0,4 + 1,2) -J22~ + 0,82 

88,855 m ' 
11 0,657 m ' 

1.030. En un cono de 6 m de al tura y 4 m de radio se traza a 2 ro de l vér
tice una sección paralela a la base. H allar el área lateral del tronco de cono que 
resulta. 

El área pedida es la dtferencia entre los óreas laterales de dos conos; éstas 
son entre sí como los cuadrados de sus líneas homólogas. 

Area lateral del cono total: AL = ."l' 4· -J62 + 42 = 4;T..J52 m 2 . 

Sea x el área lateral del CQno deficie1lte , tendremos: 

x 2' 
6' 

1 
9 

de donde x = m' 
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Area lateral del tronco de cono: 

B 

4n.Js2 ~ 4n.Js2 X 8 ~ 80 53 In' 

9 9 ' 

1.031. Dado un ángulo XOY = 300 (fi-
y gur::l 518), y sobre el lado OY dos puntos A 

y B tales que sea OA = 4 m y OB = 9 m, 
por A y B trazamos una circunferencia que 
sea al mismo tiempo tangente a la recta OX. 

1. o Siendo e el punto de contacto sobre 
OX, calcúlese el valor de OC y además el 
de CD, altura del triángulo ABe, así como 
las distancias AH y BK desde los puntos A y B 

X a la recta OX. 

Fig.518 
2. o Hallar el área engendrada por ej seg

mento AB al girar alrededor del eje OX. 

t.o OC ~ .JOA X OB ~ 56 ~ 6 rn 

Siendo ¿XOY ~ 30'; CD ~ OC ~ 3 
2 

rn 

Asimismo AH ~ OA ~ 2 
2 

rn 

BK ~ OB ~ 45 m 
2 ' 

2.° A :? (AH + BK) x AB = 3,1416 x 6,5 x 5 102,102 rn'. 

VIII. Volumen del tronco de cono 

1.032. ¿Cuál es ei volumen de un tronco de cono de bases paralelas si 
la base inferior tiene 2,25 m\ la supeLior 1,21 m 2 y la altura del tronco 90 cm? 

V ~ °39 (2,25 + l,n + ,.,)2,25 X 1.21) ~ 1,533 rn' 

1.033. ¿Cuál es el volumen de un tronco de cono de bases paralelas cuyo 
radio de la base superior tiene 42 cm, el de la base inferio, 63 cm y la altura 
del tronco 2,1 m? 

V ~ 3,1416 X 231 (0,42' + 0,63' + 0,42 X 0,63) ~ 1,842646 rn' 

1.034. ¿Cuál es el volumen de un árbol de fonna troncocónica de 9 ,25 m 
de iargo si las circunferencias de los extremos miden 1,5 m y 55 cm? 

(l.J'.. + 0,55' + J.5 X 0,55) ~ 0,867773 rn' 
4:7 4:'1: 4;¡: 
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1.035. ¿Cuál es el volumen de un árbol troncocónico cuya longitud es 
igual a 12 veces la su ma de las circunferencias de sus extremos, si sus diáme
t ros respectivos tienen 50 y 12 cm? 

v ~ 3,1416 (2,5' + 0,6' ~ 2,5 x 0,6) lh ; 6,2 1985 dm' 

1.036. Los radios de un tronco de cono t ien en respecti vamente 90 y 40 cm 
y la altura es igual al duplo de la media geométrica de estos radios. ¿Cuál es 
el ,'olumen? 

Altlira .' /¡ ~ 2 v'9X4 ~ 12 dm 

v ~ 3,1416 x 132 (9' + 4' + 9 X 4) ~ 1253,498 dm" 

1.037. Los radios de un tronco de cono tienen respectivamente 90 y 40 cm 
y la generatriz es igual a la suma de los radios. ¿Cuál es el vo lumen? (.-r = 22 /7). 

G eneratriz.' 9 + 4 = 13 dm 

Altura: ~h3' - (9 - 4)' ~ 12 dm 

V ~ 22 X 11 (9' + 4' + 9 X 4) ~ 1672 dm' 
7 3 

1.038. Una cuba llena de VLIlO tiene la fonna de un cono t runcado de 
1 m de profundidad; el diámetro del fondo es de 85 cm, el de la abe rtu ra de 1,25 m. 
¿Cuántos toneles de 108 litros de capacidad se podrán llenar con el vino de la 
cuba? 

V ~ 3, 1416 X 1~ (6,25' + 4,25' + 6,25 X 4,25) ~ 876,3755 dm' 

N tímero de toneles : ~ = 8 toneles ( sobrarán 12,3 755 litros) . 
108 

1.039. Un mástil tiene 24 m de largo; el extremo alto tiene 0,38 m de 
diámetro y el diámetro de la base es los 15/7 del otro del extremo alto. Hállese 
el vo lumen . 

V ~ , h (R' + r' + Rr) 
3 

V ~ 3,1416 X 234 [0,19 ' + (0,19
7
X 15 )' + 

+ 0,19' X 15 ] ~ 7021675 m ' 
7 ' 

1.040. Un hojalatero tiene que hacer una alcuzil 
de forma análoga a la de la figura 519 y con las di
mensiones indicadas en la misma. H allar el área latera l 
y el volumen de esa alcuza. 

I 

1I 

Fig.519 
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La alcuza se compone de dos cilindros y de U1I tTOIlCO de CO IIO. 

Area laleral del cilindro mellor: 

2:1r'l1' = 2 X 3,14 16 X 1 X 4 = 25,13 cm! 

ATea lateral del cilindro mayor: 

A rea del tronco de cono : 

Area lateral: 

Vol. del cilindro menor.
Vol . del ciLindro mayor : 

Vol . del tronco de coila : 

Vol. total.-

hrh ~ 2 X 3, 1416 X 10 X 20 ~ 1256,64 cm' 

3,1416 X 11 X .J36 + 81 ~ 373,73 cm' 

3, 14 16 X 

AL ~ 1655,50 cm' 

3,14 16 X 1 x 4 = 12, 57 cm 3 

3,1416 X 10' X 20 ~ 6283 ,20 cm' 

(100 + 1 + !O) ~ 697,43 cm' 

v ~ 6993,20 cm' 

IX. Ditnensiones del cono y del tronco de cono 

1.041. ¿Cuál es la fó rmu la q ue permite hallar la generatriz 1 de un cono 
en función de la altura y del radio? 

1 ~ .Jh' T r ' 

1.042. H allar la altura de un cono en función de la generatr iz y del rad io. 

h ~ .JI' - r ' ~ .J(l + r) (l - r) 

1.043. Calcular el rad io de un cono en función de la generat r iz y d e la 

altura. 
r ~ .J f - h' ~ .J (l + hj(1 - h) 

1.044. ¿Cuál es la generatr iz de los conos que t ienen las d imensiones 
respectivas siguientes: alturas, 6 , 9 Y 12 m ; radios, 4 , 3 Y 4 m? 

• l." cono ~ .J 36 + 16 ~ 7,211 m 

• 2.0 1 = -J 81 ....L 9 = 9,49 m 

• 3." . 1 ~ .J144 .1. 16 ~ 12,64 m 

1.045. ¿Cuál es la altura de los conos que tien en las s iguientes d imen-
siones respectivas: generatrices, 12, 16 Y 20 m ; radios, 4, S y 6 m ? 

• l." cono h ~ .J144 - 16 ~ 11,313 m 

• 2." h ~ .J256 - 25 ~ 15,198 m 

• 3." h ~ .J400 - 36 ~ 19,078 m 
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1.046. ¿Cuál es el rad io de los conos que tienen las sigu ientes d imen ~ 
siones respect ivas: generatrices, 6, 9 y 12 m ; alturas, 5, 6 Y 4 m? 

• 1." eOlio r ~ -J 36 - 25 ~ 3,316 m 
/' • 2-" r ~ -J 81 - 36 6,708 m 

• 3.". r ~ -J144 - 16 ~ 11,313 m 

1.047. ¿Cuál es la gene ratriz de un cono recto cuya área latera l tiene 
30,8 m 2 y el radio de la base 2,109 m? 

A = ::rrl de donde 1 ~ ~ 
::r r 

I ~ 30,8 ~ 4648 m 
3,1416 X 2,109 ' 

1.048. ¿Cuál es la ci rcunferencia de la base de un cono cuya área lateral 
es de 28 ml! y la generatriz de 7 m? 

A = ::rrl; 2A = 2::rrl de donde 

C~ 2 x 28 ~ 8m 
7 

1.049. ¿Cuál es la a ltura de un cono que t iene 3,077 m:) d e voldmen y 
35 cm de rad io en la base? 

v = :rrh de donde 
3 

h ~ 3 X 3,077 ~ 23924 m 
.7 X 0,352 • 

1.050. ¿Cuál es la altura de un cono cuyo volumen es de 0,188 65 m 3 

y cuya c ircunferencia de la base tiene 1,54 m? 

v ~ -"- X B= ~ X 
C' 

3 3 b 

0,188 65 ~ ~ X 
1,542 

b 

h ~ 0,18865 X 12 X 3,1416 ~ 2,998 m 
1,542 

1.051. ¿Cuál es la altura de un cono cuyo \'olumen tiene 4 m! y la base 
3,6 m 2 ? 

V = .lB x !z 
3 

de donde h ~ .l."...~~ ~ 333m 
B 3,6 • 
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1.052. ¿Cuál es e l radio de un cono cuyo vo lumen es de 1,6 m 3 y la al~ 
tura de 80 cm ? 

r ~ J 3V ~ 
nh 

1 
V ~ 3 n"h 

3 X 1,6 ~ f6 ~ 1,382 rn 
JI X O,~ \j-;; 

1.053. U na cuba cón ica de 20 cm de alta está llena de agua. ¿A que altura 

Fig.520 

subirá el agua cuando se haya ver tido la mitad? (figu 
ra 520). 

V H ' 2 
V ' h3 1 

como H = 20 cm: 

de donde: 

h ~ J 2~ ~ 20 1+ ~ 15,87 eD1 

1.054. Un embudo de 20 cm de d iámetro ha de tener 2 lit ros de capaci
dad. ¿Cuál se rá su a ltura? 

Volumen: h 
Jl X I X "3 = 2dm3 

de donde: h ~ 3,1~16 ~ 6 X 0,3 18 31 ~ 1,91 drn 

1.055. ¿Cuál es el diámetro de un cono de estaño que ti ene 25 cm de 
altu ra y cuyo peso es de 19111,4 g ramos? Densidad del es taño: 7,3. 

T omando por unidad el decímetro, tendremos: 

Volumen cono: 19,1114 , x ..b?.. 
~= :rrT 3 

diámetro: 2r ~ 2 1--;;e:19é',c"l ,",11::,4,="X~3,- ~ 2 X 1 ~ 2 dm 
7,3 X 2,5 X :r 

es 

• 
• 

1.056. El radio de la base de un cono recto es de 2,10 m y la generatriz 
a los 4/5 de la ci icunfe rencia de la base. Hállese: igua l 

l.. 
2.· 

l. • 

2.· 

El área lateral del cono. 
La altura del mismo. 

AL ~ ",1 ~ 2 X 3,1416 X 2,1 X 1- X 3,1416 X 2, 1 ~ 69,64 D1' 

h ~ ..JI' - r' ~ J( ~ X 2 X 3,1416 X 2,1)' - 2,1' ~ 10,34 In 
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1.057. Un embudo tiene 13 litros de capacidad. Hallar su d iámetro y su 
profundidad , si ésta es el d uplo del diámetro. 

V = :<,-2 X .l!.. = :<T~ X 4T = 4 :11.3 
. . 3 3 3 

de donde: , ~ <f3V ~ " 13 X 3 
h 3,1416 X 4 

= 1,46dm 

Diámetro,' 0,291 m Altura: 0,582 In 

1.058. Hallar el radio de la base de un cono que tiene 1 m:} de volumen 
y 3 m de a ltura. 

Volumen: 

de donde: 

x ~ ~ 1 
3 

r ~ H ~ .)0,3 183 ~ 0,56 m 

1.059. Hallar la alrura de un cono truncado en función del volumen y 
de los radios. 

L/amando R J' r a los radios de los bases, tendremos: 

V ~ 07h (R' + r' + R,j 
3 

h ~ 3V 
O7 (R' + r ' + Rr) 

1.060. ¿Cuál es el radio de la base inferior de un tronco de cono recto 
que tiene 30,615 m 2 d e área lateral y 1,95 m de generatriz, si el radio de la base 
superior es de 1,4 m? ( .• = 3,14). 

AL ~ 07 (R + ,)1 
30,615 ~ 3,14 (R + 1,4) 1,95 

R + 1 4 ~ 30,61 5 ~ 5 m 
, 3,1 4 x 1,95 

R ~ 5 - 1,4 ~ 3,6 ID 

1.061. ¿Cuál es la profundidad de un vaso de 11 , t 76 litros de capacidad, 
cuya fonna es la de un cono truncado, sabiendo que el diámetro superior tiene 
24 cm y el inferior 28 cm:? (:-r = 22/7). 

Volllmen trollco: ~I (1,2! 1 1,4! - 1,2 X 1,4) = 11 ,176 

h ~ 11 ,1 76 X 3 X 7 ~ 21dm 
22 x 5,08 • 

1.062. Un cono tiene 2,25 m de radio y 3 m de altura. ¿Cuál es por metro 
la inclinación de la generatri z? 

La inclinación de la generatriz es de _3_ = 1,33 
2,25 
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1.063. Un cono tiene 3 m de altura y 4 de diám etro. ¿Cuál es el ángulo 
fo rmado por la altura y la generatriz? 

Tangente: 2: 3 = 0,666 
Lo labIa de tal/gentes da 330 39' . 

1.064. ¿Cuál es el precio de 4 troncos de árbol rroncocónicos de 4 m 
de largo , sab iéndose que los rad ios de los extremos de cada uno tienen . 34 y 
26 cm y que el m etro cúbico vale 196 pts? ¿C uál sería la diferencia de precio 
si se cons ideraran como cilindros cuya base fu era la m edia aritmética de las 
bases dadas? 

Preciotro'/lCOS: 4jCT (Q, 172 + 0,1 32 + 0,17 X 0,13) x 4 x 196 pts 

Precio cilúldros: n ( 0,17 i Q,13Y x 4 x 4 X 196 pts 

Dife re ncia: 16n x 196 [0,17' + 0,13' t 0,17 x 0,13 - 0,15' J ~ 1,31 pis 

1.065. Un pan de azúcar queda divid ido por una sección para lela a la 
base en dos porciones equiva lentes. Si el cono tiene 0 ,54 m de a ltu ra por 0 , 18 m 
de diámet ro, ¿qué altura tend rá el cono d eficiente que resulta? 

S iendo los t-'ollÍmenes de dos conos semejantes proporcionales a los cubos de 
las alturas. tendremos llamando x a la a/tura : 

x" 1 
0,54' 2 

de donde: x ~ ~0,54' ~ 0428 m 
2 ' 

1.066. Desde el vér t ice de una hojalata rectangular (fig . 521) se describe 
un arco de circunferencia con un radio igual al lado menor, 

A B Y se construye un cono con el sec tor así obtenido. Hállese 
la altura y el volumen de este cono. 

E 

E 
u 

'" N 

El área lateral del eOlio es igual al sector cirCl/lar ABE, 

Luego ;rr X 18 = ;r X 18
2 

4 

de dOllde, radio de la base: r = 4,5 cm 

h ~ .)18' - 4, 5' 17.4crn 

o 18cm e 
F ig.521 

d e ácido sulfúri co 
dos vasos . 

1.067. Dos \'asos de fo rma cónica y de peso igual, 
{icnen 25 cm de altura in terior y 12 cm de diámetro, 
Se llena el uno de éter cuya densidad es 0 ,71 y el otro 

cuya densidad es 1,84. Hállese la di ferencia de peso de los 
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Tomemos por unidad el centímetro paro obtener el peso en gra mos 

Peso del ácida sulfúrico: ;:'l X 6' X 25 X 1,84 
3 

Peso del éter: 

Diferencia: 

" X 6' X 25 X 0,71 
3 

" X 6' X 25 X (1,84 _ 0,71) = 1065 g 
3 
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1.068. Las dos bases pa ralelas de un tronco de cono son de 22 y 40 dm!! . 
Hallar e l diámetro que ha de darse a un cilindro de igual altura y de vo lumen 
equivalente. 

Volumen: ; (22 + 40 + V 22 X 40) = e,,'/¡ 

62 X V22 X 40. 2r = 2 /62 + .J88O = 623 cm 
371 \,} 3:r ' 

1.069. Se ha hincado verticalmente en el suelo, ce rca de un árbol cu)'<l 
sombra t iene 34 m , un jalón de 1,4 m de altura y cuya sombra es de 2,1 m. Hallar: 

1.° La altura del á rbol. 
2.° Su volumen, siendo de 1,2 m la circunferencia de la base, y supo

niéndolo perfectamen te ci líndrico. 
Llamemos x a la al/lira del árbol; tendremos: e 

• 1.0 14 x 22 2 2267 21 34; x = 3" = , rn 

• 2.° V olumen : V = ~ X 22 ~ = 0865 m l 

4;¡ 3 • 

1.070. El triángulo recningulo ABC (fig. 522) 
gira alrededor de BC. Calcular: 

1.° El área total engendrada . 
2.° El volumen. Dimensiones: hipotenusa, 

AC = 15 cm; BC = 10 cm 

AB = V IS' - 10' = s.J5 cm 

A 

Fig. 522 

• l . o Area total: AT = ,,5.J5 X (15 T 5.J5) = 919,54 cm' 

• 2.° Voltl1uell: v = " X 125 x !Q 
3 

1309 

E 
u 
~ 

B 

1.071. Hallar la superficie total y el volumen, si el mismo triángulo gira 
alrededor de AB. 

• 1.° Area total: 

• 2.° Volumen: 

AT = " X 10 X (10 + 15) = 785,40 cm' 

V = " X 1O' .J12s = 1170 801 cm' . 3 ' 
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1.072. El trapecio ABen (fig. 523) gi ra alrededor de BC. Hallar el área 
engendrada por AD y el volumen engendrado por el trapecio. 
• 1.0 Area engendrada por AD: :T (10 ..!- 25) 25 = 2748,9 crn2 

• 2.0 El 'Volumen engendrado será el de UII tronco de eOlio: 

V = :rlt (,2 ...l- y"l + rr ' ) 
3 

h = AE = .J AD' - DE' = .J25' - (25 - 10)' = .J4Oo = 20 cm 

V = 3,1416 X ;0 (25' J.. 10' + 25 X 10) = 20420,4 cm' 

A 10cm B A 10cm B 

\&0
0 

t <. 
v h 

i!] .t' 

o 
",<> 

O 25cm e o 15cm E 10cm e 

Fig. 523 Fig. 524-

1.073. Hallar el área total engendrada y el volumen, si el mismo trapecio 
gira alrededor de De (fig. 524). 

• 1.0 Area AD = :r X 20 x 25 = 1 570,80 cm2 

Area AB = 2:7 x 20 x lO = 1 256.64 cm 2 

Area Be = :-r x 400 1 256.64 cm' 

Area total: 4 084,08 c m ' 

• 2.0 Vol. ADE :r X

3
400 X 15 = 7 183,20 cm' 

Vol . ABCE = ., x 40Q x 10 = 12566,40 cm' 

Volumen totpl: 19746,60 cm' 

1.074. El aguz contenida en un vaso cónico de 18 cm de altura y 24 cm 
de diámetro se vierte en un vaso cilíndrico de 10 cm de d iámetro. ¿H asta qué 
altura subirá el agua? 

V=rr. X 122 X !-ª = :t X 52 X h 
3 

h = 144 x 6 = 34,56 cm 
25 
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1.075. U na cuba en forma de cono truncado tiene la base elíptica; los ejes 
del fondo tienen respectivamente 1,8 m y 1,2 m; los de la abertura tienen 2,08 m 
y 1,5 m. ¿Cuál es su capacidad si la altura es de 86 cm? 

Area de la elipse: . ..-ab. (GEO!\'<L 914.) 
VoLumen de la cuba: 

v ~ 8,;" (9 x 6 + 10,4 x 7,5 + v'9 x 6 x 10,4 x 7,5) ~ 1772,41 

1.076. Hallar el ángulo del sector fo rmado por el desarrollo de la super
fic ie lateral de un cono de 4 m de circunferencia y 5 m de generatriz. 

Véase el 11.° 1.010. 

1.077. Tres conos m acizos de latón, de 50 cm de altura, tienen por diá
metros 12, 24 Y 36 cm. Hallar la arista del cubo equivalente a eS[Qs t res conos. 

Vol. tOl:": 0.62. X 5n + 1,22. X Sn + 1.82 X Sn 
3 3 3 

VT ~ X 0,62 

3' (1 + 4 + 9) ~ 26,38944 dm' 

a ~ .;:126,38944 ~ 2,97 dm 

5~ 

Arista: 

1.078. En un círculo de hoja lata de 84 cm de rad io se corta un sector 
de 1500 para hacer un cono. Hallar: 

1.° E l radio de la base de este cono. 
2.° E l \·olumen. 
3.° El volumen del cono hecho con el sobrante de la hojalata. 

8 1.0 Longúud del arco del sector: 1 = ;r x 84 x 150 cm 
180 

Este arco fomw la circunferencia de base del callo: 

2nr = ~ X 84 X 150 
ISO 

de donde: r ~ 84 x 150 ~ 35 c m 
180 x 2 

• Volumen: 35' v'S4' - 35' ~ 100 765 511 cm' 
3 ' 

3° Long. deL arco parte sobra1lte: L ~ n X 84 x 210 
180 

L01lg . circunferencia base: 2:tR = .'7 X 84 x 210 
180 

R adio de La base: R = 84 x 210 = -1-9 cm 
360 

cm 

Volumen del COIIO: V = 7T X 49
2 

X ';84
2 

- 49
2 

3 
171 552,545 cm' 
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X . Area de la esfera 

1.079 . Una esfera tiene 3,08 m de radio. ¿Cuál es: 
1.0 La c ircunferencia de un círculo máximo. 
2. ° El área de la esfera? 

• 1.0 El radio de la circwif. de /in circulo máximo es el de la esfera. 

e ~ hr ~ 2 x 3,1416 x 3,08 ~ 19,352 m 

• 2.0 Area esfera: A = 4:rr2 = 2:rr x 2r = C X 2,-
A ~ 19,3 52 x 6, 16 ~ 119,2083 m " 

LOSO. ¿Cuál es el área de una sección central en una esfera de 2,4 m 
de radio? 

El área pedida es la de 1111 círwlo má.úmo: 

A ~ ,,,' ~ 3,1416 X 5,76 ~ 18,0956 m ' 

1.081. Expresar en función del rad io r de una esfera el área total de un 
h emisferio y de su base. 

Area del hemisferio: 
Area del circulo máximo: 

1.082. ¿Cuál es el área de una esfera, si la circunferencia de un círculo 
má:ximo tiene 4,84 m ? 

SeglÍn 1.079-2.°: 

Pero 

de dOllde: A ~ e x ~ ~ 4,84' x 0,3 183 ~ 7,4565 m' 

" 
1.083. Expresar el radio de una esfera en func ión del área. 
Tenemos (GEO:V1. 960) A = 4:-rr~ 

de donde 

1.084. ¿Cuál es el radio de una esfera que tiene 6, '1 6 m2 de área: 

SeglÍll 11.0 1.083: r ~ fA ~ J 6,16 ~ O 7 m V¡; 12,5664 ' 

1.085 . Expresar la circunferencia máxima de una esfera en función del 
área A de dicha esfera. 

T enemos: A = 4:-rr2 y 
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Sustituyendo r por su valor en: C ~ hT 

da: C ~ 2n x...L fA ~ n fA ~ ..fA;. 2V---; V---;; 
1.086. 

de área? 
¿Cuál es la circunferencia m áxima de una. esfera que tiene 12 m 2 

Según 1.085: e ~ ..fA;. ~ .)12 x 3,1416 ~ 6,14 m 

1.087. ¿Cuál es, en función del diámetro exterior D y del espesor e, el 
área in terior y exterior de una esfera hueca? 

Si D es el diámetro exterior, D - 2e será el diámetro illtert·or. 

Area exterior: 
A rea interior : 

1.088. ¿Cuál es el área exterior e interior de una esfera hueca de 35 mm 
de espesor, si el diámetro ext~rior tiene 1,05 m ? 

Area exterior: 
Area inten:or : 

~D' ~ 3,1416 x 1,05' ~ 3,4636 m' 
~ (D - 2e)' ~ 3,141 6 X 0,98' ~ 3,0172 m' 

1.089. ¿Cuál es en dm2 el área de una bala de cañón de forma esférica 
cuyo radio es de 10 cm? 

A = 4:tr2 = 4 X 3,1416 X F = 12,5664 dm2 

1.090. ¿Cuál es el espesor de una esfera hueca cuyas áreas ih terior y ex
terior son de 3 m 2 y 3,12 m 2 ? 

El espesor pedido es la diferencia entre los radios R y r. 

4nR2 = 3,12; de donde R ~ J 3,12 ~ 0,4983 m 
4n 

de donde T ~ J 3 ~ O 4886 m 4n _' _ _ 
Espesor: 0,0097 m 

1.091. ¿Cuál es el área total de un cilindro, de un cono y de una esfera, 
siendo r el radio de estos tres cuerpos y 21' la altura de los dos primeros? Apli
cación en el caso que r = 25 cm. 

Area esfera: A = 4 :u 2 

Area total cilindro: AT = 2:rr (1 + r) = 2:rr X 3r = 6:u2 

Area total cono: , AT = nr (l + r) 

Sustituyendo 

Suma áreas: 
P ara r = 2S cm: 

1 ~ .)4T' + r ~ ..j5;i ~ r.j5 
AT ~ nT (r.j5 + r) ~ ~r' (.j5 + 1) 

S ~ h r' + 6~r' + ~r' (0 + 1) ~ ~r' (11 + 0 ) 
S ~ 3,1416 X 25 ' X 13 ,236 ~ 2S 988,886 cm' 

1.092'. ¿Cuál es el área total de un segmento esférico de una base de 80 cm 
de altura en una esfera de 2,1 m de radio? 
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EL área pedida se compone del área del casquete esférico más el área del CÍrCIIlo 
de la base. 

Area del casquete: 2:rrh = 6,2832 X 2, 1 X 0,8 = 10,5557 m 2 

Calculemos el radio x del círculo de la base. Este radio es lino media propor
cional entre los dos segmentos del diámetro 

x' ~ 3,4 X 0,8 ~ 2,72 

Area de la base: :TX2 = 3,1416 X 2,72 = 8,545 1 m :! 
Area total: AT ~ 10,5557 + 8,545 1 ~ 19,1008 m ' 

1.093. Expresar la altura de un casquete esférico en fu nción de su área 
y del rad io de la esfera . 

Llamemos h a la altura, r al radio de la esfera y A al área del casquete dado . 
Tenemos (GEOM. 959, 3.a ) : 

A = 2nrh de donde h ~ -.!L 
2:rr 

1.094. ¿Cuál es la altu ra de un casquete esférico de 3 m :! en una esfera 
de I m de radio? 

Según 11.0 1.093: h ~ 3 ~ 0,4774 ro 
6,2832 X 1 

1.095. Una esfe ra cuyo radio riene 4 m está cortada por dos planos que 
pasan a un m ismo lado del centro, a 2 y 3 m. Se pregunta: 

1. o ¿Cuál es el área de la zona resu ltante? 
2.° ¿Cuáles son las áreas de las dos bases de esta zona? 

• 1.° La altura de la zona es de 1 m. 

ATea de la zona: A ~ h rh ~ 6,2832 X 4 X 1 ~. 25,1328 rn' 

• 2. 0 Radios de las bases : 

ri = 42 
- 22 = 12; r~ = 42 

- 32 = 7 

Area 1.a base: A l = 3.1 41 6 X 12 = 37,6992 m~ 
Ayea 2.' base: A, ~ 3,1416 X 7 ~ 21 ,9912 rn' 

1.0%. Una esfera tiene 1,8 m de radio . ¿Cuál sería el radio de un circu lo 
equivalente a una zona de esta esfera, cuya altura fuera de 20 cm? 

Sea x eL radio del círwlo pedido. 

Tendremos: :rx2 = 2:rrh 
De donde: x ~.¡:¡;¡, ~ ... ,/2 X 1,8 x 0,2 ~ 0,848 m 

1.097. En una esfera de 42 cm de rad io se t razan, a un mismo lado de l 
centro, planos paralelos, a 14 cm de d istancia. Hallar los radios de las bases de 
las zonas y del casquete que resultan . 

. Número de zonas que se ha de determinar: 42: 14 = 3. 
Habrá 3 secciones; la La será Ufl cír:;ldo máximo: r l = 42 cm. 
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El radio de la 2.3 sección será una media proporcio1lal entre los dos segmentos 
del diámetro: 

r, ~ ,J(42 + 14) (1 4 + 14) ~ 28,J2 • 39,60 cm 

El radio de lo 3.11 sección es una media proporcional entre 70 JI 14. 

r, ~ ,J70 x 14 ~ 14 v's ~ 31 ,31 cm 

1.098. ¿Cuál es el radio de una esfera en la cual un casquete de 35 cm 
de altura t iene un área igual a 2 m 2 ? 

De la fórmula A = 2;rrh, resulta.-

A 
r ~--

27th 
2 ~ 0911l 

6,2832 X 0,35 ' 

1.099. El área de un casquete esférico es 2,85 m 2
• Hallar el área de la 

esfera correspondiente, si la altura del casquete es de 45 cm. 

A 
T ~--

hh 
Area casquete: A = 2:trh de donde 

Area esfera: E ~ 4 m"' 411 X~ =~ 
4:r2 h2 ;rh2 

E 2,85' ~ 127677 m ' 
3,141 6 X 0,452 

' 

1.100. ¿Cuál ha de ser la altura de un casquete correspondiente a una 
esfera de 9 m de radio para que tenga 169,6464 m 2 de área? 

Area de la zo,ia: A = 2:rrh 

169,6464 ~ 3 m 
6,2832 X 9 

1.101. ¿Cuál es el área convexa de un huso de 800 en una esfera de 5 mm 

de radio? 

Area del huso (GEO!\'1. 964): A ~ mo'n 
90 

A ~ 3,1416 x 5' x 80 ~ 6981 ' 
90 • mm 

1.102. ¿Cuál es el área total de una cuña de 250 en una esfera d(' 88 cm 
de radio? 

El área total de tina cuña esférica se compone del área del huso, más rl área 
de los dos seplicírculos máximos que la determi"an. 

Area pedida.-
nr' x 23 

18 

A ~ 3,1416 x 88' x 23 ~ 31086,481 cm ' 
18 
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1.103. ¿Cuál es el radio de una esfera en la cual el área de un huso de 45° 
es de 1m2? 

Area huso: 

de donde r = 

A = cM' X 45 
90 

~ 90 = ~ 2 = 0798= 
4Sn 3,1416 ' 

1.104. ¿Cuál. es el ángulo de un huso esférico cuya área tiene 104,72 m 2
, 

S I el radio de la esfera es de 10 m? 

Area huso: JrT
2
n = 104 72 

90 ' 

n = 104,72 X 90 = 300 
3,1416 X lOO 

1.105. Una caldera de vapor de forma cilíndrica te rmina en sus extremos 
en una semiesfera de 40 cm de radio. Hallar el área externa de esta caldera, 
si el ci lindro tiene un radio igual al de las esferas, y la longitud ~ el duplo del 
diámetro". 

Llamemos r al radio común al cilindro yola eifera. 

A rea de la parle cilíndrica: 
Area de los dos hemisferios: 

ATea total: 

2nr X 4r = 8:7r 
4:77

2 

12:7r 

AT = Ihr' = 12 X 3,1416 X 0,4' = 6,0318 = ' 

1.106. ¿Cuánto costará el dorado de una boJa de 25 cm de rad io, si el 
metro cuadrado de ese dorado vale 535 pts? 

A rea de la bola! 4nr2 = 4 X 3,1416 X 0 ,0625 m 2 

Gasto: 535 x 4 x 3,1416 x 0,0625 = 420,2 pts 

1.107. Siendo la presión del aire sobre 1 cm2 de 1,026 kg calcular la fuerza 
n ecesaria para separar dos hemisferios de Magdeburgo de 6 cm de radio des
pués de hecho el ·vacío. 

Fuerza: F = 1,026 kg X 4:-rT2 cm2 

F = 1,026 X 4 X 3,1416 X 36 = 464,15255 kg 

. 1.108. Dada una esfera de centro O y radio ·R (fig. 525), se t raza un plano 
secante que determina un círcu lo de cen tro D y de diámetro AB, y un casquete 
esférico de altura DC. 

1.° D etenninar. el área A de dicha esfera , y sirviéndose de R y CD hallar 
el área Al del casquete. 

2.° D eterminar el valor de CD en el caso en que sea fu 
A 

en este mismo caso OD en función de R y de n. 

1 hallando 
11 
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• 1.° Area esfera: A = 4 nR2 

Area casquete: Al = 2n R X en 
(1) 
(2) 

C 

389 

• 2.° D ividiendo ordenadamente, resulta: 

A, ~ CD ~ L 

Af-----1lr:o--\B 

O 
A 2R n 

'de donde CD ~. 2R 
n 

C' 

Fi¡::.525 

• 

XI. Volumen de la esfera 

1.109. ¿Cuál es el volumen de una esfera de 84 cm de radio? 

V ~ ; nr' ~ ~ x 3,1416 x 84' ~ 2482702 cm' 

1.110. ¿Cuál es el volumen d~ una esfera de 4 cm de diámetro? 

1 1 · V = - rrd3 = - X 3 1416 X 43 = 33,510 cro3 

6 6' 

1.111. ¿Cuál es el volumen de una esfera cuya área tiene 113,0976 m 2 ? 
En función del área de la esfera, el volumen es igual al producto de dicha área 

por 1/3 del radio. Busquemos el radio: 

A = 4nr de donde r = ~ 
fA ~ 113,0976 x 

"'¡4,; 3 
113,0976 ~ 1130976 m ' 

4 X 3,1416 ' 

1.112. ¿Cuál es e l volumen de una esfera en la cual la circunferencia de 
un círculo máximo es de 4 ,62 ro? 

Tenemos r = 4,62 = 2,31 
2n n 

2;rr = 4,62 de donde 

V ~ -±- nr' ~ 4" (2,31) ' ~ 1 665 224 m ' 
3 3 n • 

1.113. ¿Cuál es el volu..-nen de una esfera en la que un circulo m áx imo 
tiene 13 ,86 m'? (n ~ 2217). 

Area círculo: :tr2 = 13,86 
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de donde: ~ 13 ,86 ~ ~ 13,86 X 7 
:T 22 

= 2, 1 m 

Volumen esfera: v ~ ~ ~r' ~ ~ x 22 X 2, 1" ~ 38,808 m ' 
3 3 7 

1.114. ¿Cuál es el radio de una esfera en función de su volumen ? Apli
cación en una esfe ra de 179 dm3

. 

v = -±-:rr 
3 

r ~ ;:j 3V. 
4:7 ' 

de donde y3 = ..1.Y..... 
4" 

r ~ ) 3 X 179 ~ 3,49 dm 
\j 4:r 

1.115. ¿Cuál es el diámetro de una esfera en func ión de su volumen? 
.-\plicac ión en una esfera de 40 dm3

• 

De donde 

v = -.l.. :rD3 

6 

D ~ ;:j 6~ ~ J 0,5~36 
D ~ J 40 ~ 4,243 dlD 

0,5236 

(GEOM. 891 ) 

1.116. ¿Cuál es el área de una esfera de 1 m3 de vo lumen ? 

Vol. esfera.-

de donde 

Area,' A = 4 :7r~ = 4 :7 

r ~ /3 
'J4; 

4;, ,;) 9 • ~ ~36" ~ 4,836 m ' 
16,,-

1.117. ¿Cuál es la circunferencia máxima de una esfera que tiene 14 cm3 

de volumen ? 

Vol. esfera: de donde 

La circunferencia de un círculo má.nmo es: 

e ~ " D ~ " ) 84 ~ 48b ' ~ 9,394 cm \/-:; 
1.118. Se corta una esfera de 1,2 m de radio por dos planos paralelos 

di ~tantes 90 cm , simét ri cos con relación al centro. H allar el volumen del segmento 
\':-óférico que resulta. 
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Vol. segmellto dos bases (GEOM. 982): 

como m = n: 

m' ~ 120' - 45' ~ 12375 

V ~ 3,1416 X 90 (9~' + 12375) ~ 3880 661,4 cm' 

1.119. La altura de un casquete esférico es de 25 cm; el radio de su esfera 
tiene 84 cm. H allar el vo lumen del sector esférico correspondiente. 

Vol. sector esférico (GEOM. 971): v = l ';T r 2a 
3 

Por tanto: V ~ i x 3, 1416 x 84' x 25 ~ 369 452 cm" 

1.120. Un sector circ ular de 60 cm de radio y cuyo ángu lo tiene 30°, g ira 
alrededor de u no de sus radios. Hallar: 

1. o El volumen del sector esférico engendrado. 
2.0 El área total de es te sector. 

• 1.0 Volumen . - Sea AOD el sector generador (fig. 526), que gira alrededor 
deOD . 

Volumen sector esférico: 

Pero 

Luego 

2 
V = ""3 :Ira 

r..Ji a ~ OD - OC ~ r - - -- ~ 
2 

~ 2:... (2 - ..Ji) 
2 

v ~ 1- ~r' . 2:... (2 - ..Ji) ~ 
3 2 

~r ' (2 - 0) 
3 

Fig. 526 

V ~ ~ X 60' X
3 

(2 - V3) ~ 72 000" (2 - V3) ~ 60620,3136 cm" 

• 2.° Area. - EI área pedida se compone del área del casquete más el área 
laleral del COfto. 

A rea casquete: A. ~ hTa ~ h,. X 2:... (2 - ..Ji) ~ ~r' (2 - ..Ji) 
2 

Area lateral COIIO: AL = ~r'l pero 1 = r 

Luego: AL = ~ x .2:- x r = :Tr2 
2 2 
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Area total: 

AT = m' (2 - .J3) + ";' ~ "r' (2 - .J3 + +) = "r' X 0,768 

Para r = 60 AT = 3,1416 X 60' X 0,768 = 8685,89568 CIIl' 

1.121. El radio de una esfera es de 1,5 m ; uno de sus sectores esféricos 
tiene 1 ,545 m3 . Hallar el área del casquete que le sirve de base. 

Llamemos x a la superficie del casquete, r "al radio de la esfera. 
<' 

Vol. sector.- v = x x ....!...... 
3 

x = 3V = 3 X 1,545 = 3,09 ro' 
r 1,5 

1.122. ¿Cuál es el radio de la esfera en la cual un sector esfé rico de 0,633 m 3 

tiene por base un casquete de 1,2 m 2 ? 

3 X 0,663 
1,2 

= 1,6575 m 

1.123. En una esfera (fig. 527) de 1 m de radio las alturas de dos casquetes 
opuestos son de 4 y de 6 dm. 

E 

• 
• 
• 
• 

Calcular el volumen : 
A 1.° Del sector correspond iente a cada casquete. 

S ~ e 2.° Del cono correspondiente a cada casquete. 

.. ... F 

G H 
N 

Fig. 527 

l. ' Sector ACOB: 

2.' Sector OGNH: 

3.' COl1o 'BOC: 

4.' Cono OGH : 

3. o Del segmento correspondiente a cada cas
quete. 

4.° Del segmento esférico comprendido entre los 
dos segmentos . 

L os planos BIC JI GHJ determinan los casquetes: 
A.BC y GNH . 

Conocemos: AO = 10 dm; JN = 6 dm 
Al = 4 dm; IJ = 10 dm 

BI' = Al X IN = 4 X 16 = 64 
GJ' = JN X JA = 6 X 14 = 84 

V = 2 71:,-2a = 6,2832 X 10' X 4 837,76 = 
3 3 

v = 6,2832 X 10' X 6 = 1256,64 
3 

dm' 

dm' 

v = 3,1416 X 64 
3 

X 6 402,125 dm' 

V = 3,1416 X 
3 

84 X 4 351,858 dm' 
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• 5.0 Segmento ABC; 

V = ~AI' (3R _ Al) = " x 4' (30 _ 4) = 416n = 435,6352 drn' 
3 3 3 

• 6. 0 Segmento GNH: 

V = nJN' (3R - JN) 
3 

• 7. 0 Segmento BCHG: 

" x 6' (30 _ 6) = 288" = 904,7808 dm' 
3 

V = 2!.!.E + 2!!L (BI' + GJ') 
6 2 

V = 10'" + IOn (64 + 84) = 2720n = 2848384 dm' 
6 2 3' 

393 

1.124. ¿Cuál es el área de un -círculo máximo de una esfera cuyo volumen 
es igual a 32 cm3? 

• 

. T enemos : 4 3" "r' = 32 de donde r = 132 X 3 
h 

A rea círculo: A = ~ = " (.¡j32 4: 3)' = 44% = 12,18 cm' 

1.125.· En la figura 527, BO = .lO cm, Al = · 5 cm; calcular e l volumen: 
1.0 Del sector BACO. 
2.0 Del cono BICO. 
3.0 Del segmento BAC. 

1.0 Sector BACO: v = 2 nr2 a ='2n X 202 X 5 = 4189 cm' 
3 3 

• 2. 0 Cono BICO: V = nBI' x 01 = n X NI x Al x 0 1 
3 3 

V = 3,1416 x 35 x 5 x 15 = 2749 cm' 
3 

• 3. 0 S egmento BAe: 

V = nAI' (3 R _ Al) = " x 5' (60 _ 5) = 1375n = 1440 cm' 
3 3 3 

1.126. ¿Cuál es el volumen de la cuña esférica que pertenece a una eSIera 
de 1 m', si el ángulo del huso es de 25 0 ? 

El volumen de la cmla esférica es igual al volumen d~· la esfera 1mdtiplicado 
n 

por 360 

V = I ODO x 25 = 69444 dm' 
360 ' 

.1.127 . . ¿Cuál es el volumen de una cuña esférica si el radio de la esfera 
tie:ne 12 dm Y el ángulo del huso es de 51 0 39' 45"? 
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v = :rr X 51 °39'45" 
270 

3, 1416 x 12' x 185985 " 
270 x 60 x 60 

1039 dn>' 

1.128. ¿Cuál es el radio de una esfera, s i una cuña esférica tiene 21 dm~ 
y el ángu lo del huso ISO? 

Vol. clllia.-

r = :1 

:T,3 x 15 = 21 
270 

21 x 270 ~ J7 x 54 ~ 4937 dm 
15:7 :7' 

1.129. En un c ilindro cuya altura es igua l al diámetro se inscr iben: 1 .0 una 
esfera; 2 .0 un cono. Calcu lar la razón de Jos vo lúmenes de estos tres c uerpos . 

Llamemos V al volumen deL cilindro, V ' al 'l 'o/lImen de Ja esf era , V " al volu
mell del C01l0 y r al radio de la base del cilindro. Teudremos: 

y 

Cilindro: 

Esfera: 

COIlO: 

De donde 

4 V ' = 3 ;;,3 

V " = :Jr X k = l :7,.-1 
3 3 

}{~ 2:rr' ~~ ~-l 
V' -"'- ~r' 4 2 

3 

V 
V" 

2:rr' 

.l. :7,,3 3 . 

2 X 3 
2 

3 

L os volúmenes de estos tres cuerpos SOl1 en tre si como 3, 2, 1. 

1.130. El radio m ayor de una esfera hueca tiene 25 cm. ¿Cuál es el espesor 
de la envoltura si su volumen es de 4 dm3 ? 

Sea R el radio de la esfera exterior y r el radio de la esfera inferior. 

Volumen de la esfera exterior.-

Vol . de la esfera inferio,..- 65 450 - 4000 = 6 t 450 cm;) 

o sea 
4 "3 ~ r' ~ 61 450 

de donde _ ,/ 3 X 61450 _ 2448 
r - V 4 :< - , cm 

Espeso r .- R - r '= 25 - 24,48 ~ 0,52 en> 

1.131. ¿Cuál es el volumen de una envoltura esférica de 2 cm de espesor 
si el diámetro exterio r tiene 2,22 m? 
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Sea V el 1.'olwnen pedido, R y r los radios exterior e interior: 

V ~ -±- ~R' - 'L ~r ~ 'L ~ (R' - r) 
3 3 3 

Pero R = I ,ll m y r = 1,11 - 0,02 = 1,09m 

V ~ -±- " (1,11' - 1,09') ~ 0,304 107 m ' 
3 
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1.132. ¿Cuál es el peso de una envoltura esféri ca de cobre de 25 mm 
de espesor, sabiendo: 

y 

pero 

1.0 Que el diámetro exterior es de 1,35 ffi. 

2.° Que la densidad del cobre es 8,78? 
Sea P el peso pedido, V el volumen y d la de11sidad,- sabido es que 

P ~ V x d 

Llamando D )' D ' a los diámetros exterior e iuterior, tendremos.-

v = .l.. :rD 3 _ 1... .-rD'3 = .l.. :r (D3 _ D '3) 
6 6 6 

P ~ ~ "d (D' - D~); 
6 

D ' ~ 13,5 - 2 x 0,25 ~ 13 dm 

p ~ ~ .0 X 8,78 (13,5' - 13' ) ~ 1210,902 kg 

1.133. ¿Cuál es el espesor de la pared de una pompita de jabón si una 
gota de agua cuyo d iámetro es de 2 mm produce una pompa de 15 cm de radio? 

Tomemos por unidad el milímetro. 
El vo/umeu de la pared de la pompita es igual al volllmen de la gota de agua. 
Llamemos r al radio de la gota de agua, R al radio estema de la esferilla de 

jabón, R' al radio interno de la misma. 

Sil espesoJ·'- e = R ~ R' 

Volumett de la gota de agl/a .-

Volumen total de la pompa de jabón.-

Volumen interior de la pompa: h X I SO' _ h ~ h (150' _ 1) 
3 3 3 

de donde resulta: 4:7 R ':¡ = 4:7(1503 _ 1) 
3 3 

R' ~ .;1150' - 1 ~ .;13374 999 ~ 149,9999 mm 

e ~ 150 - 149,9999 ~ 0,0001 mm 
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1.134. Una esfera hueca tiene 43 cm de radio exterior y 4 cm de espesor. 
Hallar el radio de otra esfera maciza de igual volumen. 

Sean x el radio de la esfera pedida, R y r los radios exterior e interior de la 
esfera hueca. 

Tenemos: 

o sea 

1.135. Hallar el peso de una bola de madera de 120 cm de diámetro, sa
biendo que metida en el agua se sumerge 21 cm (7C = 22/7). 

El peso de la bola es igual al peso del agua desalojada, esto es, .al peso de un 
segmento esférico de agua de 21 cm de alto. 

L lamando h a la altura del segmento y r al radio de la esfera, el volumen del 
segmento es: 

Peso : 

v ~ 2; X 2,1' (6 - 231 ) ~ 73,458 dm' 

p ~ V X d ~ 73,458 kg 

1.136. Un cubo y una esfera tienen igual área, _que es 2,4 m 2
• ¿Qué di

ferencia de vo lumen hay entre ambos cuerpos? 
Sea a la arista del cubo, R el radio de la esfera y A el área. 

ATea cubo: 

de donde 

Vol. cubo: 

Area esfera: 

de donde 

Vol. esfera : 

a ~ lA ~ J 240 ~ 6 32 dm Y"6 6 ' 

V, ~ a' ~ 6,32' ~ 252,435 dm' 
A = 4:n:R2 

R ~ fA ~ J ... 40 ~ 4,37 dm V 4; 4 n 

V~ .= ; n:R 3 
= ; .n X 4,373 = 349,555 dm3 

V, - V, ~ 349,555 - 252,435 ~ 97,12 dm' 

1.137. El área total de un cono de revolución es igual al área de una esfera 
que tiene 12 cm de rad io. Si el radio del cono es el tercio del radio de la esfera , 
hallar, con una aproximación de l / lODO la altura del cono. 

Radio de la esfera: 
Por hipótesis: 

Altura: 

~ = 12 cm; del cono : r -=-~cm 
m- (l + r) ~ 4nR' 
4(1 + 4) ~ 4 x I2' 

I ~ 140 
h ~ V~14-:0'-:-' ---4-,'" ~ 139,942 cm 
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1.138. Hallar el peso de una bola de billar de marfil que tiene 14 cm de 
circunferencia. Densidad del marfil : 1,9. 

Circunferencia: 2:-cR = 14 

R~l'I ~ lcm de donde 
2it ;¡: 

Vol. esfera: v ~ h x ~ ~ 4 x 343 ~ 46 336 cm' 
3 ;"[3 3712 • ' 

p ~ V x D ~ 46,336 X 1,9 = 88,0384 g 

1.139. ¿Cuál es el d iámetro . de una bola de oro que vale 350 000 pts si 
el l f2 kg vale 18600 pts? Densidad del oro: 19,20. 

Peso del oro: p ~ 350000 = 9 408602 kg 
37 200 ' 

Volumen: V = 1'.- ~ 9,408 602 = 0490031 dm' 
D 19,2 ' 

Vol. esfera: 1 -¡;- ,,1' = 0,490031 

d = ,/0,490031 X 6 

V " 
0,97 dm 

1.140. En un vaso cilíndrico de 68 cm de diámetro, en parte lleno de 
agua, se echan 80 bolas de igual d iámet ro. Si el n ivel del ajZua sube 20 cm , hallar 
el diámetro de una de las bolas. 

E/ volumen de las 80 bolas es igual al volumen de un cilindro de 20 cm de altura 
y de 68 cm de diámetro. Llamando R al radio de una bola: 

4JTR3 
JI: x 34' x 20 

3 80 

R3 = 
342 

X 3 172 X 3 
16 4 

Diámetro: 2 R == 2 ..y'216,75 = 6,008 X 2 = 12,016 cm 

1.141. Una esfera (fig. 528) t iene de radio 5 cm 
y a 3 cm del centro se t raza un plano secante cuyo d iá
metro es AB. Si trazamos el cono .VAB circunscrito a 
ese cí rcu lo secante, hállese 

1.0 E l volumen de la esfera. 
2.° El área de la zon a mayor AFB. 
3.0 El área de la sección AB y el área lateral de l 

cono VAB. 
• l . ° VolUmetl esfera: 

4 x 3,141 6 x 125 = 523,6 cm~ 
3 

v 

F 

Fig.528 
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• 2.° Area AFB: A = 2:rra = 2:1 X 5 x 8 = 251,328 cm:! 

• 3.0 Area sección AB: A = nDB2 = rr (52 - 32
) = 16 :< = 50,26 cm2 

Luego 

6 0DB- 6 VDB 

OB 
VB 

OD . 
DB ' 

5 
VB 

VB = 5 X 4 = 20 cm 
3 3 

3 
4 

Area lateral cOila VAB: AL= :T X DB X VB=3,14 16 X 4 X ~O -~ 83.776 crn~ 

1.142. Una esfe ra de marfil entra exactamente en un cubo de 4 cm de 
arista. Calcular el volumen de esa bo la y la diferencia que hay entre su área 
y la del cubo. 

• l ° 

• 2.° 

Volumen de la bola: 

.4 rea de la bola.
Area del cubo: 
DIferencia: 

v = ..±.. ~r = -±- X 31416 X 2a = 33,5104 cm? 3 . 3 ' 

A l = 4 :trz = 4 X 3,1416 X 2~ = 50,2656 cm2-
A2 = 42 X 6 = 96 cm2 

A, - A, ~ 96 - 50,2656 ~ 45,7344 Ctn' 

1.143. Calcular el peso de una copa metálica semiesférica cuyo diámetro 
interno tiene . 32 cm , s iendo el espesor de 5 mm y la densidad del metal 7. 

en 

• 

• 

Volumen del metal: V = 2 X 3,1416 (165 ' - 16' ) ~ 82948 cm' 3' , 

Peso de la copa: 829,48 ~ 5806,36 g 

1.144. Se funde un cubo m etálico de 80 cm de lado y se lo transforma 
una esfera. H allar: 
J.o Su diámetro. 
2.° En cuánto excede 

1.0 Vol. del cubo: 

R adio de la esfera: 

Diámetro: 
2.0 Area del cubo: 

Area de la esfera : 

la superficie del cubo a la de la esfera. 

V = 8:1 = 512 dm3 

T ~ ,/3 X 512 ~ 4,96 dm 
\J 4;; 

2r ~ 4,96 X 2 ~ 9,92 dtn 
82 X 6 = 384 dm2 

4 X " X 4,96' ~ 309,15 dm' 

Dif. ~ 74,85 dtn' 

1.145. Se inscribe un cubo en una esfera. Expresar su arista en función 
del radio de la esfera. 

Sea R el radio de la esfera, la diago,tal del cubo inscrito será 2 R. 
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El cuadrado de la diagonal de un cubo es igual a tres veces el cuadrado de la 
arista (GEOM. 794); llamando x a la arista, tendremos: 

4 R' ~ 3x' 

x ~ ~R -/3 
3 

1.146. ¿Cuál es el volumen del cubo inscrito en una esfera de 800 dm3 ? 
Sea R el radio de la esfera y a la arista del cubo. 

Vol. esfera: 

L/lego R" 

Tenemos también (n.o 1.145): 

D e donde a' 

800 X 3 
4:7 

600 

V ~ a' ~ 8 X 600 x .J3 
h 

1600 X .J3 ~ 294,042 drn' 
h 

1.147. na esfera de cobre de 18 cm de rad io contiene a otra de platino 
de 5 cm de radio, de modo que no hay ningún vacío entre las dos esferas. ¿Cu ál 
l'S el peso de la masa resultante? D ensidad del platino: 21,5; dens idad del co
hre: 8,85. 

Esfera exterior: V, = -±- :7R3 

3 -
= 4:7 X 

3 
18'1 24429 cm' 

Esfera platillo: V, = -±- :7r 
3 

= 4;[ X 
3 

53 = 523,6 ems 

El 'l:olllmen de cobre es la diferencia de los vollÍmenes de las esferas: 

24,429 - 0,5236 ~ 23,905 dm" 

Peso del cobre: 23,905 X 8,85 ~ 211 ,564 kg 
Peso del platino: 0,5236 X 21,5 ~ 11,257 kg 

Peso total: 222,821 kg 

1.148. Tres bolas metálicas cuyos diámetros respectivos t ienen 1,2 m , 
30 y 40 em han de fundi rse en una sola. ¿Cuál será el diámet ro de esta última? 

Sean d, d ', d" los diámelros respectivos de las tres bolas, y D el diámetro pe
dido. Tendremos: 

D ' d-' d" d'" ~ = ~+ ~ +~ =2.. (d:l+ d'3 + d'f'J) 
6 6 6 6 6 

Por tanto: D 3 = d'¡ + d'3 + d"3 

D ~ Y/1,2' + 0,3' + 0,4' ~ 1,34 rn 



400 GEOMETRÍA DEL ESPACIO 

1.149. Un cubo, una esfera y un cilindro cuyo diámetro es igual a la al 
tura, t ienen cada uno 1 ml! de área. Hallar el volumen de cada uno de estos tres 
cuerpos. 

Volumen d e l c ubo . - L lamando x a la arista, tendremos: 

A rea cubo: 6.0 = 1 de donde x = Jf 
Volumen: V ~ ,' ~ (ji)' ~ 0,068 m ' 

Volumen d e la esfe ra.-Llomando r al radio, tendremos: 

Area esfera: 4nr' ~ 1 de donde 

Vohunen de l cilindro. -Llam01ldo r' al radio de la base, teudremos: 

4 JrY 1'2 + 2:1:r '2 = 1 

o sea: 6nr'2 = 1 de donde T ' - /1 - '>Ir;; 

X 2r' ~ lnr" ~ 2n ( Jf t ~ 0,076 778 m ' 

1.150. U n cubo, una esfera y un c il indro cuya altura es igual al diámet ro 
t ienen cad a· uno 1 m3 de volumen. H allar la razón de sus áreas. 

Area del cubo. - Llamando x a la arista, tendremos: 

de donde x= 
A rea: 

Area de la e sfe ra. - L lama ndo r al radio, tendremos: 

; Jt~ = 1 de donde r = 3/J 
\j-:G 

A ~ 4rrr' ~ h (Jt,) , ~ ,y36~ ~ 4,836 m' A Tea: 

Area del c ilindro. - L lamando r' al radio, tendremos: 

de donde 

nr '2 X 2r' = 2nr'3 = 

r' ~ JI -y2; 

A ~ 6"r~ ~ 6ñ (1f)' ~ 3.,yh ~ 5,5358 m' 

Las áreas son proporcionales a: 6, 4,836 y 5,5358. 
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1.151. La circunferencia exterior de una bola hueca tiene 72 cm y su 
espesor 24 mm. ¿Cuál es su capacidad y cuál el volumen de la envol tura ? 
• 1.° Diámetro exterior: 7,2: 7r = 2,29 dm 

Diámetro interior : 2,29 - 2 X 0,24 = 1,81 dm 

Capacidad: ~ -:rd3 = ~ x 1,8¡=¡ = 3,104 dlIl3 

• 2.0 Volumen de las paredes: V = ~ (2,293 
- 1,S¡=¡) = 3,186 dlIl3 

1.152. Una bóveda semiesférica tiene por diámetro interior 4,8 m y su 
espesor es de 70 cm. Hallar el volumen de la mampostería. 

Diámetro exterior: 4,8 + 1,4 = 6,2 m 
Volumen de la mampos tería: 

V = 3.. X 623 - 2!- x 483 = :ir (623 
- 483 ) = 33441 1Il3 

12 ' 12 ' 12 ' , , 

1.153. Un objeto macizo de hierro colado consta de tres partes: 
L a De un cubo cuya arista mide 42 cm. 
2.a De un cilindro de 1,2 ro de altura y 28 cm de diámetro. 
3.a De una esfera de 60 cm de circunferencia. H allar el volumen y el peso 

de este objeto. D ensidad del hierro colado: 7,25. 

V olumel1 del cubo: 
Volumen del cilindro: 

74,088 dm' 
73 ,904 dm' 

Diámetro de la esfera: 

4,23 = 
:r x l ,42 x 12 = 

6::rdm 

Volumen de la esfera: ~ (~ r ~ __ 3_,6_48_ dm' 

Volumell total: 
Peso: 

v ~ 151,640 dm' 
p ~ 151 ,64 x 7,25 ~ 1099,39 kg 

1.154 El diámetro de una esfera mide 60 cm. ¿Cuál es el diámetro de 
la base de un cono de volumen equiv'alente y de JO cm de altura? 

Por hipótesis: 1 X JT D3 = -.L X 7ld
2 

X h 
6 3 4 

l x 63 = 7rd2
X 3 

6 
~ x 

4 3 

62 = d
2 

4 

D iámetro: d ~ v'6'X4 ~ 12 dm 

l.lSSo U na ba la de cañón de forma esférica de hierro co lado pesa 12 kg. 
Calcular: 

1. o Su radio . 
. 2.° E l peso del oro necesari~ para formar una capa de 6/10 de milímetro 

de espesor alrededor de ella. DensIdad del oro: 19,26; den sidad del hierro cola-
do: 7,250 o. 
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• 1. o Volumen de la bala: 12 000 ~ 1655 172 cm' ~ -±- ,r' 

Radio de la esfera.-

• 2.0 Radio de la bala dorada: 

Volumen de la capa de oro: 

Peso del oro: 

7,25 ' 3 

r ~ ,,11655 ,172 x 3 ~ 7,33 cm 

" 4, 
7,33 + 0,06 ~ 7,39 cm 

4;, (7,39' _ 7,33' ) ~ 40,832 cm' 

p ~ 40,832 x 19,26 ~ 786,42 g 

1.156. S iendo la densidad media del g lobo te rráq ueo 5,44 hallar el peso 
de la tierra en millones de toneladas. 

Diámetro terrestre: 40000, .0 km 

Volllmen: 

Peso: 

v ~ , D ' ~ "'- (40000) ' ~ 40 00.0' km' 
6 6:t 6:-r-

p ~ 40000' x 5,44 ~ 5882352941176000 millones ton, 
6:-r2 

1.157. ¿Cuántas balas esféricas de plomo se fabricarán con 1 kg de este 
m etal, s iendo su diámetro 2 cm? D ensidad del p lomo: 7,25. 

Vol. de una bala: V = .l.. :rD3 = ...:!.. X 23 cm3 

6 6 

Peso: p = : x 23 X 7,25 

Número de baltH: --:-_-.01 0",0",0 __ ~ 3000 ~ 33 
1 29" 

- :'t x 23 X 7,25 
6 

1.158. U n globo esférico de tafetán barnizado mide 10 m de diámetro y 
pesa 250 g ramos el m etro cuadrado. Hallar: 

• 

• 

l.0 El peso de la envoltura. 
2. ° E: volumen del g lobo. 

1.° Area del globo: 
Peso de la e1l'l . .'oltIlYa: 

2.° Volumen del globo: 

A = 4;;,-2 = 4;; X 52 = 314 ,16 m 2 

p ~ 314,16 X 0,25 ~ 78,540kg 

V ~ A x -"- ~ 314,16 x 5 ~ 523600 m' 
3 3 ' 

1.159. ¿Cuál es el peso de una esfera de vidrio llena de agua, siendo 30 cm 
l.'! diámetro interior, 1 mm el espesor del vidrio y 2,64 la densidad del m ismo? 

Capacidad de la esfera." v = ~ :rD3 = :l ~ 3
3 

litros 
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Peso del agua contenida: 

Vol. del v idrio: 

Peso del v idrio: 

~ X 3,023 
- ~ X 33 = ~ (3,023 

- 33
) dm3 

~ (3,02' - 3') x 2,64 kg 

Peso total: P ~ ,,~3' + ~ (3,02' _ 3' ) x 2,64 ~ 14,889 kg 
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1.160. ¿Cuál es el volumen de la capa atmosfé rica que envuelve a la tierra, 
si su espesor es 1/60 del radio terrestre? 

Radio terrestre.-

Radio exterior: 

Vol . capa: 

V ~ b (61000)" _ 
3 h 

, ~ 40000 ~ 20000 km 
2;,: 71 

R 20 000 X 61 ~ 61000 kg 
6071 371 

h (20 000)" ~ 4 
3 " 

X \O 981 X lO" ~ 54943000 000 km" 
8h' 

1.161. Se ha dorado por galvanoplastia una esfera de 9 cm de radio y 
850 gramos de peso, y al saca rla del baño su peso ha aumentado 12 gramos. 
Siendo 19,258 la densidad de l oro, halla r el espesor de la capa de este metal. 

Volumen de lo esfera: ; :r X 93 = 3053,635 cm3 

Volumen del dorado: 12 
19,258 

0,623261 cm' 

Vol. de la esfera dorada: 305 3,635 + 0,623 261 ~ 3054,258 261 cm' 

Radio de esto esfera.- , ~ 
,p x 3054,258 261 9,00052 cm 

4" 
Espesor de la capa de oro: 9,00052 - 9 ~ 0,00052 c m 

1.162. El vacío de u na esfera de plomo hueca , cuyo diámetro tiene 5 cm , 
es de 5,45 cm3

• Hallar el peso de esta esfera si la densidad del plomo es 11 ,35. 
El t;olumen del metal es lo dtferencia enl're el volumen de la esfera y el volumen 

del vacío. 

Volumen esfera: 

Volumen del metal.' 
Peso del metal.' 

65,45 cm3 

65,45 - 5,45 60 cm' 
p ~ 60 x 11,35 ~ 681 g 

1.163. La figura 529 rep resen ta un sólido en el cual AC es la generatriz 
del cono ACBE, tangente a la esfera AO, de 11 cm de radio. Si OC m ide 25 cm, 
calcular (" ~ 22/7): 
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e 1. o La tangente AC. 
2. o La cuerda AB. 
3.° La altura del cono ACBE. 
4.° El volumen del mismo. 
5.° El volumen 'del sector esférico AOBD. 
6.° El área total del sólido. 
7.° El volumen total del só lido. 
8.° El ángulo AOB. 

AA---~9-----~B • 1.0 En 6 AOC: AC = .JCO' - AO' = 
= .J625 - 121 = 6.Ji4 = 22,45 c m 

• 

• 

• 

• 

o • 3.° En 6 AOC: AO' = OE X OC 

de donde: OE = AO' = 1lL cm 
OC 25 

N 

Fig.529 CE = OC - OE = 25 - JR = 504 = 20 16 cm 
25 25 ' 

2.° En 6 AOC: AE' = OE X CE = JR X 504 
25 25 

5.0 

6.° 
a) 

AE = 11 X 6.Ji4 = 66.Ji4 cm 
5 5 25 

AH = 2AE = 66.Ji4 X 2 =. 132.Ji4 = 19756 cm 
25 . 25 ' 

1 22 121 504 504 
Vol. cono ACB: v -= 3 X 7 X 25 X 25 ,x 25 = 2060,771 cm3 

Vol. sector AOBD: V = i X ;2 X 121 (11 - ~251 ) = 1561,706 cm' 

El área total del s'ólido se compone: 
Del área lateral del cono CAB: 

AL = ~ X AE X AC = " x 66.Ji4 
25 

X 6 'Í4 = rr X 66 X 6 X 14 cm' 
V l ~ 25 

b) Del área de la zona AN B: 

Z = 2nr X EN = In X 11 X ( 11 + 12
2
5
1 

) 2 ;:'1: X 11 X 396 cm~ 
25 

Area total: AT = 22 X 66 X 4 x 54 = 1792,18 cm' 
7 25 

• 7.° Vv[umen del cono: VI = 2060,771 cm3 [4.a solución] 

Vol. segmento ABN: V,:= JI: X EN2 (r ~ E~ ) 
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v ~ 22 X 396' X ( 11 - ~) ~ 4510 566 cm' 
, 7 25' 25 X 3 ' 

Vol. total: V I + V2 = 2060,771 + 4510,566 = 6571,337 cm3 

• 8.0 Cálculo de L AOB. a) Por la tabla de cuerdas 

AB ~ 19,756 ~ 1 796 
r 11 ' 

A este número corresponde el arco de 1280 20' . 
h) Por trigonometría: 

LAOB ~ 2 L AOE 

fog 44, 9 ~ 1,652246 } 
fog 22 ~ 1,342423 

fog tg AOE ~ 0,309823 

tg AOE ~ AE ~ 9,878 ~ 44,9 
. OE 4,84 22 

L AOE ~ 630 53' 46" 
L AOB ~ 1270 47' 32" 
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1.164. La figura 530 representa dos conos, ACD y BCD, de igual base, 
que t iene 16 cm de radio y cuya altura total es de 
43 cm. Hallar el radio de la esfera equivalente. 

1. o El volumen de cada cono es igual a la base 
común multiplicada por 1/3 de su altura; y la suma 
de los volúmenes es igual a la base común multiplicada 
por 1/3 de la SUnul de las alturas, que es de 43 cm. Luego 

v ~ n X 16' X 43 ~ 11 527 577 cm' 
3 ' 

2.0 Llamando r al radio de la esfera equivalente, 
tendremos: 

~ "r' ~ 11 527,577 

de donde 

13 X 11 527,577 ~ 14013 cm 
4n ' 

1.165. U na bola de madera de 128 mm de 

e o 

Fig. 530 

d iámetro se sumerge 44 mm en el agua puta. ¿Cuál es "la densidad de esta madera? 

Volumen esfera : 

Parte sumergida: 

V, ~ nh' (3R - h) ~ 
3 

n X 44' (3 X 64 _ 44) ~ " X 44' X 148 
3 3 

Densidad: D ~ n/3 X 44' X 148 
,,/6 X 128' 

0,267 
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EJERCICIOS DE RECAPITULACION 

Geometría del espacio 

1.166. ¿Cuántas pastillas de jabón de base cuadrada cuyo lado tiene 13 cm 
y 29 cm la altura podrán cab er en una caja cuyas d imensiones son las siguientes: 
1, 17 m, 0,9 m y 1,04 m, deb iendo reservar los 3f25 del volumen de la caja para 
el embalaje? 

Volumen de /0 caja.- 117 ' 90 x 104 

Espacio oCl/pado por el jabón: 117 x 90 X 104 X 22 
25 

Volumen de 11IIa pastilla de jabólI: 13 ,< 13 "" 29cm:1 

Número de pastillas.- 117 x 90 x 104 X 22 ~ 197 
25 x 13 X 13 x 29 

1.167. Durante una tormen ta cayó una f:apa de agua de 4 mm. Calcular 
el agua q ue llovería en un jardín de 25 m por 12 m y cuántas reg<ldcras de 8 litros 
cada una serían precisas para repartir la cantidad de agua equivalen te. 

Cantidad de agua: 
Número de regaderas .-

250 X 120 X 0,0+ ~ 1200 dm' 
1200, 8 ~ 150 

1.168. El espesor de la tierra laborable de una finca de 60 áreas es. por 
ténnino medio , de 0 ,3 m. Para mejorarla se le echan 1/120 de su volumen de 
cal que cuesta 46 pts los 100 kg; la labor sa le a 1,20 pts el mt . H alla r el gasto 
de la m ejora sabiendo que el metro cúbico de cal pesa 1700 kg. 

Vol. del sllelo laborable: 6000 X 0,3 = l 800 m~ 

Vol. de cal: 1800 120 15 m3 

Peso de la col: 1 700 x 15 = 25 500 kg 
P recio de la cal: +6 )( 255 11 730 ptS 
Para echarla,' 1,2 X 6000 7 200 pts 
Coste total , 1 I 730 -'- 7200 18930 pts 
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1.169. U na pradera de forma trapecial 
t iene las dimensiones siguientes: base menor . 
125 m ; altura , 60 m; los lados oblicuos t ienen 
65 y 75 m. Calcular: 

1.° El área ' de esta pradera. 
? o El volumen del agua necesaria para 

inund arla con una capa de 10 cm de altura. 
T racemos las papelldiculares BF y C E 

(figura 531); tendremos: 

EF ~ Be ~ 125 

B 

I 
A F 

Fig.531 

AF ~ V 65' - 60' ~ 25; ED = V75' - 60' = 45 

• 1.0 

• 2." 

AD ~ AF + FE + ED ~ 25 + 125 -'. 45 ~ 195 

A rea pradera: A = 

Volumen del aglla: 

195 ~ 125 " 60 ~ 9600 ro' 
2 

V ~ 9600 X 0,1 ~ 960 ro' 

407 

\ 
E D 

1.170. ¿Cuál es el área que se cubriría con el desarro llo de las caras de 
un cubo cuya arista tiene 50 cm ? 

o4rea total cubo : A = 6 x 50~ = 15 000 cm~ = 1,5 me 

1.171. U n terreno rectangular de 3500 m~ tiene 50 m de ancho. Por el 
otro lado, q ue linda con un camino, se levanta una pared de 1,5 m de alto por 
0,3 m de espesor, con una puerta de entrada de 2 m de ancha. Si el m 3 de mam 
postería cuesta 350 pts y los trabajos preliminares han costado 1200 pts en con
junto, ¿cuánto cuesta en total la tapia ? 

Longitud del terreno: 3500 : 50 ~ 70 m 
Longitud de mampostería: 70 - 2 ~ 68 m 
Volumen de la tapia: 68 X 1,5 X 0,3 = 30,6 m 3 

Precio: 
Coste total: 

350 X 30,6 ~ 10710 pts 
10710 + 1200 ~ 11910 pIs 

1.172. Los contrafuertes de un muro tienen la forma de un pnsma rec
rangular de 4,5 m de ancho coronado por un prisma triangular cuya base es 
rambién de 4,5 m. La altura total es de 7,5 m y la del rectángulo es doble que 
la del triángulo. Si el espesor de la p iedra es de 0,35 m, ¿qué volumen se necesita? 

7,5 X 2 5 m 
3 

Altura del rectángulo: 

Altura del triánglllo: 7,5 5 ? --,' m 
Area del rectángulo: 5 X 4,5 = 22,5 m' 

4,5 X 2,5 ~ 
2 

Area del triángulo: 5,625 m' 

Area total: 22, 5 + 5,625 ~ 28, 125 m' 
Volumen de piedra: V ~ 28,125 X 0,3 5 ~ 9,843 75 m ' 
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1.173. Se quiere construir una cisterna cúbica. ¿Cuáles son las d imen
siones que se le han de dar p ara que, llena hasta los 2{3, pueda contener 677,5 hI 
de agua? 

Llamando a a la arista, tendremos,' 

de donde 

2a' ~ 67750 dm' 
3 

1.174. ¿Cuál es el volumen de un cubo que tiene de área total 3,1974 m2 ? 

Arista del cubo: a = J3.1974 = O 73 m 
6 ' 

Vol. del cubo: v ~ O, 73' ~ 0,389 017 rn' 

1.175. Una pirámide de base cuadrada pesa 50 kg. Calcúlese su altura, 
si un lado de la base tiene 2S cm; esta pirámide es de bronce, y un centímetro 
cúbico de este metal pesa 9 gramos. 

Volumen de la pirámide: 50000 cm" 
9 

Area de la base: 25 X 25 = 625 cm 2 

Altura: h ~ 50 000 x 3 ~ 26 2 ~ 26 67 cm 
9 x 625 3 ' 

1.176. Un carbonero compra a razón de 7000 pts decastéreo, un montón 
de leña que tiene 7,5 m de largo por 3,25 m de ancho )' 2 m de alto. Con ella 
fabrica carbón que luego vende con una ganancia del 20 %. ¿A cómo venderá 
el saco de carbón de 8 dal si la leña se reduce a los 3/5 de su volumen? 

Vol. de la leña,' 7,5 X 3,25 X 2 = 48,75 m 3 = 4,875 decastéreos 
Precio de compra: 7000 x 4 ,875 = 34 125 pts 

5 

B 

Fig. 532 

Precio de venta: 

Volumen del carbón: 

120 x 34 125 ~ 40 950 pts. 
100 

48,75 x 3 29,25 m 3 = 
5 

= 2925 decalitros 

Precio del saco de carbón: 40 ~~~5 X 8 112 pts. 

1.177. Por un plano paralelo a la base se corta 
la p irámide SABC (fig. 532) en el tercio de la ari.sta 
a contar desde el vértice. ¿Cuál "será el volumen del 
tronco de pirámide ABC:QEF , si la pirámide deficiente 
S D EF t iene 3 m3 ? 
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Sea V el volllmen de la pirámide total SABC, y V' el volumen de la pirámide 
deficiente SDEF, a y a' las aristas correspo1/dientes; tendremos: 

luego 

Vol. trOllCO: 

:-!...~a' ~ E. ~ 27 
V ' af'3 p 

v ~ 27 V' ~ 27 X 3 ~ 81 m' 

V - V ' ~ 81 - 3 ~ 78 rn' 

1.178. Un dique de gran ito descansa sobre una base rectanguiar de 64 m 
de largo y 4 m de ancho. Por un lado es vertica l y su altura mide 5 m y por . e l 
otro lado está en forma de plano inclinado, de modo que este dique ti ene só lo 
2 m de ancho en la parte superior . H allar su vojumen. 

El dique tiene la forma de un prisma recto cuya base es un trapecio ,·ectállglllo, 
y la altura, la longitud del dique. 

V = (2 + 4) 5 x 64 ~ 960 rn', 
2 

1.179. U n ganadero t iene 18 vacas su izas, y para alojarlas quiere construir 
un establo colocándolas en una sola fila . Cada vaca n ecesita un espacio de 2, 5 
por 1,5 m , deb iéndose tener en cuenta que ha de haber un pasi llo detrás de las 
vacas de 1,5 m de ancho y que cada vaca necesita por término medio una cubi
cación de 24 m 3 de aire. Hállense las dimensiones interiores que debe tener 
el establo. 

L ongitud: 1,5 X 18 ~ 27 rn 
Anchura: 2,5 + 1,5 4rn 
Volumen: 24 X 18 = 432 m 3 

Area: 27 X 4 108 rn' 
A ltura: 432 108 4rn 

1.180. U n a aula ti ene 7 m de largo por 6,5 m de ancho y 3,8 m de altura. 
¿Cuánto hab rá que levan tar el techo p ara que los 36 alumnos y el maestro tengan 
cada uno 5 m3 de aire? 

Volumen de aire necesario: 5 X 37 185 m' 
Area de la base : 7 x 6,5 ~ 46, 2 mZ 

Altura de la aula: 185 46,2 ~ 4 m 
Habrá que levantar el techo: 4 - 3,8 ~ 0,2 m 

1.181. En una caja cuya anchura es los 2/5 de la longitud se echa agua 
hasto la altura de 28 cm ; entonces la caja contiene 2940 litros de agua. Calcular 
la longitud y la anchura. 

S ea x dm la longitud de la caja , la anchura será: 2x j5. 

Vol. del agua: x x 2x X 2,8 = 2940 
5 
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Longitud 

Anchura: 

b' 
D 
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,., ~ 2940 x 5 ~ 2625 
. 2 X 2,8 

x ~ V2625 51,23 dm 

2x 
5 

51 ,23 X 2 
5 

20,49 dm 

~-=-------,~IG 
H 

1.182. U n para lelepípedo rectángulo tiene de largo 
2,4- m , de ancho 1,6 m y de alto 1,3 m . H allar la lon 
gitud de cada una de sus diagonales. 

A 

• 

E 

8 

Fi R".533 

e 

Las diagonales de un paralelepípedo rectángulo SOl1 

iguales, y el cuadrado de cada lUlO es igual a la suma de 
los cuadrados de las dimensiones. 

T omando el dm por unidad y lIamalldo d a la diagonal , 

1.183. Calcular el volumen de un tronco de prism a 
triangular cuyas aristas miden 33, 38 Y 42 cm (figu
ra 533). Se sabe que una de las bases es perpendicular 
<1 las aristas y q ue tiene la fo rma de un triángulo equilá
tero de 13 cm de lado. Calcular también el área d e la 
f;egunda base. 

v ~ u:..y} X (33 + 38 + 42) ~ 169 x 113 v'3 ~ 275643 cm' 
4 3 12 ' 

• 2.° Por fas t:ertices E y F tracemos , en cada cara, rectas paralelas a los lados 
de la base. Cada lado de la base superior será la hipotenusa de 1111 Iriongulo rectángulo 
en el cual WI caleta es igual al lado del triánglllo equilátero de la base, y el otro a 
la diferencia de dos aristas la terales c0 11Secllf.i1..'as. 

a' ~ V 13' -' (38 33)' ~ V '16- 9- +-2-5 ~ 13,92 cm 

b' ~ V 13' + (42 - 38)' ~ .J169 16 ~ 13 ,60 cm 
c' ~ .J13' + (42 - 33)' ~ .J169 - 81 ~ 15,81 cm 

A " a de esta base: A ~ .Jp (p - a) (p - b) (p - c) 

A ~ .J21 ,66 X 7,74 X 8,06 X 5,85 ~ 88,91 cm' 

1.184. Se q uiere construir un aljibe de 1299,375 hl de capacidad; es te 
aljibe ha de tener la forma de un pa ralelepípedo cuyas dimensiones sean entre sí 
como los números 4, 7 Y 11 . Calcular estas dimensiones. 

L as dimensiones pueden representarse por 4x, 7x y 11 x. 

Volumen : 4,\' X 7x X 11 .'\.' = 308.\.3 = 129,9375 m 3 

x ~ ,/129,9375 ~ 075 
\/ 308 ' 

Dimensiones: 0,75 X 4 = 3 m; 0 ,75 X 7 = 5,25 m; 0,75 X 11 8,25 m 
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1.185. En una caja cúbica de 8 cm de lado se echa agua hast<t un<t altunl 
de 10 cm y pesándola se ve que pesa 752 gramos. Se introduce en el agua una 
piedra de modo que quede completamente sumergida, y entonces el agua se 
eleva hasta 11 ,5 cm y e l peso de la caja es de 992 gramos. Se desea saber: 

1.0 El volumen de la piedra. . 
2.° El peso y la densidad de la misma. 

• 1. o El 'l/o/umen será: 
• 2.° El peso: 

La demidad: 

8 x 8 X 1,5 = 96 cm3 

992 - 752 ~ 240 g 
240: 96 ~ 2,5 

1.186. U n bloque de piedra cubico que tiene 0,6 m de lado y cuesta 650 pts 
el metro cúbico, le mandamos tallar en todas sus caras a ISO prs el metro cua
drado, ¿a cuánto sa le esa piedra tallada? 

Volumen del bloque: 0,6: ~ 0,216 m' 
Precio del bloque: 650 X 0,216 ~ 140,4 pts 
Area de las caros: 0,6' X 6 2, 16 m ' 
P"ecio de la taIJa : 150 X 2,16 ~ 324 pts 
Precio total : 140,4 + 324 ~ 464,4 pts 

1.187. Con un bloque de piedra de 1,35 m de largo por 0,8 m de ancho 
y 0,6 m de alto se fabrica una pila , dejando 
un borde de 0, 12 m a los lados y 0 ,24 m en 
el fondo (fig. 534). ¿Cuánto cabe la pil a? 

Largo de la pila: 
Ancho: 
Alto: 

1,35 - 0,24 ~ 1,11 m 

0,80 - 0,24 ~ 0,56 m 
0,60 - 0,24 ~ 0,36 m 

v ~ 1,11 X 0,56 X 0,36 ~ 223,776 litros 

1.188. Cavamos un pozo cúbico de 1,6 m 
de lado. La tierra extraída aumenta l f4 dl' 
yolumen y se la esparce en un terreno dl' Fij¡'.5J.1-
+ áreas. ¿Cuál será el espesor de la capa dl' 
t ierra que se forma y cuánto habría que alargar l:l pozo para que el espesor lk 
tierra fuera de 2 cm no cambianuo la anchura y profllndidad del pozo? 

Volllmen del po:;o: 

El de la tierra será: 

• 1. o Espesor de la capa de tierra: 

• 2.° Para UII espesor de 2 cm, e['l:olumeu sería: 

Volllmeu del po:;o en lal caso: 

LOllgitlld de/ mismo: 
Hahría que prolollgarle en 

1,63 = +,096 m 3 

4096 X 5 ~ 5 12 m' 
4 ' 

5,12: 400 ~ 0,0128 m 

5, 12 X 2 ~ 8 
1,28 

~~ 64 
5 ' 

6,4: 1,6' ~ 2,5 
2,5 - 1,6 ~ 0,9 

m' 

m' 

m 

m 
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1.189. Deseamos construir un estanque rectangu lar de 1,5 m por 1,2 m 
de base interior. ¿Qué profundidad h abrá que darle para que quepan 2700 litros 
de agua? 

Base: 
Altura: 

1,5 x 1,2 = 1,8 m2 

2, i : 1,8 = 1,5 m 

1.190. ,¿Cuál es en kilogramos la presión de la atmósfera sobre una super
ficie octogonal regu lar de 3 cm de lado, cuando el barómetro marca 76 cm? 
Densidad del mercurio: 13,6. 

Esta preúón es igual al peso de lino co[¡m!11O de mercurio CIIya base es la su
perficie que recibe la presión, y cuya altura es la del barómetro. 

Area del ociógono regular, en función del lado: 

A ~ 2f (1 + V2) (GEOM. 581) 

Peso: P ~ 2 x 0,09 (1 + V2) x 7,6 x 13,6 ~ 44,915 kg 

1.191. ¿Cuál es el lado del cubo equivalente a una pirámide que tiene por 
base un triángulo equilátero de 4 cm de lado y por altura la del triángulo equilá
tero que le sirve de base? 

Sea l el lado del triángulo equilátero de la base. 

Vol. pirámide: v ~..!.. x J:..:ii x GLi ~ 31' ~ "-
3 4 2 24 8 

Lado del cubo equivalente: a=# =f = ~ =2cm 
1.192. Un cartón cuya forma es la de un triángulo equilátero de 24 cm 

de lado se pl iega en sus t res ángulos para formar un tetraedro regular. H allar 
el volumen de este tetraedro. 

El triángulo equilátero dado es el desarrollo del tetraedro regular pedido; luego 
la arista a de este tetraedro será igual a la mitad del fado del triángulo equilátero, 
)' Sil volumen será (GEOiVI. 838): 

V ~ .!t..di ~ 12' V2 ~ 12' V2 ~ 203645 cm' 
12 12 ' 

1.193. El lado de un tetraedró regular tiene 24,96 m. Calcular su volumen 
y el radio de la esfera inscrita. 

• 1.0 V ~ a' -Ji ~ 24,96' -Ji ~ 1832594 rn' 
12 12 • 

(n.O 901) 

• 2.0 Las alturas del tetraedro regular se cortan en el PUf/to que está a los 3/4 
de cada llllO de ellas, a partir del vértice (GEOl\·1. 868). Luego el radio de la esfera 
inscrita es 1/4 de la allura. 

Altura: 

Luego 

/¡ ~ a-Ji, 
3 

r ~ a -Ji, ~ 24,96 X 2,4495 
12 12 

(n O 901) 

~ 5,0949 III 
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1.194. Un estanque circular de 3,5 m de radio está. rodeado por una verja 
que ha costado 250 pts el metro lineal. Si m andamos reparar el fondo del es
tanque a razón de 100 pts el metro cuadrado, ¿cuánto costarán las reparaciones, 
cuánto habrá costado la verj a y qué cantidad de agua contiene cuando sube el 
nivel a 0,5 m? 

• • 
J.O 
2.° 

CirClmferencia de la verja: 
Precio de la misma: 
Area del Joudo del estanque : 
Precio de las reparaciones: 
Contidad de agua: 

3,1416 X 7 = 22 m 
250 X 22 = 5500 pts 

3, 5' X 3,1416 = 38,4846 m' 
100 X 38,4846 = 3848,46 pIs 
38,4846 X 0,5 = 19,242 m ' 

1.195. Una piedra que pesa 75 kg Y cuya densidad es 2,5, tiene la form a 
de un prisma exagonal regu lar de 30 cm de altura. Presenta un hueco c-ilíndrico 
cuyo ele es el del prisma y cuyo diámetro es igual a los 2!S de l lado del exágono 
de la base. Calcular la longitud de este lado. 

Sea 1 el lado del e:\:ágollo de la base y h la altura del prisma. 

Radio del hueco cilindrico: l : 5 

Volumen del prisma: 3(- v3 X h 
2 

Volumen de la parte cilíndrica: :Tr X /¡ 
25 

Vol.-piedra: 3(- v3h _ ~fh = fh ( 3 v3 _ -"-) 
2 25 2 25 

En decímetros cúbicos este 'volllmen es: 75: 2,5 = 30dm3
. 

Luego 3f ( 3 v3 _ -,,- ) = 30 
2 25 

(' (2,598 075 - 0,125664) = 10 

1 I 10 10 = .J404463 = 20111 dm 
= y 2,598 075 - 0, 125664 = 2,472 441 ' , 

1.196. Se constru)re u n pabellón que tiene la forma de un prisma exagonal 
de base regular y que remata en una pirámide regu lar cuya base es la base su
perior del prisma. Toda la superficie exterior del pabellón se ha pintado a razón 
de 10 pts el m2 . Se sabe: 1.0 que el gasto total por esta pintura es de 14580 pts; 
2.0 que la altura del prisma es el duplo del lado de la base; 3.° que la altura de 
uno de los triángulos isósceles que fonnan las caras / laterales de la pirámide 
es los 2f3 de la altura del prisma. Calcular: 

1. ° El lado de la base. 
2.° La altura del pabellón. 

• 1.0 Sea 1 el lado de la base del pabelló1I, la altura del prisma será 2/, y el 
área lateral 61 X 21 = t 2P. 

Apotema de la pirámide: 2 X 21 
3 

41 
3 
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Area lateral de la pirámide: 

A rea exterior total del pabellón: 12f ...;... 4r- = 16f-

Luego 16(' ~ 14 580 ~ 1458 m' 
10 

1 ~ ) 1458 ~ 9 S4 m 
16 ' 

• 2.0 Cálculo de la altura de la 
UII triángulo rectángulo cl/ya hipotenusa 

pirárnide. -- Esta a/tllra es U11 caleto de 
es la apotema de la pirámide 4/3, -" el 

otro cafeto es la apotema del pO/~~OIlO de /0 I 10 'Jase, o sea 2 

II/ego /¡ 

/¡ 

Altura total: 

9,54 X VD 
6 

J3 71 ' ~ 1 VD 
36 6 

9,54 X 6,083 
6 

9,671 - 2 x 9 ,5+ 

9,671 m 

28,75 m 

1.197. Se quiere hacer con cartón U11ll cesta cuya forma es la de una pini

G 

\ O 

E~ 
O 

Fig. 535 

ABCDE y de cinco 

Area pentágo1lo : 

Según GEOM. 460: 

F 
mide t runcada regular de bases paralelas (fig. 535). 
La base infer ior es un pent.:igono regula r inscrito en 
un círculo de 3 cm de radio; las caras laterales son 
trapecios iguales, en los cua les la base mayor tiene 
7 cm y la altura 35 mm. Trazar la base y las caras 
laterales que se suponen desarrolladas en el papel, 
como si se tratara de hacer la cesta. Calcular en mm2 

la superficie de car tón que se necesitará. 
• 1. ° Para obtener la base o JOl/do de la cesta se 

e i1lScribirá 1/11 pentágono reglllar ell /lila circllIIJerellcia 
de 3 cm de radio. 

Para obteller las caras laterales hay que cOl/Struir, 
sobre cada lado del pelltágono , 1111 trap('cio isósceles, tal 
como el ABFG, de 35 mm de allllra y cuya base Sl/
perior tenga 7 e11l. 
• 2.° El desarrollo se compone del pentágono 

trflpaios igl/ales al ABFG. 

5 x AB x OS 
2 

AB ~ .R ylO - 2 0 ~ 30 X 2,351 
2 2 

(1 ) 

35 ,265 mm 

EH l:> ASO, OS' ~ AO' - AS' 

AS' 
R' ~ - (10 - 2 0) 
16 



EJERCICIOS DE RECAPITULACIÓN 415 

R ' R2 
OS' = R' - ~ (10 - 2 V;) = - (6 + 2 ,15) 

16 16 
Luego 

OS = ~ ..)6 + 2 V; 
4 

sustituyendo en (1): Al = ~ X ~ ~10 - 2 Js X ~ ~6 + 2..j5 

A, = 5R' "¡(l 0 - 2 V;) (6 + 2 V;) = SR' "¡1O - 2V; 
16 S 

Pa,. R = 30 mm: A, = S X
8

30' ,J14,4722 = 45
S
00 x 3,804 = 2139,75 mm' 

Area trapecios: 

Area cartón: 

A"" = 70 + 35,265 X 35 x 5 = 92106875 mm' 
·2' 

A = 2139,75 + 9210,69 = 11 350,47 mm' 

1.198. Calcular el volumen de un tronco de pirámide regular de bases 
paralelas; la base inferior es un exágono de 80 cm de lado. El lado de la base 
superior tiene 40 cm y la altura del tronco 12 cm. 

v = -"- (B + B' -'- .y'i3if) 
3 

Llamondo 1 Y r a los lados de las bases y S/lstituyendo tendremos: 

B = 31" .Ji B ' = 3/".Ji 
2 Y 2 

h (3/' IJ 3/".Ji Jr3/-'-.Ji~3C--3-1" -0-=3) 
V =-~;- --- -+ --- x - --

2 2 2 2 2 

V = -"- (3(' .Ji + 31" 0 + 31/' 0) 
3 2 2 2 

V = h.Ji (1' + r' + 11') = 
2 

= J..:j- ,J3 (8' + 4' -'- 8 X 4) = 116,39 dm" 

1.199 . U n obel isco tiene la forma de un tron!..·\! 
de pirámide de base cuadrada (fig. 536). La base in 
ferior tiene 1,2 m de lado, la superior 70 cm y la altura 
15 m. El tronco remata en una pirámide regular cuyas 
caras laterales son triángulos equilútl..'rn:-;. H all<1r (,1 
"olumen del obelisco. 

• 1.0 Volumen del tronco : 

V, = -"- (B + B + .JBB') 
3 

V, = 50 (12' t 7' -+ 12 X 7) = 13 850dm' 

s 

A' 

Fig. 536 

B' 
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• 2.0 Volumen de la pirámide en que remata el obelisco. -.Sea 1 el lado de la 
base superior del t ronco. La altura a de la pirámide es un cateto del triángulo rec
tángulo SHA, en el cual 

SA ~ I y 

Volumen pirámide: 

AH = 1 ¿ (mitad de la diagonal AC). 

l' Vo ~ - X 
- 3 

IVz l ' Vz 
-2- ~ -6-

o sea: Vo~ 7' Vz ~ 343 X 1,4142 ~ 80,845 dm' 
- 6 6 

Volumell total: v ~ 13850 + 80,845 ~ 13 930,845 dm' 

1.200. Un barra de oro puro tiene la forma de una pirámide regular cuya 
base es un exagono regular de 5 cm de lado y el área lateral es igu21 a 7 veces 
la de la base. Calcular la altu ra de la pirámide, su volumen, su peso y su valor. 
Densidad del oro: 19,36. Valor del kg de oro puro: 37 200 pts. 
• 1.0 Llamemos 1 al lado del exágono de la base. 

Area de esta hase: 

Area lateral.-

Apotema pirámide: 

AL ~ 3[' v'3 X 7 ~ 
2 

211' v'3 
2 

ap ~ 211' h 
2 

- 31 ~ .J.!.di - 2 

La altura h de la pirámide es 1/11 cateto del triángulo rectángulo wyq hipote
nusa es la apotema de la pirámide, y el 011'0 cateto La · apotema del exágono que es 

igual a 1 f 
h' ~ ( 71f ), _ (1 v'3), ~ 147/' _ 3[' ~ 144[' ~ 361' 

2 4 4 4 

-h ~ .J36f- ~ 61 ~ 6 X 5 ~ 30 cm 

• 2.° Volumen de la pirámide: V ~ B x .!!.. 
3 

v ~ 31' v'3 X §l ~ 3[' IJ ~ 3 X S' -ví ~ 649 5 c m ' 2 3 V.J • 

• 3.0 Peso: 
• 4.0 Valor: 

19,36 X 649,5 ~ 12574,32 g 
37200 X 12,574 ~ 467752,80 pIs 
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1.201. L a altura de una pirámide es de 5,4 m ; la base es un cuadrado 
de 2,25 m de lado. Parale lamente a la base se traza un plano que determina 
en la pirámide una sección de 3,24 m 2

• H allar la distancia de esta sección a la base. 
Designando por h la altuYa de la pirámide, por B eL área de la base, por A el 

área de la sección, y por x fa distancia de esta secúó" al vértice, tendremos: 

de donde J A X h ' 
.'t' = B 

Sustituyendo: x = )3.24 X 5.4
2 

= 43 2 m 
2,252 

' 

Distancia ped,:da: 5,40 - 4,32 ~ 1,08 m 

1.202. El fond o de un foso es un rectángulo d e 2, 1 m de largo y 1 m de 
ancho. La cara superior, también de forma rectangular tiene 3,15 m de largo 
y 1,5 m de ancho. 1.° Demostrar que este foso tiene la fonna de un tronco de 
p irámide de bases pa ralelas y 2.° ca lcu lar su capacidad en hl si su profundidad 
es de 1,5 m. 
• 1.0 Sea ABCD la cara inferior y A 'B 'C'D ' la cara superior. 

las caras 

• 2.° 

Luego AB ~ Be 
A 'B' B'C' 

S01l, por tanto, polígonos semejantes paralelos. 
V ~ 15 /3 (21 X 10 + 31,5 X 15 + .J"'2"I'"'X= I-=O- X- 3"I:-,=-S-X----:l-=5) dm' 
V ~ 5 (210 - 472,5 + 31S) ~ 4987,S dm' ~ 49,875 hl 

1.203. D ad o un tronco de pirámide triangular cuyas bases t ienen 10,24 m 2 

y 6,25 m2 y cuya altura es de 4,2 m , hallar el volumen de la pirámide formada 
por la base menor y la prolongación de las caras laterales del t ronco. 

Llamemos B y B' a las bases del trouco, h a Sil altura, y x a la altura de la 
pirámide buscada. 

Tendremos: B 
B ' 

(h + x)' 
,,' 

de donde: o sea h 

por tanto: x ~ ---c=h,..,0f,-,B,,-'=-
VE - 0f 

Tomando por uuidad el dedll/etTo, telldrelllos: 

42.J625 .". = 
.J 1024 - v'625 

42 x 25 
32 - 25 

150 dm 

V o/umen de la pirámide: V ~ 625 x 1 SO ~ 31 250 dm" 
3 



418 GEOMETRÍA DEL ESPACIO 

1.204. Calcular el peso de una barra de metal de 11 ,35 de densidad , si 
su fonna es la de un cono recto cuya generatriz tiene 36 cm y la circunferencia 
de la base 84 cm. 

Radio: 

Altura: 

Peso: 

r ~ 84 ~ 42 ~ 42 X ~ ~ 42 X 0,3183 ~ 13,37 cm 
27l n Jt 

h ~ .)36' - 13 ,37' ~ .)49,37 X 22,63 ~ 33,42 cm 

v ~ nr'h 
3 

n X 13.372 
X 33,42 = 6256 cm 3 

3 

p ~ 11,35 X 6256 ~ 71 005,60 g ~ 71,0056 kg 

1.205. Con oro se hace una pirámide cuadrangular regular cuya base tiene 
por radio 86 cm y cuya apotema es de 5,76 m. ¿Cuál es su peso si el oro tiene 
por densidad 19,25? ¿Cuál sería el radio de la base de un cono recto de 1,86 m 
de altura y cuyo volumen fuera el de la pirámide? 
• 1. o Siendo regular la pirámide, su base es un wadrado cuyo lado es igual 

a 86h cm. 

Altura pirámide: h ~ ,,¡ 576' - (43 h l' ~ 572,78 cm 

Area base: (86 h l' ~ 86' X 2 ~ 14792 cm' 

Volumen pirámide: V ~ 14792 X 572,78 cm' 
3 

Peso: p ~ 14,792 x 572,78 X 19,25 ~ 5436560 kg 
3 ' 

• 2.° Vol. cono: v = nR 2h = 7l R 2 X 186 14792 X 572,78 
3 3 3 

W 14792 x 572,78 
186" 

R ~ J14 792 x 572,78 
186" 

log. 14 792 ~ 4,170027 
log. 572,78 ~ 2,757988 

log. 186 ~ 2,269513 
log. 71 = 0,497 150 

log R ~ 

6,928015 

6,928015 - 2,766663 
2 

R ~ 120,41 Cnl 

2,766 663 

2,080676 

1.206. U n rectángulo ABCD, girando alrededor de CB, engendra un 
volumen ECDABF (fig. 537); el arco descrito desde el extremo A del lado DA 
es igual a 30° 30'; el lado CB del rectángulo tiene 5 m , y 3 ro el lado AB. Hallar 
el volumen así engendrado. 
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El volumen engendrado puede considerarse como un prisma cuya base fuese 
el sector DCE; su volumen será: 

v = sector DCE x CB A .----___ -,.,8 

v ~ ~AB' x 30,50 X CB 
360 

y ~ 9" x 30,5 X 5 ~ 11 977 3S m ' 
360 ' 

Otra solución. - Teniendo este sólido la misma altura 
que el cilindro, si representamos su volumen por V', y por V el 
del cilindro, resultará,' 

Pero 

Luego: 

V ' 
Y 

30.5° 
3600 

61 
720 

v = n X 32 X 5 = 45n 

Y' ~ 45~ X ~ ~ 61 " ~ 11 977 3S lIT' no 16 • 

F 

D e 

E 
Fig. 537 

1.207. Con tafetán que pesa 250 gramos el metro cuadrado se quiere 
fabr icar un globo esfé rico de 904,78 m 3 de capacidaq. Hallar el p eso del tafetáii 
empleado. 

Tenemos: 4nR
3 

= 90478 m 3 

3 ' 

de donde: R ~ '/ 904,78 X 3 
V 4n 

{/216 ~ 6 m 

Area del globo: A = 4:r:R2 = 471 X 62 = 144n m 2 

Peso del tafetán: p ~ 0,25 x 144" ~ 113,097 kg 

1.208. El peso de una esfera de cobre es de 26,364 kg; siendo 8,788 la 
densidad del cobre, hallar el área de esta esfera. 

Volumen de la esfera: 

Luego: 

de donde: 

V ~ 26,364 ~ 3 dm' 
8,788 

4nR3 = 3 
3 

R ~ / "9 ~ 0895 dm \/4; , 

Area: A = 4:r:R2 = 4;r. X 0,8952 = 10,06 drn2 

1.209. U n depósito semiesférico t iene 50 hl de capacidad . Calcular su 
diámetro interior. 
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Llamando d al diámetro de este depósito, tendremos: 

~ ::uP 
6 

d ~ / 60 \/ --; 

50 X 2 ~ 100hl ~ 10m' 

log 60 ~ 1,778151 
log ,, ~ 0,497 150 

1,281 001 

• 

log d ~ 1,281 001 ~ 0,427000· 
3 ' 

d ~ 2,673 ro 

1.210. Un triángulo rectángulo cuya hipotenusa es de 6 cm y uno de 
los ángu los agudos de 60°, gira alrededor del lado opuesto al ángu lo de 60°. 
¿Cuál es el volumen engendrado, si el triángu lo ha dado la vuelta completa? 

Este triángulo es la mitad del triángulo equiLátero cuyo lado tiene 6 cm; por 
tallto, el radio del cono obtenido es igual al: 2 = 3 cm; la altura del CallO es igual 

a -Lvi 
2 

v ~ ~ "R'h ~ -"- X !..'.. X J... -/3 ~ ,,1'.J3 
3 3 4 2 24 

sustituyelldo V ~ " X 6' .J3 ~ 9".J3 ~ 48 972 cm' 
24 ' 

1.211. Una cúpula semiesférica tiene 7,5 m de diámetro interior y el es
pesor de la mamposte ría es de 50 cm. ¿Cuál es el precio: 

1. o De la mampostería, si cuesta 49 ,8 pts el metro cúbico. 
2.0 E l precio de la p in tura de la cúpula a razón de 32 pts el m 2 ? 

• 1.0 Radio interior: R = 7,5 : 2 = 3,75 m 

• 2.° 

Radio exterior : R' = 3,75 + 0,5 = 4,25 m 

VO/llmen: V = 

Precio mamposteria: 
Area de la cúPllla: 
Gasto pintura: 

2j' (4,25' - 3,75') ~ 50,328 

P ~ 49,8 X 50,328 ~'2506,32 
A ~ 2 X " X 3,75' ~ 88,36 

G ~ 32 X 88,36 ~ 2827,52 

m' 

pIS 
m' 
pIs 

1.212. La circunferencia de la base de un cono recto tiene 6,6 m y las 
generatrices forman con el plano de la base un ángulo de 60°. Calcular el volumen 
y el área total del cono (.-r = 22/7). 

Radio de la base: r ~ 66 ~ 33 dm 
2:-1 :l 

La sección seglÍn el eje es tul triánglllo equilátero; la genera tri::: es igual al 
diámetro de la base, o sea: 

y h ~ 1.J3 ~ 33.J3 
2 , 
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v _ 2- x ~ X n..fl_ 33' x II V3 
3 JI2 JI 71;2 

33' x 11 x 7' Yl _ 
22' 

_ 9 x 11 x 49 Yl _ 2100 483 dlll' 
4 ' 

33' 3·33'·7 AT = :rr -(1 + r) = 1rr·3r = 3 ::rr = 3 n ' --;;¡- = 22 1039,5 dlll' 
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1.213. Una esfera tiene 3 cm de radio. ¿A qué distancia del centro ha de 
trazarse un plano para que· la sección que resulte sea 1/3 del área de un círculo 
máximo? 

Sea DE (fig. 538) el radio de la sección; sea x la 
distancia OD. e 

Area sección: :7DB2 = :7 (R2 _ .\.2 ) 

x 
Luego 

o 
R' _ .\'3 R' 

3 

x' R' R' 2R' - 3 3 E 

/f-R' J+ Jf 0 -- - R - - 3 - - V 6 - 2 ,4495 cm 
3 3 3 ' 

Fig.538 

1.214. La arista de un cubo es de 35 cm. Calcular (:7 = 22/7): 
1.0 El área de la esfera circunscrita a dicho cubo. 
2. o Su peso, si es de hierro. D ensidad del hierro: 7,8. 

R 

• 1. o El radio de la esfera circu1tScrita es igual a la mitad de lo diagonal del cubo. 
Designando la arista por a, y por d la d1:agonol, tendremos : 

d - aV3 de dOllde 

Area: A = 4 :7R2 = 4:7 ( a f t = 3::ra2 = 3 X 2; X 35
2 

11 550 cm~ 

• 2.0 V _ 4~R' _ 437 ( a f ), _ ~a'2Yl 22 ~ ~5~ -13 

116693,5 cm' 

Peso: P - 116,6935 x 7,8 - 910,2093 kg 

1.215. Considerando la tierra como si fuera esférica, hallar en hectáreas 
el área de la zona comprendida entre los paralelos situados en el hemisferio 
norte, el uno a 450 y el otro a 300 de latitud (fjg. 539). 
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Area de la zo"a: z = 2rrRa 

o ~ AO ~ 00 - OA 

o 
00 ~ R V2 y OA ~ ~ 

2 2 
pero 

z ~ h R ( R f2 - ~ ) ~ , R' (V2 - 1) 

20000' X 0,4142 
Fig. 539 z = n X (

40000)' 
h 

x 0,4142 

2 log 20 000 ~ 8,602060 
log 0,4142 := 1,617210 

colog JI = '[ ,502 850 

log z ~ 7,722 120 

z ~ 52737560,98 km' 
Z ~ 52 737 560 98 ha 

1.216. Al echar en un vaso ll eno de agua 3 esferas metálicas cuyos d iá
metros son entre sí como los números 3, 5 Y 7, se derraman 3,96 di de agua. 
Calcular el volumen de cada una de dichas esferas y el diámetro de la menor. 

Volumen de las tres esferas: 396 em3
. 

• 1. 0 Siendo los volúmenes proporcionales a los cubos de los diámetros, hay 
que div idir 396 proporcionalmente a 33 , 5 3 y 73 , o sea a 27, 125 J' 343. 

o sea 

Los volúmenes respectivos serán: 

396 X 27_ 
495 

396 X 125 
495 

396 X 343 
495 

4 X 27 = 21 6 cm3. 
5 ' , 

4 X 125 
5 

4 X 343 ~ 274,4 cm' 
5 

• 2_' Volumen de la esfera menor.- ~ , 0 ' ~ 21,6 

O ,/21,6 X 6 
\1 , <1 129 ,6 , 

log 129,6 ~ 2,112605 
lag:r = 0,497 150 

1,615455 

Diámetro de la esfera menor: 

log O ~ 1,615455 ~ 0,538485 
3 

O ~ 3,455 cm, 

1.217. ¿Cuáles son las dimensiones del medio hectolitro de madera que 
se usa en el comercio? 

Llamando R al radio de la base, la altura será 2 R. 

V = :"1R2 X 2 R = 2:rR3 = SO dm3 
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j!5 R ~ ,- ~ l,996dm 
n 

2R ~ 1,996 x 2 ~ 3,992 dm 
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1.218. El cuerpo del areómetro de N icholson esta formado por un cilindro 
que tennina en dos conos de igual base; su longitud total es d e 20 cm y la altura 
de cad a cono es el tercio de la del cilindro. H alla r el radio de la base del cilindro, 
sabiendo que el volumen tota l del cuerpo del areómetro es de 934,437 S04 crnJ • 

Si a es la altura de cado COIl0, la del cilindro será 3a; total, 5a. 

Altura de cada CQIlO: 

Alturo del cilindro: 
20:54cm 

4 x 3 = 12 cm 

Llamando x al radio buscado, 

2V¡ = 4:r:r X 2 = 8.Tl.\,!l 
3 3 

Vol. C0110S: 

Vol. cilindro: V 2 = 12:r.\.2 

Volumen total: 8:rr + 12:l:Y = 44n.\.!! = 934 437504 cm 3 
3 3' 

x ~ /934,437 504 X 3 ~ v'20 28 ~ 45 cm 
"" 44:r ,. 

1.219. El radio de un cí rculo menor trazado en una esfera (fig. 540) es 
de 39 mm; la d istancia rectilínea de un punto de su circunferencia a su polo 
tiene 65 mm. Calcu lar el radio de la esfera. 

IP ~ v'PB' -- lB' ~ -./65' -- 39' ~ -./104 X 26 ~ 52 m m 

PB' ~ IP X PP' 

P de donde PP' ~ PB' ~ 65' ~ 81 25 mm 
IP 52 ' 

Afc-----f---l""'---"),IB 
R ~ 81225 ~ 40,625 mm 

o E o M e 

P ' A 

fig.54O fjg . 54-1 

1.220. Una caldera se compone de un ci lindro ABen (fig. 541) Y dos 
casquetes esfér icos idénticos AED y EFC. Si el radio del cilindro es de 40 cm 
V la longitud del mismo es de 200 cm, se d~sea conocer: 
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1.° La altura HF = l E de los casquetes, teniendo presente que el radio de 
la esfera a la cual pertenecen dichos casquetes es OC = OF = 50 cm. 

2,0 El área total de la ca ldera. 
3.0 E l rad io R J que tendría una esfera de igual ¡írea que la caldera. 

• 1 y Tracemos, desde el centro O de la esfera a la cual corresponde el casquete 
BFe, la perpeudicular OM sobre CD. 

En "' OMC: MC ~ OH ~ ';50' - 40' ~ 30 cm 
de donde HF ~ OF - OH ~ 50 - 30 ~ 20 cm 

• 2.° El área total de la caldera se compone del área Al del cilindro ABeD, 
aumentado del área A 2 de dos casquetes iguales a BFe. 

Al = 2;r X 01\11 X CD = 2:r X 40 X 200 = 50265,6 cm2 

A2 = 2 X 2:1 X OF X HF = 4:1 x 50 X 20 = 12566,4 cm2 

Area total: Al + A2 = 50265,6 + 12566,4 = 62832 cm2 

• 3.0 Se tiene: 

de donde: 1 --;--,,-62,,-;;,,83:-,2~ ~ 707 cm 
4 x 3,1416 

1.221. La sección de un canal tiene la forma de un trapecio isósceles 
cuyas bases t ienen 3,15 m y 1 ,65 m y la altura 2,5 m . Este can al está lleno hast~ 
los 4 /5 de su altura y la velocidad de la corriente es de 34 cm por segundo. Calcular 

el tiempo necesario para que el agua circulada 
A H L B llene un depósito que tiene la fonna de un cono 

tru ncado de 6,3 m de profundidad, si los radios 
\='c:¡t=~6-'==='==tF de las bases son de 25 y 16 m (:r = 22 /7). 

Sea ABDC (fig. 542) la sección del canal; 
EF representa el nivel del agua. 

CI ~ -±- x CH ~ 2,5 x 4 ~ 2 m 
5 5 

e D T racemos CL paralela a DB: 
Fig. 542 LB ~ OF ~ CD ~ 1,65 m 

AL ~ AB - LB ~ 3,15 - 1,65 ~ 1,5 m 

"' CEO~ "' CAL, por tanto 

al ser e l = CH x 4 será 
5 

EO ~ AL x -±- ~ 1,5 )( 4 
5 5 

1,2 m 

EF ~ E ° + OF ~ 1,2 + 1 ,65 ~ 2,85 m 

El volumen del agua que pasa por segundo es igual al volumen del prisma lí
quido cuya base es el trapecio EFDC, y cuya altura es la velocidad de la corriente, 
0,3411/ . 

v ~ 2,85 + 1,65 x 2 x O 34 ~ 1 53 m' 
2 " 

Volumen del depósito : VI = 22 x 6,3 (252 + 16~ + 25 x 16) = 8454,6 m 3 

7 X 3 
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Tie mpo n ecesario: 8454,6 = 5525,8 seg = 1 h 32 m 5,8 s 
1,53 
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1.222. ¿Cómo ha de cortarse una hoja de papel para formar una pantall a 
tronco-cónica que tenga 23 cm de d iám etro de abertu ra superior y 35 cm de 
abertura inferior, si su generatriz es de 18 cm? 

El cono entero desarrollado doria un sector de círculo; calC/llemos el radio 
y el ángulo de este sector . 
• 1. ° El radio de este sector es la generatriz del COIlO. 

Sea SAB la secciól1 recta del C01l0 JI CE el radio de esta sección (fig. 543). 

CE ~ 23 ~ 1 15cm· 2 ' , AF ~ 35 ~ 1- 5 2 /, cm; 

6 SEC ~ 6 S FA, luego, SC 
SA 

CE 
AF 

Sea x la distancia SC; sustituimos: 

__ "'_ = l.!.d. 
18 + ", 17,5 

de donde: x = se = 34,5 cm 

SA ~ 34,5 -'- 18 ~ 52,5 c m 

• . 2.° Sea nO la abertura del arco. 

Long. del arco: 

de donde: 

:1 X 52.5 X 11 

180 

n ~ 
35 X 180 

52,5 
1Z0" 

AC ~ 18 cm 

S 

/~ 
I I /1 

el r 

R 
A F B 

Fil:. 543 

Cons trucción. - Dibujar 1111 ángulo de 120°; desde el 'l:értice, COIl radios igllales 
a 52,5 cm y 34,5 cm, describir arcos concéntricos . La sllPerficie comprendida entre 

los dos arcos representará la parte qlle se ha de cortar. 

Fig.544 

Nota. - Para calcular el' ángulo del sector, hubiéramos 
podido utilizar también la base menor del trollco de cono. 

1.223. L as bases de un tronco de cono (fig. 544) 
tienen 1,25 m y 86 cm de circunferen cia y la generatriz 
72 cm. Calcular e l \'olumen y el área lateral de este 
tronco. 
• 1. o Arca lateral .' 

AL ~ 125 + 86 x 72 
2 

7596 cm2 
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• 2.° BJ ~ 125 ~ 39,8 cm 

" 
AI ~ 86 ~ 274cm 

" ' 

BE ~ BJ - Al ~ 39,8 - 27,4 ~ 62 cm 
2 2 ' 

En ,;BAE: AE ~ .J AB' - BE' ~ .J72' - 6,2' ~ 71,8 cm 

Volumen del t'ronco.-

v ~ rr X 371,8 (19,9' + 13,7' + 19,9 X 13,7) ~ 64386 crrr' 

1.224. Se funde una barra cilíndrica de 50 cm de longitud y 24 mm de 
diámetro para formar una esfera que ha de cubrirse con lIna capa de plata de 
1 mm de espesor. Calcular el peso de esta capa, si la densidad de la plata es 10,47. 

Vol. esfera obtenida.- V = :1: X 1,22 X 50 cm3 

luego: 4:l:R
3 

= :1 X 1,22 X 50 
3 

1.2~ x 50 x 3 = ....ys¡ = 3,78 cm .:::::: 38 mm 
h 

La plata forma lino capa-esférica Cli)'O volumen es la dtferencia entre los 'l:olú 
menes de dos esferas de radios respectivamente iguales a 39 JI 38 mm. 

V = 4;r39
3 

_ 4 :-r38
3 

= 4:7 (393 _ 383) = 41888 x 4447 mm3 

'3 3 3 ' 

Peso de la plata: p ~ 10,47 X 4,1888 X 4,447 ~ 195,034 g 

1.225. Un fuste de columna de 6 m de altura está formado de un cilindro 
que remata en cono truncado, cuya altura es el duplo de la del cilindro. El radio 
de la base superior del tronco es los 5/6 del de la base inferior , que es el del 
cilindro. Calcular el radio de la base del cilindro, s iendo el volumen del fuste 
4,177 m3

• 

L/amemos R al radio de /a base del cilindro y h a su altura. 

Vol. cilindro: VI = :iR:!h 

Vol. tronco de carIO: Vz = :'I ~ 2h [RZ + ( 5: y + 5~2 ] 
V~ = 2Jlh r R2 + 25R2 + SR2J = 2:rh X 91R

2 
= 91:TR

2
h 

- 3 L 36 6 3 36 54 

Volumen tota/: 

Siendo la altura total del fuste igual a 6 m, la altura h del cilindro será 
6 : 3 = 2 m = 20 dm; luego tendremos: 



.... 

EJ ERCICIOS DE RECAPITULACIÓN 

145nR
2 

X 20 = 4177 dm3 
54 
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de donde: R ~ J '4177 X 27 .~ 4,975 dm 
1450" 

1.2Z6. Dado un cono (fig. 545) cuya altura es 28 dro y 21 dm el radio 
de la base, se le corta por medio de un plano paralelo 
ft la base a 7 dm del vértice. Calcular el área lateral y el S 
v91umen de l tronco resultante (:< = 22/ 7). 

• . 1.° Arista SAo .)28' + 21' ~ .J122S ~ 35 dm 

Area lateral del cono: 

22 A = nrl = 7 X 21 X 35 = 2310 dm2 

Sea A' el área lateral del cono determinado po,. la
sección, y A el órea del cono total. Tendremos: 

A' SO" 7' 1 A f----""---,!-----l B 
A ~ so' ~ 28' ~ 16 

A A ' 
A 

16 - 1~!.?: 
16 16 

Fig.54S 

de donde A - A', o sea área lateral del tronco: 

• 

A - A' ~ A X 15 ~ 2310 X 15 ~ 2165625 dm' 
16 16 ' 

2.° También tendremos: V' SO o 7' 1 
V SO' 28' 64 

V - V' ~ 64 - 1 ~ 63 
V 64 64 

Por tanto, V - V', o sea volumen del tronco: 

y - Y' ~ V X 63 ~ 22 X 21 X 28 X 63 ~ 12733,875 dm' 
64 64 . 

1.227. Una caldera consta de un cilindro, de radió R y longitud 2R (figu

D 
ra 546), tenninado por dos casquetes esféri 
cos cuyo ángulo central tiene 4/3 de ángulo 
recto. Calcular, en función de R: 

1.0 El rad io de la esfe ra a la cual per-
O tenecen los dos casquetes. 

jL-+'-:'fIL~'-------I----1 S 2.0 El área de la. caldera, prescindien-

B e 
Fig. 546 

do del espesor de las chapas. Aplicación 
numérica: R = 1 m . 
• 1.0 Sea O el centro del casquete ASB. 

En el <"> AOS, OA ~ OS y 
L.AOS = 60, luego es equilátero. 
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Por hipótesis: A l ~ R Y AO ~ r 

En .6.0A1: A P = A0 2 
- OF 

o sea R' ~ r' - (; r 3r' 
4 

de donde 

para R = 1 m: 2 X 

2R.y3 
r ~ ---

3 

X 1,732 ~ 1,1547tn 
3 

• 2.° Area de la caldera. - Se compone del área lateral del cilindro más 
el área de los dos casquetes . 

Area lateral cilindro: 

Area del casquete ASE: 

AL = 2:rR X 2 R = 4:rR2 

a ~ S I ~ ~ ~ R.y3 
2 3 

A = 2::fra = 2:'1 X 2R .y3 X 
3 

R .y3 
3 

A rea de La caldera: 

AT = 4:.R2 + 4:rR
2 

X 2 = 20 ;-rR
2 

. 3 3 

Para R = 1 m: 

AT ~ 20 "R' ~ :¡o X 3 1416 X 1 ~ 20,944 tn' 
3 3' 

1.228. La circunferencia externa de la secc ión recta de una caldera de 
cobre tiene 3,142 m. La longitud de la parte cilíndrica es 3 m y el espesor 1,5 mm; 
la parte cilíndrica termina en dos hemisferios cuyo radio es el de la caldera. 
Hallar el volumen y el p eso de esta ca ldera, si la densidad del cobre es 8,85 
(" ~ 3,142). 

Radio: 3,142 = 1... m 
271: 2 

Vol. de la caldera: 

V ~ oR' h + ~ "R' ~ oR' (" + 43
R

) 

V ~ 3,142 X ! (3 + ~ X ~) ~ 2,88 tn ' 

• 2. o Como el espesor es peqllel10 en comparación de la superficie, para hallar el 
v olumen se puede, sin error notable, hacer el producto de la superficie por el espesor 
del cobre. 



EJERCICIOS DE RECAPITULACIÓN 429 

Area de lo caldera: 

Volumen del cobre: 
Peso: 

A ~ 3 x 3,142 + h (+ )' 
V ~ 1256,8 x 0,015 

p ~ V x D ~ 18,852 x 8,85 

12,568 m 2 

18,852 drnl 

166,84 . kg 

1.229. En un triángulo rectángulo los catetos 
108 Y 144 mm. ¿A qué distancia de la hipotenusa ha 
a ella para obtener un trapecio de 972 mm2 ? Si 

tienen respectivamente 
de trazarse una paralela 

se hace girar este triángulo alrededor de la hipo
tenusa, ¿cuáles serán el volumen y el área del 
sólido engendrado? 

Sea BAC (fig. 547) el triángulo rectángulo, 

A 

EF la paralela a la hipotenusa y AD la altura; 
tendremos: 

• 1.' BC ~ .JBA' + AC' ~ 
~ .J1 44' + 108' ~ 

,4> / \ 
8 o 

180 mm 
rig. 547 

Luego 

BC x AD ~ AB x AC 

AD ~ AB x AC 
AD 

144 x 108 ~ 86,4 mm 
180 

A, BA X AC ~ 144 X 108 ~ 7776 mm' 
2 2 

A, ~ 7776 - 972 ~ 6804 mm' 

Por ser semejantes los triángulos ABC JI AEF, tenemos: 

o sea 7776 ~ 86,4' 
6804 AH' 

6804 X 7464,96 ~ 16531 84 ~ 8082 mm 
7776 v, , 

DH ~ AD - AH ~ 86,4 - 80,82 ~ 5,58 mm 

e 

• 2.° El área engendrada es igual a la suma de las áreas laterales de dos conos, 
cuyo radio es AD, y las generatrices AC y AB, O sea: 

"AD X AC + "AD x AB~ "AD (AC+ AB)~ ,,86,4 (108 + 144) ~ 68 401,6 mm' 

• 3.° El volumen engendrado es igualo la sumo de los volúmenes de dos C0110S 

cuyo radio es AD, y las alturas cn y BD , o sea: 

v ~ .2 AD' X CD + .2 AD' X BD ~ .2 AD' (CD -t BD) 
3 3 3 

V ~ ; AD' X BC ~ ; X 7464,96 X 180 ~ 1407115 mm' 



430 

1.230. Dada una 

A 
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circunferencia O de radio R (fig. 548), trazam9s dos 
diámetros perpendiculares, AB, en, y en el pun
to M del arco AC trazamos la tangente ME, q ue _ 
cortará a la prolongación de De en el punto E. 

a) Demuéstrese que LMEO = 2 x LMBA. 
b) Suponiendo que LMBA = 150, calcúlese: 

E~---c;d---f"""":""---I D 1. o La longitud de ME . 
. 2. 0 La longitud de lVIH perpendicular tra

zada desde el punto M a la recta en. 

B 

Fig.548 

e) El contorno EMAD engendra, al girar 
alrededor del eje ED, la superficie de una peonza. 
Hállese, en función del radio R, el área de dicho 
juguete. 
• a) Tracemos el radio OM. LMEO= LMOA 

- por ser-de la misma especie y tener sus lados respectivamente perpendiculares. Mas 
el ángulo central MOA es duplo del ángulo. inscrito MEA, que intercepta igual 
arco; por tanto, L MEO = 2 x . L MBA. 
• b) Si LMBA = 15°, el ¿MEO = 30° y los triángulos rectángulos OEM 
y HEM son dos triángulos· semiequiláteros; por conSiguiente: 

1.0 

2.° 

EO ~ 20M ~ 2R y ME ~ EOv3 
2 

MH~ ME ~ Rv3 
2 2 

• e) El área engendrada por el contorno EMAD al girar alrededor del eje ED 
es igual al área lateral del cono que engendra la recta ME, más el área del casquete 
esférico engendrado por el arco MD, ·a saber: 

pero 

Luego 

A, ~ ( n X MH x ME) + (2nR x HD) 

HD ~ HO + OD ~ Be + R ~ ~ 
2 2 

( " x Rv3 x Rv3) + 2nR x ~ ~ 9"R' 
2 2 2 

1.231. Sobre un plano se desarrolla la superficie convexa de un cono de 
63 cm de altura y 16 896 cm:! de volumen. Calc,ular el ángulo central y el área 
del sector circular que resulta h = 22/ 7). 
• 1. ° Calculamos el radio y la generatriz del cono. 

Vol. del cono: 

Radio: 

v ~ 1... nr h 
3 

de donde 

x 16896 x 7 
22 x 63 

3V 
nh 

.J256 ~ 16 cm-
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Generatr;::; : 1 =-~ = ";632 + 256 = .J4225 = 65 cm 

Area sector = área lateral del cono 

A ~ nrl ~ 22 X 16 X 65 ~. 3268,57 cm ' 
7 
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• 2.0 Para obtener el ángulo del sector igualemos el área del sector y el área 
lateral del C01W : 

nPn
O 

= nr[' 
3600 ' 

Ino 
--~ r 

360 

n ~ 360 r ~ 360 X 16 ~ 880 36' 55,38" 
I 65 . 

1.232. Un vaso cilíndrico, de 1 hl de capacidad, tiene el d iámetro igual 
a la altura y está Heno de agua hasta la mitad. Se echa en él una esfera de plomo 
que pesa 200 kg. Calcular: 

1.0 Cuántos centímetros subirá el nivel del agua. 
2.0 A qué di stancia del n ivel 'se hallará el punto más alto de la esfera, 

si la densidad oel plomo es 11,3. 
• 1.° Si d representa el diámetro del cilindro, tendremos: 

Vol . cilindro: ¡uF x d = nd
3 

= 100 dm3 

4 4 

d ~ .f 400 ~ 5,03 dm 
n 

Altura del líquido: 5,03, 2 ~ 2,515 dm 
Volumen de la esfera: 
V olun/en total.-

200, 11,3 ~ 17,699 -: 17.7 dm' 
50 + 17,7 ~ 67,7 dm' 

Altura del liquido después de la inmersión de la esfera: 

A 50 dm3 
- 2,5 15 dm de altura 

A 67,7 dm' - x 

2,515 X 67,7 
50 

El nivel ha subido: 3,405 - 2,515 = 0,89 dm = 8,9 cm. 

• 2,0 Si d' es ,el diámetro de la esfera, tenemos: 

d' ~ J17,7 X 6 
n 

3,233 dm 

Distancia de la esfera al nivel del líquido: 

3,405 - ' 3,233 ~ 0,172 dJn 

3,405 dm 

1.233. En un cono invertido (fig. '549) que tiene en el vértice un ángulo 
de 60'0, colocamos una esferilla de cristal de 3 cm de radio, de modo que sea 
tangente a la cara interior del cono, 

1,0 Suponiendo demostrado que los puntos de contacto de la esfera con 
el cono forman una circunferencia, calcular el radio de esta circunferencia, 
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2. o Calcular el volumen de la parte inferior del cono comprendida entre 
el vértice de éste y la esferilla. 

A 

Fi.q.549 

• 1. o Sea r = 3 cm el radio de la esJerilla. En el 
triángulo rectángulo ABO, telldremos: 

L OAS = L A = 60· = 30. 
2 2 

y, por tauto, OA = 2 x OS = 2, 

El triángulo rectángulo ODa es un semitritingulo 
equilátero en el que: 

OB = r; 00 = OS = ~. 
2 2' 

S D = ,.J3 
2 

El radio de la circunJerencia de contacto será, por 
consiguiente: 

BO = r .J3 = 3.J3 = 2598 cm 
2 2 ' 

• 2.° El volumen de la parte comprendida entre el vértice del COllO y la esferilla 
es igual a la diJerencia entre la suma de los 'Volúmenes de los conos OCB, ACB y 
el volumen del sector esJérico OeMB. 

Vol. conos: 

v, = ~SO ° (00 + DA) = 2.. 
3 3 

Vol. secto'r: 

v .. = ~::rr X DM = ~:rr X .I- = ;ry!l 
- 3 3 2 3 

VI - V2 = :ry!l _ nr = :rr = ~ = 141372 crn3 
2 3 6 6 ' 

1.234. Hallar el ,'olumen y el área total de un cono fo rmado con un sector 
circular cuyo arco tiene 45° y el radio 25 cm. 

• 1.0 Arco del sector o circunferencia del COllO: 

:7 X 25 X 45 
180 

Radio de la base del COll0: 

2 25 71 ::rr = - -
4 

de donde 

Allura C01l0: 

2h 
4 

25 r = -cm 
8 

24,8 cm 
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El área total del cono: AT = ::rr (l + r) 

AT ~ 25~ (25 + 25) ~ 25" X 225 ~ 562h ~ 27612 cm' 
8 8 8 8 64 ' 

• 2.0 Volumen: V = 71 X 24,8 (25)2 = 387S:l = 253617 cm3 
3 8 48 ' 

1.235. U n cono de plom o cuya genera triz es igual al diámetro de la b ase, 
pesa 10 kg. Calcu lar las dimension es de este cono, su área lateral, su área total, 
el peso del plomo que se le ha de quitar pa ra reducirlo a una esfera inscrita, 
y el rad io de la esfera que se form aría con el plomo qu itado. (D ensidad del p lo
m oo 11,3.) 
• 1.° Sea x el radio de la base del cono, la generatriz será 2x y la altura xJJ 
(G EOM. 447). 

Vol. cono: 

Pero 

Luego 

y 

R adio : 

Altura deL cono: 

v ~ "X' X x.J3 ~ ,,-,' v5 

x -

3 3 

V ~ 10000 cm ' 
11,3 

~.\' .J3 
3 

10000 x 3 

11 ,3 x .J3 X " 

11,3 

10 ooo./:í 
11,3 x ::r 

, 10 000.J3 ~ 7 8724 cm 
11 ,3 x Jr ' 

x .J3 ~ 7,8724 X ./:í ~ 13,635 cm 

• 2.0 Area lateral : 

AL = ::rx X 2x h X 7,8724' ~ 389,399 cm' 

• 3.0 Area totaL: 

AT = :1.\." (x + 2x) = 3::rr = 3::r X 7,87242 = 584,098 cm.~ 

(1 ) 

• 4.° Dibujando la sección del cono y de la esfera imerita, por un plano que 
pase por el eje del co"o, se ve que la sección deL cono es un triángulo equilátero y 
el centro de la esfera imcrita es el baricelltro del triángulo . Luego 

R adio esfera inscrita : /¡ x.J3 r=- =-- -
3 3 

Vol. esfera: V ~ b ( x.J3 ), ~ h X .x' X 3./:í ~ 4"." .J3 
3 3 3 X 27 27 

Plomo quitado: VI 5"x' v3 
27 
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Sustituyendo x 3 por su valor en (1 ) : 

V, ~ ~ x 10000v'3 50000 
27 11 ,3 n 9 X 11,3 

Peso del plomo.; p ~ so 000 X 11 3 ~ 50 000 ~ 5555 5 
9 X 11 ,3 ' 9 • g 

• 5.0 Sea R el radio de la esfera de volumen igual al del plomo quitado. 

de donde R = ~ 

so 000 
9 X 11 ,3 

50 000 X 3 ~ ,1 125 000 " 
9 x ll,3 x 4 , " 339,, 

= 4,896 cm 

1.236. D ado un cono (fig . 550) que tiene 50 cm de altura y la misma lon
gitud como radio de la base, se le inscribe una esfe ra de 10 cm de radio. 

1.0 ¿Cuál se rá el volumen de la parte restante del cono? 

A o B 
2.0 ¿Cuál será el radio de la circunfe

rencia de contacto de la esfera y el cono, 
suponiendo demostrado que los puntos de 
contacto formen una circunferencia? -

• 1.0 Vol. cono: VI = ~ X OAz x OC 

V = 2!.. X 52 X 5 = 125:1: dm3 

e 3 3 

Fig. 550 V ol. esfera: V - 4 n x O'D a = 4:1: dm3 ,- -3- 3 

Dzferencia: V, - V, ~ 125" _ 4" ~ ~ ~ 12665 dm' 
1 3 3 • 

• 2. o Tracemos los radios O 'D y O'E de la esf era perpendiwlares respectiva 
mente a AC y BC y unamos D con E. El wadrilátero O'DCE tiene los ángulos 
rectos y dos lados contiguos iguales,: es, por tanto, un cuadrado. 

El radio de la circunferencia de contacto será , por consiguiente: 

r ~ DE ~ 
2 

x Vz 
2 

~ 1,4142 ~O 7071 dm 
2 • 

1.237. S i dado un triángulo isósceles ABC 
(fig. 551), tal q ue sea AB = Be = 10 cm, AC = 
= 12 cm, trácese la altu ra BH. 

1.0 ¿D ónde está el centro O de la circun
ferencia inscrita ·en dicho t.riángulo? 

2. o Trácese por el punto de contacto D el 
radio OD y hállense dos triángulos semejantes , 
d educiendo d e su semejanza la longitud de la cir
cunferencia inscrita. 

8 

A 

Fig. SSl 

e 
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3.° "Tomando la altura BH como eje de rotación. calcular el vo lumen engen
drado por el t ri ángulo y el volumen engendrado por el circulo inscrito. 

• 1.0 El centro de la árcunferencin inscrita en un triángulo se halla en el pun iD 
de Concu.r so de las bisectrices interiores. Como la altura BH es al mismo 'tiempo 
bisectriz del triángulo ABC, el centro de la árcunferencio ' inscrita se hallará sobre 
la recta BH. 

• 2.· Circunj. inscrita: C ~ 2n X OD 

LODB~ L BHC ( rectángulos con un ángulo agudo común) 

luego OD ~ BD de donde OD ~ CH X BD 
CH BH BH 

BD ~ Be - DC ~ BC - CH ~ BC - AC ~ 10 - 6 ~ 4 cm 
2 

En L BHC; BH ~ .JBC' - CH' ~ .JIO' - 6' ~ 8 cm 

OD~~ ~ 3cm 
8 

Sustituyendo en (2): 

Sustituyendo en (1 ): e ~ h x 3 = 18,8496 CIn 

(1 ) 

(2) 

• 3.° Al girar el triángulo BAe alrededor del eje SH se engendra un cono de 
revolución. El círculo engendra una esfera. 

Vol. cono: VI ::::::; .2!.. CH2 X BH = 2 X 36 X 8 = 301.5936 CIIl3 
3 3 

Vol. esfera : V, = 4"OD' ~ 4n X 27 ~ 1130976 CIn' 
3 3 ' 

1.238. En un molde cuya forma es la de un cono equilátero se vierten 
1360 kg de hierro fundido que lo llenan hasta los 2/3 de la altura, a contar -desde 
la base. ¿Cuál es el radio de la base de este cono? Densidad del hierro colado: 7,2. 

Sea r el radio de la base del cono, la generatriz será 2r y la altura r .v3. 
El hierro tz'ene en el molde la forma de un tronco de cono ( la base menor, arriba) 

cuya altura será 2/3 X r V3 y el ·ro;'o de la base superior, r13. 

V ~ "h [ r' + (2:..)' + r x ~J ~ ~ X 2r .J3 (r' + .c + .c) 
33 333 93 

L uego 

de donde 

V ~ 2"r -/1 
9 

x 13r' = 26" r' .J3 
9 81 

26"r' .j3 ~ 1360 ~ 1700 
81 7,2 9 

~-= 

1700 X 81 5100 ti r = 3 

9 X 26".J3 26" 
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lag 5100 ~ 3,707570 
lag V3 ~ 0,238 561 
c%g 26 ~ 2,585 027 lag T ~ 0,678 003 
colog " ~ T ,502 850 r = 4,764 dm 

lag r ~ 2,034 008 

1.239. Un semiexágono regular (fig. 552) de 2,35 m de lado gi ra alre
dedor del diámetro de la circunferencia circunscrita. Hallar el radio de la esfera 
que tenga un área equivalente a la engendrada por el perímetro de) semiexágono. 

Por el teorema de la línea poligonal regular que /Jira alrededor de un eje 
(GEOM. 956) sabemos: 

CfE--a -'I~ 
G f---"'----:O>I O h 

F 

Fig. 552 

Area engendrada : A = 2:rah 

a ~ OG ~ IV3. 
2 ' 

" ~ AB ~21 

A ~ Z, X 1 f X 21 ~ lrrf V3 

Siendo r el radio de la esfera de área equivalente, tendremos: 

4=' ~ Z,I' V3 de dallde 

r ~ I J v:: ~ 2,35 X 0,93 ~ 2,185 m 

1.240. Un crisol que tiene la forma de un cono truncado de 4 cm de diá
metro en el fondo , 7 cm en el borde superior y 10 cm de altura, está ll eno de 
un metal fundido que se quie re colar en un molde esférico. ¿Cuál ha de ser el 
radio de este m olde para que el metalla llene exactamente? 

Volumen del metal contenido en el crisol: 

v ~ ;" (r + T~ + Tr' ) ~ I~~ (2' + 3,5' + 2 X 3,5) ~ 77,Se< 
8>-

Llamando R al radio del molde esférico, tendremos: 

4nR
3 

= 77571" 
3 ' . 

R ~ ,/77,5 X 3 ~ 458 125 ~ 3 87 C Il1 V 4 ' • 

1.241. Dada una ~cmicircunferencia de diámetro AB = 2 R, en los ex
mos de éste, A y B se trazan dos semirrectas AX, BY tangentes. Por un punto 
cualquiera M, de la AX se traza la recta MN tangente en el punto P a la semi
c ircunfe rencia y secante en N a BY, trazando además lo~ segmentos OM, O N, 
PA, PB (fig. 553). 
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1. o D emuést rese que los triángulo!'O 
MON y APB son rectángulos y semejantes. 

2. ° Demuéstrese que el producto AM X 

x BN= R2
• 

3.° D ado caso que sea AM=R/2, há
llese la razón entre las áreas de los triángulos 
MON y APB. 

4.0 Siendo AM = R 2 hállese el volu
men engendrado por la superficie, p lumeada 
cuando gira alrededor del eje AB. Dicha su 
perficie no es otra que la diferencia entre el 
trapecio rectángulo AMN B y el semicírculo 
ABP. 
• 1.0 Tracemos el. radio O P. Por ser Fig.553 
OP = OB = R, N P = N B como tangentes 
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y 
N 

B 

trazadas a una misma circunferencia desde el mismo punto, )' ON, comlÍn a los 
dos triángulos: 

60NP ~ 6 0NB luego 

De modo análogo : 6 0MP ~ 60MA y, por tanto, 

Como la suma de los ángulos consecutivos trazados alrededor del punto O, 
y en un mismo semiplano es igual a 2 rectos, tenemos que 

L 0 2 + LO;} = L O I + L O I = 1 recto 

Siendo L MON Tt;.cto, el 6 MON es rectá ngulo. 

El LlAPB e s rectá n gulo por tener el ángulo P inscrito en una semiárcun
ferencia. 

6 0 N M ........ 6 PBA ( rectángulos con un ángulo agudo igual: L MNO = L PBA). 

En efecto: L M N O ~ L ONB 
pero L PBA ~ L ONB 

por ser de la mlsma especie y tener sus lados respectivamente perpendiculares. 

Por tanto: L M N O ~ LPBA 

• 2.° En Ll MON (rectángulo) : MP X PN = Op2 = R2 

pero 
luego 

MP = AM Y NP = BN ( tangentes iguales) 
AM x BN ~ R' 

• 3.° Si AM = R /2, de la relación an terior se deduce que 

BN ~ 2 R 

M N ~ MP + PN ~ AM + BN ~ Be + 2R ~ SR 
2 2 

L a razón de las áreas de los triángulos semejantes MON y APB es igual a 
la razón de los cuadrados de sus lados homólogos, esto es: 

6 MON M N' 2SR' 25 
6 APB ~ AB' ~ - 4- : 4R' ~ 16 
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• 4.0 El volumen engendrado por la superJ;'úe Plumeada es la diferencia entre 
el volumen del .tronco de cono engendrado por el trapecio AMNB y el volumen de 
la esfera que e1igendra al semicírculo APB. 

V = 2 X 2R ( 4R:l. + R2 + RZ) _ 4;¡R
3 

= 13 :-rR
3 

HA 3 \ 4 36 

1.242. Se pinta interior y ex teriormente una cuba de ma
dera cuya forma es la de un tronco de cono (fig. 554). La base 
superior tiene 1,7 m de diámetro interior . El lado, que tiene 
1,1 m, sería 1/4 de la generatriz total del cono si se prolongara 
hasta el vértice. ¿Cuál es el importe del trabajo a razón de 7,5 pts 
el m 2 ? Se supone que el área exterior es igual a la interio r. 

Por hipótesis: SA ~ 44dm l' SB ~ 33 dm 

t,SAH ~ t,SBC luego BC ~ SB 
AH SA s 

Fig. 554 de donde BC ~ SB X AH 
SA 

33 X 8,5 '" 6,375 dm 
44 

Area lateral de la cuba.- :7 X 

Area del fondo: 
11 (8,5 + 6,375) ~ 163 ,625 

~ X 6,375' ~ -10,641 
2 (163 ,625 ~ + 40,641 ~) ~ 408,532 Area pintada: 

:1. dm! 
;i: dm! 
:; dm! 

IJ1lporte: ~¿~ X 408,532 ~ ~ 96,26 pIs 

1.243. Un vaso tiene la forma de un cono truncado de' 90 cm de altura; 
el fondo tiene de diámetro 30 cm y la abertura 45 cm . El vaso cont iene , hasta 
los 2/3 de la altura, pólvora p~ra bombas esféricas cuyo 
diám etro interior es de 10 cm. ¿Cuántas bombas se podrán 
llenar con ella? D H e 

Sea ABEF (~g. 555) la parte del vaso llena de pólvora. 
Tracemos AH paraleLa a IK. 

DI ~ 4,5 , 2 ~ 2,25 dm 

AK~3 ,2~1 , 5 dm 

JK ~ 2 X IK ~ 2 X 9 = 6 dm 
3 3 

DH ~ ID - AK ~ 2,2; - 1,5 ~ 0,75 dm . 

FJ ~ FG +AK=2x DH+AK · 2 x O,7S + 1 ,S ~ 2 dm 
. 3 3 

Volumen del tronco de cono ABEF: 

F 

v, ~ n; 6 (2' + 1,5' + 2 X 1,5) ~ 18,5 " dm' 

G J E 

A K 8 

fig . 555 
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JI oJumen de una bomba: V
2 

= 11: X 1
3 

= .E- dm3 

6 6 

N.O de bombas: YI ~ 18,5,. ~ 185 X 6 ~ 111 
V 2 JI: 6 • 

1.244. Se quiere cortar un cartón para hacer una pantalla ' en fo rma de 
un tronco de cono en el que las circunferencias de las bases tengan 1,005 m 
y 189 mm y la generatriz 13,6 cm : Si se desarrolla esta pantalla , ¿cuál es el valor 
del ángu lo centra l del sector que resultará y la longitud del radio que tennine 
en el arco mayor? 
• 1. o Sea x el radio d~l arco menor en el desarrollo. Los arcos del desarrollo 
son semejantes por corresponder a ángulos centrales iguales; por tonto : 

189 x 

1005 136 + x 

189 ~ 2-189 x 
Luego () sea 

816 1005 - 189 136 136 

x ,; 136 X 189 ~ 31 5 mm 
. 8 16 ' 

por tanto, OD ~ 136 + 31,5 ~ 167,5 mm 

• 2. o Para obtener el ángulo del sector basta calcular el nlÍmero de grados de 
un arco de 1005 mm en un círculo de 167,5 mm de radio, () de un arco de 189 mm 
en un círculo de 31,5 mm de radio. En este último caso, tendremos.-

de donde 

~ X 31,5 X 11 ~ 189 
180 

n ~ --:--!.1 "-89~x'...'.18,,,0'-c- ~ 3430 46' 25,9" 
3,141 6 x 31,5 

1.245. En una ci rcunferencia (fig. 556) de diámetro AB y rad io R = 5 cm 
se traza, perpendicularmente al diámetro, la cu erda 
eD = 6 cm, se unen los puntos C y D con los ex
t remos del diámetro A y B y se hace girar la figura 
obtenida alrededor de AB com o eje. H echo esto, 
calcú lese: 

1.0 La diferencia entre las áreas del b icono ob
tenido y la esfera. 

2.0 La diferencia entre el volumen del bicono 
y el de la esfera. 

Sea 1 el punto de intersección de la cuerda eD 
con el diámetro AB, tendremos el = DI. Unamos e 
y D con el centro a y tendremos, en el triángulo rec
tángulo cla; hipotenusa ca = 5, cateto CI = 3 y 

Por consiguiente.- A l = 5 - 4 = 1 cm 

o 

Fig. 556 

01 ~ .J5'=3' ~ 4 

Longitud de AC ~ AD ~ .J9+l ~ v'1O cm 
de CB = BD ~ .J:3'+9' ~ .j9Q ~ 3 v'1O cm 

cm. 
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• 1. o Area del bicono. ~ Se compone de dos conos que tienen por base común 
un circulo de 6 cm de diámetro y por generatriz: 

uno de ellos, AC = ..J1O 

y el otro CB ~ 300 

Area del bicono.' 

A, ~ " x C~ (AC + CB) ~ " x 3 (00 + 3 00) 

Area de la esfera: A z = 4:-rR2 = 100:'t cm 2 

Dzferencia entre áreas: A2 - Al = 100:7 - 12;; ..)10 = 194,9438 c m ? 

• 2.0 Volumen del b icono. -Se compone de dos conos cuya base común es 

:r X 32 = 9::7 cmz y cuyas alturas son Al y B I 

B 

V o/limen del bicono.' 

Volumen de la esfera: 

Dzferencia: V2 --.:. V I 

A 
'O"'. 

e B' 

o 
Fi¡::.557 

I V, ~ 3" x h (A l + Bl) ~ ];y x 2R ~ 6"R cm' 

v~ = ---±- :T R3 cm3 

- 3 

~ ~ " R' - 6"R ~ "R (~ R' - 6) ~ 429,352 cm' 

1.246. Un sector ci rcular AOB (fig. 557), 
cuyo arco tiene 600 , gira alrededor del radio DA. 
¿Cuál será el volumen engendrado, si el radio 
del círculo a que pertenece este sector es de 
3 cm? 

El volumen engendrado es 1m sector esférico . 

v ~ 2 "R'a 
3 

(GEOM. 971 ) 

La altura de la zOna, a = R12. En efecto, el 
triángulo OBA es equilátero y CA = OC = R/2. 

Luego v = ~ :-rR2 x -ª- = :-rR
3 

= :"l X 3
3 

= 9:-r = 282744 cm.3 

3233 ' 

1.247. L a longitud de un ca teto de un triángulo rectángulo es de 28 m. 
Sabiendo que la suma de los otros dos lados es igual al duplo del primero, calcular 
la arista del cubo equivalen te al cono engendrado por este t ri ángulo cuando 
gira alrededor del lado conocido. 

Llamemos x a la Jzipotenusa e y al cateto desconocido; tendremos las dos ecua
ciones siguientes: 

x + y = 56 
x2 _ y2 = 282 

(1) 
(2) 
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Dividamos (2) po, (1), x_y ~ 28 X 28 ~ 14 
56 

Sumemos ( 1) Y (3): 2x ~ 70 

por tanto, 

Vol. cono: 

x = 35 m 
y = 21 m 

V = :'l X 2r" X 28 = 411 6 x :T m 3 
3 

Llamando a a la arista del cubo equivalente, te"dremos: 

a3 =4116x:T 

a =-\V411 6 X Jr= 23,47m 

441 

(3) 

1.248. Dada una semicircunferen cia (fig. 558) de centro O y diámetro 
AB = 2R, determinar en la prolongación de AB un punto e tal, que al t razar 
desde él una tangente a la semicircunferencia, 
el triángu lo que resulte AMe sea isósceles, 
y luego demostrar: 

t. o Que si esa condición se cumpl~, se 
tendrá: MB = MO. 

2.0 Si hacemos girar la figura alrededor 
de AC, 

a) L a re lación entre las áreas engen
dradas por la tangente CM y el arco ADM. 

~ 
A O H B e 

Fig. 558 

b) La relación entre los volúmenes engendrados por el triángu lo OMe 
y el sector OADM. 

Supongamos el problema resuelto)' sea el triángulo isósceles AMe, en el cual 
¿ A ~ ¿C. 

Por ser L. e complemento del L. O, el triángulo rectángulo OMe da: 

Pero 

luego 

¿ A + ¿O ~ ¿C + LO ~ 900 

¿ A ~ ME 
2 

y 

ME + ME ~ 90" 
2 

¿O ~ ME 

y ME ~ 60° 

de donde se infiere que los ángulos A y e valen cada uno 300 y, en el triángulo rec
tángulo OMe, será : 

OC ~ 20M ~ 2 R 

con lo cual queda determinada la posiáón del punto C. 
• 1.0 MB es la cuerda de un arco de 60°; luego MB = R = MO. 
• 2.° a) La tangente, en su revolución alrededor del eje AC, engendra el área 
lateral de un eOlio: . 

MH 

A = :rrl = :r X M H x MC 

OMv3 
2 

MC ~ 2· MH ~ R v3 
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A ~ nR y} X R v'3 ~ 3nR' 
'2 2 

R¡ arco AD1\Il engendra una zona esférica cuya altura h = AH = 3 R ¡2. 

Razón de áreas: 

A z = 2:uh = 2:rrR X 3~ = 3:rRz 

A l = 3:rR
z 

: 37lR" 
A, 2 

1 
2 

b) El triángulo OMe engendra un bieono, cuyo radio Cf>mlÍn es IVIH y cuya 
altura total será OH + He = oc = 2R. Por tanto: 

VI = ;;r X lVIH
2 

X OC = ..2. X R 2 X 3 X 2R = ;iR
3 

3 3 4 2 

El sector OADM engendra un segmento esférico con una sola base, disminuido 
del cono engendrado por el triángulo MOH. 

Vol. segmento esférico (GEOl\.'1. 982): V = ;;ra
2 

(3R - a) 
3 

y ' ~ ; X AH' (3R - AH) ~ ~ ( 3: )' (3R - 3:) 

Vol. cOila engen4rado por ~MOH: y" ~ 2- X HM' X OH 
3 

V" = .2!... X 3R
2 

X R nR
J 

3 4 2 ~ -8-

Yol. engendrado por el sector OADM: 

v~ = V' _ V " = 9nR
3 

_ ¡¡R
3 

= :rR3 

- 8 8 

Razón de vollÍ.menes: YI. = nR
3 

: :tR I = -.L 
y , 2 2 

1.249. En un crisol de forma de cono truncado que tiene 30 mm de d iá
metro en el fondo, 60 mm en la abertura y 80 mm de altura, hay acero fundido 
cuya capa superior tiene 50 mm de diámetro. ¿Cuál ha de ser el radio del molde 
esférico en que h a de colarse todo este acero para obtener una bala de cañón? 

S ea ABcn (fig. 559) la sección recta del tronco, JI EF el nivel del metal fundido. 
Tracemos D G y e H perpendiculares a De. 

G H ~ L N ~ De ~ 30 mm 

AG ~ AB - G H 60 - 30 15 
2 2 

EL ~ EF - LN 
2 

50 - 30 
2 

10 
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6 DLE ~ 6 DGA, luego: ~~ ~ !; 
x 10 2 

designando DL por x: 80 = 15 = 3 

e 

2 X 80 160 
x = --- ~ --

3 3 

Volumen del tronco de cono EFCD: 

v, ~ 160, (25' + 15' + 25 X 15) ~ 
3 X 3 

~ 160, X 1225 
9 

Designando por R el radio de la bala esférica, tendremos: 

Vol. bala: v~ = 4:TR3 
= 160 X 1225 X :'t 

- 3 9 

R ~ , 160 X 1225 X 3 ~ 149000 
9 X 4 3 

log. 49 000 ~ 4,690 196 
log. 3 ~ 0,477 121 

log. R' ~ 4,213075 

D 

Fig. 559 

log R ~- 4,21; 075 ~ 1,404358 R ~ 25,372 mm 

e 

1.250. 

B 

Se tiene un tronco de cono (fig. 560.) en el cual la esfera tangente 
'a sus dos bases 10 es también a la superficie lateral. Hallar 

r I A su volumen, si las bases tienen 16 y 36 cm de radio. 
Sean r y r ' los radios de las bases del tronco. 

El = EA ( tangentes desde U1l mismo punto) 

CI = cn por la misma razón. 

Luego BI + e l ~ BA + eD 

o sea BC = r' + r = 16 + 36 = 52 cm 

e H ~ eD - HD ~ eD - AB ~ 36 - 16 ~ 20 cm 

H D En el triángulo rectángulo BHC, tenemos: 

F;g. ;60 RH ~ ..jBe' - eH' ~ ..j 52' - 20' ~ 48 

Vol. tronco: V ~ 4b (36' + 16' + 36 X 16) ~ 106965 cm' 
3 
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1.251. Un vaso tiene la forma de un cono circular recto cuyo ángulo en 
el vértice es de 60°. En este vaso se vierten 1617 gramos de mercurio. Calcular 
la altura a que llegará el mercurio. Densidad del mercurio: 13,5; ;T = 22 /7. 

Siendo de 60° el ángulo en el vértice, la sección según el eje será un triángulo 
equilátero. El mercurio contenido en este vaso tiene también la forma de un cono 
equilátero. 

Designando por x la altura de este último: 

el lado será ~ 
3 

Volumen: 

(GEOM. 583), y el radio de la base xv'3 
3 

v = ;7;2a 
= ~ ( x f r X x 

9 

9 

.r' 

x 

V ~ ..!'.- ~ 1617 
D 13,5 

1617 X 9 X 7 
13,5 X 22 

1617 X 7 
1,5 X 22 

1617 X 7 7ctn 
1,5 x 22 

(GEOM. 576). 

1.252. En un semicírculo de hierro batido se juntan borde con borde 
las dos mitades del diámetro para formar un cono recto de base circular y de 
1 litro de capacidad. Calcular el radio del semicírculo. 

Llamando x al radio del semicírculo, r al radio de la base del cono y 1 a SIL ge
neratriz, como 1 = x, tendremos: 

Luego 

Altura cono: 

Volumen: 

por tanto: .," 

2 
7Tri = :7rx 

.\' r = -
2 

h VX2 - r2 = JX2 - .~ = ; v'3 

V = ....2. 
y' ~v'3~ :7.",3 v'3 1 dm3 X ~X 

3 4 2 24 

24 24 v'3 ~ 8 v'3 
"v'3 h " 

1,64 dm 

1.253. Un cono de plomo cuya altura es igual al diámetro de la base, 
pesa 288,75 kg Y se corta en dos partes de igual altura por medio de un plano 
paralelo a la base. El tronco de cono así obtenido se funde para darle: 1.° forma 
esférica; 2. 0 forma de un cilindro de diámetro igual a la altura. Calcular el área 
de esta esfera y el área total del cilindro. Densidad del plomo: 11,25 (:7 = 22/7). 
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• 1.0 Sea V el volumen del cono total y V ' el del cono deficiente. 

V ' a'3 P 1 
V ~d'~2' 8 

445 

Luego el eOllo deficiente es 1/8 del cono total; por tan to, el trarlCO será los 7/8 
del cono total. . 

v ~ 1'- ~ 288,75 ~ 77 dm' 
D 11 ,25 3 

Vol. Cono: 

77 X 7 
3 x 8 

Vol. trOllco: 

Designemos por R el radio de la esfera equivalente y telldremos: 

R ~ 

Area .de la esfera: 

4 .-rR 3 77 X 7 
-3- ~ 3X8 

77 X 7 X 3 X 7 = ~fi3 = 1- dm 
3 X 8 X 4 X 22 \/"2' 4 

A = 4:-rR~ = 4 X 2~ X ~: = 38,5 dm! 

• 2. o Sea x el radio del cilindro equilátero equivalente al tronco: 

Vol. cilindro = Vol. tronco 

:ex2 X 2x = 2:-r.\.3 = 77 X 7 
3 X 8 

77 X 7 X 7 ~ ~ 7' ~ 1- ~ 1 dm 
X 8 X 2 X 22 3 X 2" 2 3 X 2' 

Area rotal cilindro: AT = 2:7x'2 + 2:-rx X 2.'\.· = 6:Tx~ 

AT ~ 6 X 22 X 7' ~ 1 ~ 231 JI ~ 
7 4 32 • 2 I 2 \)1"8 

~ 11 5,5 X 0,3816 ~ 44,0748 dm' 

1.254. Un vaso cuya forma es la de un tronco de cono 
(fig. 561) con tiene agua. El rad io de la base inferior es de 
60 cm ; la superficie del agua tiene 80 cm de rad io y su pro
fundidad 2,5 m. En este v::)so se echa un cubo de mármol 
cuyo lado tiene 60 cm. ¿A qué altura subirá el agua? 

Determinemos la altura h del cono ODC; siendo y la altura 
del cono OAB, tendremos: 

a e 

pero e = r ' - r = 8 - 6 = 2 dm 

D'l~a;¡j c' Df r' e 

I-'-~B 

o 
Fig.561 
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Sustituyendo, resultará.-

así que 

Altura : 
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y ~ 25 X 3 ~ 75 

h ~ 75 + 25 ~ 100 dm 

Designemos por. V el volumen del cono OCD, por V' y z el volumen y la altura 
del cono OC'D' obtenido después de la inmersión del cubo; por ser semeJantes estos 
do~ conos: 

v ~ (a + y)' ~ 100' 
V' Z3 :? 

Pero V = :t X 82 X 100 = 6400:-1 
3 3 

y V' ~ 6400" + 6' ~ 6400" + 648 
3 3 

Sustituyendo eh (1) V, V' por su valor, tendremos: 

o sea 

de donde: 

l (6400" + 648) 
3 . z, 

1 3 X 6400" 
100" 

81 Z3 

1 + 800" ~ 100' 

(
1 + _ 8_1 _ ) ~ 1032228,800611 

800" 

z ~ -\11 032 228,800611 ~ 101,06 dm 

Altura del agua: z - y ~ 101,06 - 75 ~ 26,06 dm 

(1) 

1.255. ¿Cuál ha de ser el espesor de una esfera hueca de cobre, .para man
tenerse en equilibrio en el Slgua de modo que el nivel del líquido se halle a la 
altura del centro? El diá~etro exterior de la esfera tiene 20 cm y la densidad 
del cobre es 8,8 . 

Sea x el espesor pedido. 

El volumen de la envoltura es la diferencia de dos esferas que tienen por radios 
R y R - x. Luego: 

V ~ 4rrR' _ h(R - xl' ~ h[R' - (R - xJ'] 
333 

El peso de esta esfera ha de ser igual al peso del agua desalojada; este peso 
tiene por expresión: 

Como el peso de la esfera hueca es igual al producto de su volumen por su den
sidad, tendremos: 
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b [R' _ (R - x)' ] x ·D ~ hR' 
3 3 

2 [R' - (R - x)'] X D ~ n ' 
2 [F - (1 - x)'] X 8,8 ~ 1" 

- (1 - x)' ~ -;;-,-'-;:-;;-
2 X 8,8 

(1 - x)' ~ I 5 
88 

l-X ~vIH 

83 
88 

5 
88 

x ~ 1 - ff%. ~ 1 - 0,98 ~ 0,02 dm. 
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1.256. Un aerQnauta ha alcanzado la altura de 10 km. Calcular la parte de 
la 'superficie terrestre que puede divisar desde esa al
tura , suponiendo que la tierra es esférica y que su radio 
es de 6366 km. 

Sea M (fig. 562) la posición del aeronauta; hay que 
determinar el área de la :::ona BAD. Calculemos primero 
su altura AC ó y. 

En L10BM: OB' ~ OM X OC 

Luego 

OC . ~ _O_B_' ~ :;:-c'-Rc,' = 
OM R + AM 

6366' ~ 6356 km 
6366 + 10 

AC ~ OA - OC ~ 6366 - 6356 ~ 10 km 

Area de la zona: 

A ~ h Ra ~ 40 000 X I O ~ 400 000 km.' 

M 

S'k----Jr,---\ID 

o 

Fig.562 

1.257. U n cono circular de madera tiene por radio de base 40 cm y pesa 
100 kg; por medio de una sección paralela a la base se le corta en dos partes 
de igual ' altura. Ca l~ul ar los pesos, los volúmenes y las áreas laterales de las 
dos partes así obtenidas. D ensidad de la madera: 0,6. 

• 1.° Vol. cono total : v ~ 100 ~ 1000 ~ 500 dm' 
0,6 6 3 

Designemos por V el volumen del C0710 total ; por V' el volumen del C01lO defi
cienl-e, y por h y h ' las alturas corresporldiell tes; tendremos: 
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de donde : Y' ~ '{ ~ ~ ~ ~ ~ 20,833 drn' 

Vol. tronco: Y, 

8 3 X 8 6 

500 X 7 
3 8 

875 
6 

145,833 drn' 

• 2.° Peso del cono V' : 100 , 8 ~ 12,5 kg 

100 - 12,5 ~ 87,5 kg Peso del tronco: 

• 3.0 Calculemos la altura y la generatriz del cono total: 

v = ~ :Ty21z = ~ x 4~ x h = 500 dm;! 
3 3 3 

It ~ 500 ~ ~,~~ <lm 
....... ~':\, 

Generatriz: 1 = -)9,952 + 42 = .y115,0025 = 10,72 drn 

Area lateral cono total.- A = :Tri = :T X 4 X 10,72 dm2 

Llm~lQndo A J' A ' ({ las áreas laterales de los dos conos, tendremos.-

Luego 

Tronco: 

A' /¡" 1 1 
A =¡¡ = r=4 

A' ~ ~ ~ 4 X 10,72, ~ 10,72 , ~ 33,677 drn' 
4 4 

AL ~ , x 4 x 10,72 x l ~ 32,16 X , ~ 101 ,033 drn' 
4 

1.258. En un vaso de forma cónica, lleno de agua hasta los 3/4 de su al
tura a contar desde el fondo, se vierte mercu rio hasta llenarlo con el agua con
tenida. Calcular el espesor y los pesos de las dos masas líquidas superpuestas, 
suponiendo que el vaso tenga 15 cm de profundidad y 6 cm de abertura. Den
sidad del mercurio: 13,59. 

• 1. ° Capacidad del vaso: v = .2. X 32 X 15 = 45:7 = 14 1,37 cm3
. 

3 

Antes que se v ierta el mercurio, el agua forma un cono semejante al cono total, 
y sus dimensiones son los 3/4 de las dimensiones del mismo. 

Vol. agua: 

Peso del agua: 
Vol. mercurio: 
Peso del mercurio: 

V¡ = 141,37 X !: 59,64 cm3 

P , 59,64 g 
V 2 = 141 ,37 - 59,64 = 81,73 cm3 

P , ~ 13,59 X 81,73 ~ 1110,72 g 

• 2.° El mercurio forma un cono en el fondo del vaso; determinemos la altura h 
de este cono. 
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o sea 81,73 =~ 
141 ,37 15' 

Por tanto: 15' X 8173 
h , =' 14137 = 12,495 cm 

Espesor del agua: 15 - 12,495 = 2,505 cm 
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1.259. Demostrar que si se tiene un ci lindro y un cono equilátero cir
cunscritos a' una esfera (fig. 563). 

1.0 E l área total del cilindro es una media geométrica entre las de la esfera 
y del cono. 

2. 0 El volumen del cilindro es también una 
media geométrica entre los volúmenes de la esfera e 
y del cono. 

Cono equilátero es aquel en el cual la sección 
que pasa por el eje determina un triángulo equilátero. 

Llamemos R al radio de la esfera. 
AB = ED que es el lado del triáng. equilátero 
inscrito en el círculo de radio R. Luego 

AB = EO = R v'J 

En el triáng. rectáng. O DC, LC = 300; por 
tanto 

oc = 2 X 00 = 2R 
AC = AO + OC = R + 2R = 3R 
Rr = 2 X BO = 2 X AO = 2R v'J 

• l. ' Area esfera: Al = 4;¡:R2 

Area t.otal cono: A, = " X AB (BC + AB) 

Fig. 563 

Area total cilindro: 
A, = " X R v'J (2R v'J + R v'J) = 9nR' 
A, = ZnR (R + 2R) = 6nR' 

4JfR2 

• 2.0 F al. esfera: 

Vol. cano: 

Vol. cilindro: 

X 

A, 
9;rR2 = 36n2 R = (6nR2)2 
X A 2 = A~ c.s.q.d. 

v .. = 2 X AB2 X AC 
- 3 

V - " X (R v'J)' X 3R = h R' , - 3" 
Va = :-rR2 X 2R = 2:rR3 

V l X V2 = ~ c.s.q.d. 

1.260. Hallar el peso de la figura 564, acotada en centím etros, sabiendo 
que el grueso de la chapa es de 22 mm y la densidad 8,8. 

I S.--CEOMETRIA CLA\'E. cuno SIJPERIOR 
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Area del trapecio a: 

A deducir: 
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17 + 8 x I 8 ~ 225dm' 
2 

Area del cuadrado b: 

} 120,5488 <Vn' 
Area del semicírculo e: 62 X :1: 2 ~ 56,5488 

Area efectiva: 
Volumen: 
Peso: 

80 

~ , , 
17. 

Fig.564 

104,4512 dm' 
104,4512 x 0,22 ~ 22,979264 dm' 

22,979264 x 8,8 ~ 202,217 kg 

09. 

~ 
, 

1 ~12 b 
I 

~ 
• & 

, 
0,012 .'0 

,',/ 
Fig. 565 

--J 
e j -.-
J 
~-e l 

;¡ 

"1 , 

1.261. liatlese el peso de la figura 565, sabiendo que la chapa es de 0,012 m 
de g ruesa , que las dos curvas pequeñas son iguales y que la densidad es 7,8. 

Area del-brazo a: 
Area de la rruz b : 
Area del pie e: 

Area del semicirculo d: 

Area del semicirculo e: 

Area ef ectiva: 
Volumen: 
Peso: 

9 x 2 ~ 18 dm2 

6 X 1 - 6 dm2 

4 X 3 ~ 12 dm~ 

.1 15
2 .x " 3,5343 dm2 

2 

1:! X :1 
2 ~ 1,5708 dm' 

39,5343 - 1,5708 ~ 37,9635 dm' 
' 37,9635 x 0,12 ~ 4,55562 dm' 
4,55562 x 7,8 ~ 3',533836 kg 

1.262. Halla,r el peso de la figura 566, acotada en milímetros, si la den
sidad del material empleado en su construcción es 8,2. 



Vol. del cilindro a: 

Vol. tronco calla b: 

Vol. del cilindro e: 
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32 X ¡r, X 4 = r 11 3,0976 ema 

1In (4' + 2' + 4 X 2) ~ 351,8592 cm' 
3 

F X :Jl X 4 = 12,566 4 cro3 

Vol. de la semiesfera d: ~ X :T x ·¡a = 2,0944 cm:! 3 . 

Vol. total de la figura : 
Peso 

479,6176 cm' 
479,6176 X 8,2 ~ 3732,864 32 g 

I 5 o I , 

I 
b 

I ~¡ o 
.g ~ 

11 ': ~ l .. !O! 
~ 

m ,~ ~ 

30 

Fig.567 
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...... _. ..... . 

1 I 

'I ~ mil 

Fig.566 

El primer cuerpo 

Vol. del prisma a: 

1.263. Hallar el peso de los cuerpos que represen': 
ta la figura 567, acotada en centímetros. Densidad, 7,8. 

es un prisma y los otros dos son cilindros. 

Vol. deJ prisma hueco b: 
5 X 3 x 3 ~ 45 
4 X 2 x 3 ~ 24 

dm' 
dm' 

Vol. ef ectivo : 21 dm3 

Vol. del cilindro c: 
Vol. del cilindro d: 

3,1416 x l ' x 3 ~ 9,4248 dm' 
3,141 6 x 1,5' x 1 ~ 7,0686 dm' 

Total: 

P eso: 37,493 4 X 7,8 ~ 292,44852 kg 

1.264. Hallar en dobles decalitros la capacidad 
del fanal que representa la fig. 568 acotada en metros. 

Vol. del cilindro a: 
3,1416 X 6' X 3,5 ~ 395,841 dm' 

Vol. de la semiesfera b: 

4 X 3,1416 x 6' ~ 452390 dm' 
3 X 2 -.:.:::C'=="-

Vol. total: 848,231 dm' 
Capacidad fanal: 42,41 dobles decalitros 

37,493 4 dm' 

120 

Fig.568 
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1.265. Hallar el peso de los cuerpos que representa . la figura 569, acotada 
en metros, s iendo la densidad 4,2. 

Vol. del cono a: 

Vol. tronco C01l0 b: 

Vol. del cilindro e: 

3,1416 X 2' X 2 = 8,377 6 dm' 
3 

8" (2' + 3' + 2 X 3) = 159,1744 dm' 
3 . 

3,1416 X 4' X 1,5 = 75 :3984 dm' 

Vol. total: .242,9504 dm' 

Peso: 24i,950 4 X 4,2 = 1020,391 68 kg 

\ \ /¡ //I ' \ /~.-
\ \ ..... ,¿. 

'--L ___ ...J 

" 
Fig . 569 Fig. 570 

1.266. Dada la sección de un cojinete .de bronce que tiene de .longitud 
26 cm y 7,2 de, densidad, hallar el peso del mismo (fig. 570). 

Area del semiexágollo: 

Area del semicírculo:' 

3 X 22' ti = 628 716 cm' 
4 ' 

12' X 3,1416 
2 

226,195 cm' 

ATea efectiva: 402,521 cm2 

Vol"men: 402,521 X 26 = 10465,546 cm' = 10,465546 dm' 

Peso: 10,465546 X 7,2 = 75,3519312 kg 

1.267. H allar el peso de la pieza que represen ta la figura 571, acotada 
en centímetros. Espesor, 20 cm. Densidad, 7,2. 
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Area del brazo verllcal: 
Area del brazo horizontal.-

95 X 15 ~ 1425 
95 X 15 ~ 1425 

cm~ 

cm~ 

Area de las cuatro esquinas.- 4 ( 15' _ 15' X 43,1416 ) ~ 141,636 cm' 

Areo total.- 2991,636 cm' 
A deducir el C/llIdrado /'el/tra! (contado 2 'veces): 152 = 225 cm 2 

Volumen: 
Peso: 

Fig.571 

2766, (,36 x 20 = 55332,72 cm' 
55,33272 y 7,2 ~ 398,395584 kg 

-L 

~ I B 

'\ 

o ~ 
N 

o e 

2766,636 cm' 

./ ~ 
~ A 
o 

0160 

Fig. 572 

1.268. Hallar el peso de la pieza que representa la figura 572, s i tiene 
3,84 m de longitud y la densidad es 7,8. Las cua tro curvas son iguales y tienen 
8 mm de radio. 

Area del rectángulo B: 
Area del rectángulo C: 
Area del rectángulo A: 

ATea esquinas.-

Area total: 

1,6 X 0,08 } 
1,2 X 0,08 
1,6 X 0,08 

4,4 X 0,08 ~ 0,352 dm' 

4 [o 08' - 3,1416 X 0,08' ] ~ 00055 dm' , 4 ' . 

0,3575 dm~ 

Volumen: 
Peso: 

0,3575 X 38,4 ~ 13.728 dm' 
13,728 X 7,8 ~ 107,0784 kg 

1.269. Hallar el peso del carril que representa la figura Sí3 si tiene una 
longitud de 11,9 m y la d ensidad es de 7,8. 
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Area de los dos semicírculos a: 3,141 6 X l' 
Area del rectángulo b: 4 X 2 
Area del rectángulo e: 4,5 X 1 

Area del trapecio d: -ª-±.l.. X 1,5 = 
2 

Area del rectángulo e: 8 X 

Volumen: 
Peso: 

30,3916 X 119 ~ 3616,6 dm' 
3616,6 x 7,8 ~ 28 209,48 kg 

= 
1 

3,1416 dm' 
8 dm' 
4,5 dm:! 

6,75 dm2 

8 dm' 

30,3916 dm' 

~ __ ~1~' __ -+ __ ~8~2 ____ ~'~~ 
Fig. S73 Fig. 574 

1.270. Hállese el peso de la figura 574 si las medidas están dadas en milí-
metros. D ensidad, 8. Chabetero. 40 X 10. ; 

Vol. del segmento .' 

Vol. del cilindro: 
Vol. del cilindro: 

Vol. del prisma.' 

Vol. tOlal: 
Vol. del chabetero.-

Vol. ef ectivo.' 

(242 X 7r X 8) 
2 

7 506,329 6 mm' 

242 X :t X 6 = 10 857,3696 mm' 
· 13' X ~ X 82 ~ 43 536,292 8 mm' 

26' X 76 ~ 25 688 mm' 
2 __________ _ 

87587,992 ° mm' 
(30 x 10 + 5' X ,) 18,3846 ~ 6959,3064 mm' 

80 628,685 6 mm' 

Peso: 80,628 6856 x 8 ~ 645,029 4 g 

1.271. Hállese el peso de la figura 575, cuyas dimensiones están dadas en 
milímetros. Densidad, 9; radio del cono superior. 16,165. 
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Vol. del cono: 

Vol. del cilindro mayor: 
Vol. del cilirldro menor : 

VoL de la tuerca: 

Vol. total: 

16,1652 X n x 28 = 

3 

402 x :r x 14 = 
92 x :r x 60 = 

3 x 20' -J3 x 12'= 
2 

Peso; 105,772 361 92 x 9 = 951,951 25 g 

7661,94592 

70371,84 
15268,176 

12470,4 

105772,361 92 

Fíg. 575 Fig. 576 
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mm' 

mm' 
mm' 

mm' 

mm' 

1.272. Hállese el peso del cojinete representado en la figura 576. Dimen
siones en milímetros. Densidad, 7. 

Area del rectá'lgU[O: 

Area de un semicírculo: 

Area total : 

D escontando 

Area efectiva: 
Volumen: 
Area del rectángulo: 

Area de 1~ de círculo.-

Area de dos triángulos: 

Area total: 
D escontando .

Area efectiva.-

51 X 13 = 

12,502 X n 
2 

553,4367 X 12 = 
61,608 X 12 = 

6'x 'l x 10 
6 

663 

245 ,437 5 mm' 

908,437 5 mm' 

355,000 8 mm2 

553,4367 mm' 
6641,2404 mm' 

739,296 mm' 

188,496 mm' 

6' x ;-;;3 X 2 = V j 31,176 mm2 

4 --~~~~~ 

42 X 7l X 2 = 
958,968 mm' 
100,531 2 mm' 

858,4368 mm' 
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Volumen: 858,4368 X 6 = 5150,6208 m m a 

Volumen total: 6641 ,2404 + 5150,6208 = ti 791 ,86 1 2 mm
3 

Peso: 11,791861 2 x 7 ~ 82,543 g 

1.273. Hallar el peso de los cuerpos geométricos que representa la figu
ra 577 acotada en milímetros, siendo·.Ia densidad 8. 

Fig.577 

Vol. del cilindro a: 3,14 16 X 152 X 40 = 

Vol. del cilindro b: 3, 1416 X 452 X 40 = 

Vol. del tronco de co1l0-"cc:..: _ _ _ 

Altllra del tronco: .)1602 
- 502 = 151,98 mm 

I 19 24 

~I 

Fig. 578 

28274,40 mm' 
254469,60 mm' 

v ~ 3,1416 X 151,98 (85' + 35' + 85 X 35) ~ 1 818328,234 mm' 
3 

Peso: 

Total: 2 101 072,234 mm' 

2,101 072 234 X 8 ~ 16,808577 kg 

1.274. Hállese el peso de la 
Vol. esfera: 
VoL. segmento esférico : 

figura 578 , acotada en mm. Densidad, 7,8S. 
323 X 0,5236 = 171 57,3248 mm3 

2, 1+V X 0,5236 --!.- 8
2 

X 2, 144:1 
2 

220,699 1 mm' 

Vol. efectivo: 

Vol. del tronco: 

Vol. del cilindro.-

(8' - 21' + 8 X 21) 9" 
3 ~ 

16 936,625 7 mm' 

6 342,8904 mm' 

21 ' X :r X 6 ~ 8312,6736 mm' 



Vol. de 1- de loro: 

Vol. del segmento: 

Vol. del cono: 
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78:rr X 2F X :T - 84844,0599 mm3 4 . -

[
18' 11 ' + 21' ] 18n - 6 - + 2 ~ 18943 ,848 O mm' 

l P X ;r X 24 = 3 041,068 8 mm3 
3 

V olumen total: 138421,1664 mm3 

Peso: 7,85 x 0,138421 166 4 ~ 1,08660615624 kg 

457 

1.275. H állese el peso de una maniv~la que tenga por medidas las de la 
figura 579, expresadas en milímetros. Densidad, 9. 

A rea del semicírculo mayor : 

Atea del semidrculo menor: 

Area dellrapecio: 

Volumen: 
Vol. del cilindro mayor: 
Vol. del cilindro mellor: 

Fig. 579 

452 X :'l 

2 

242 X :T 

2 

3 180,87 mm2 

904,780 8 mm' 

90 + 48 x 140 ~ 9660 
2 __________ _ 

Area total: 13 745,650 8 mm' 

13745,6508 X 8 ~ 109965,2064 mm' 
20' x " x 28 ~ 35 185 ,92 mm' 
152 

X :"T X 12 = 8482,32 mm3 

Volumen total: 153633,4464 mm3 

Peso: 153,63 3 4464 x 9 ~ 1,3827 kg 
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1.276. Calcú lese el peso de la figura representada en la figura 580. Me
didas en mm. Chapa, 9 mm. Densidad, 7,8. Chabeteros, 4 X 12. 

Area del semicírculo.-

Area del trapecio: 

Area de la semicorono.-

Area del trapecio de 50°: 

ATea del rectángulo: 

A rea del rectángulo: 

Area total: 

Fig.580 

D escontando: 
Area de dos círculos.

ATea de dos rectángulos: 

Area efectiva :" 
Volumen: 

Peso: 

(21' 

22 
X :t = 
2 

(9 + 4)14 
~ 

2 

(18' - 9')~ ~ 
2 

12')n X 50 
360 

7 X 22 ~ 

40 X 9 ~ 

22 xnx 2 = 
8 x 4 x 2 ~ 

6,2832 mm' 

91 mm' 

381,7044 mm' 

129,591 mm' 

154 mn)\! 

360 mm' 

11 22,5786 mm' 

e..::! _ ' 

• l. 

Fig.581 

25,1328 mm' 
64 mme 

89,1328 mm' 

1 033,4458 mm' 
1033,4458 X 9 ~ 9301,01 22 mm' 

9,301 0122 X 7,8 ~ 72,54789 g 

1.277. H allar el peso de la pieza que representa la figura 581 , acotada 
en mi límetros, sabiendo que la densidad es 8. 

Area del trap . doble: de 600 , a: (22' - 14') x 3,1416 301 ,5936 mm' 
3 

Area del círculo extremo b: 4' X 3,1416 ~ 50,2656 mm' 

Area total: 351,8592 mm2 
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Vol. : 
Vol. del cilindro e: 
Vol. del cilindro d : 
Vol. del cilindro e: 

Vol. de. la semiesfera f: 

Volumen total: 
Volumen a descontar: 

Volumen efectivo: 

Peso: 

351,8592 x 3 -~ 
7,5 ' x 3,141 6 x 3 -

4' x 3, 141 6 x 2 -
2' x 3,1416 ,< 16 <. 

I 055,577 6 mm~ 

530,145 O mm3 

100,531 2 mm3 

201,0624 mm' 

1.. x 3 1416 X 2' -~ 167552 mm' 3' ~~,~~~ 

1 904,071 4- mm' 
3~ X 6 54 rnm3 

1 850,071 4 mm' 

1,850071 4 X 8 ~ 14,800 571 2 g 

1.278. Hallar el valor de t 2 piezas como las que representa la figura 582, 
acotada en milímetros, sabiendo que cuesta 325 pts el kilo y q ue la densidad 
es de 7,2. Espesor de la cha pa, 14 mm. 

f-1L-I . i--1L-1 
l b 1, ~I 

UJ ~ 

.... .... .. 

• .. _--- _., . 

/ < \ ¡¡;Iq .~ 
: 1: f I I _ 1 

.10 ,,_ . !-1~ -J I I I 18 
.1' 

$ q P .$ p¡: 
$ $ 

FiJ.l.582 

Area de dos cuadrantes a: 

Area del rectángulo b: 
A rea del rectángulo e: 

Area total: 
Area a descontar d: 

Area efectiva: 

Vol. de la chapa : 

V ol. de dos chapas triangul. e: 

Volumen total: 

8' X 3,1416 
2 

100,531 2 mm' 

16 X 8 = 128 mm2 

30 ' 32 ~ 960 mm' ---'-=-=-- --'-'-'= 
1 188,531 2 mm' 

16 X 6 = 96 mm:! 

1 092,53 1 2 mm' 

1092 ,53 12 X 1+ =' 15 295,4368 m m' 

20 )( 20 ", 6 -'=- 1 200 m m :! 
2 ~~--~~ 

16 +95 ,436 8 mm:! 
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Area del rectángulo base f: 
Area a descontar los 4 círe. g: 

ATea efectiva,' 

84 x 18 ~ 
2,5' x 3, 14 16 x 4 ~ 

1 512 
78,54 

1 433 ,46 

mm:! 

mm' 

mm' 

16495 ,4368 mm' Volumen anterior,' 
Volumen de la base f: 1433,46 X 6 ~ 8 600,76 m m' 

Volumen total: 25 096,196 8 mm' 

Peso: 25096,1968 X 7,2 ~ 180 69261696 
1000 ' g 

Valor de 12 piezas: 325 X 180,692 616 X 12 
1000 

~ 704,7 pIs 

1.279. H allar el peso de la p ieza que rep resenta la figura 583, acotada 
en milímetros, siendo la densidad 7 . 

Area de ~ de círculo a: 

A rea del triángulo b: 

Area del rectángulo e: 

Area total: 
A rea a descontar,' 

20' X 3,1416 X 5 
6 

20' X V3 
4 

20 [50 - (20 + 20 t ) ] ~ 
10' x 3,1416 

1 047,2 mm' 

173,2 m m \! 

253,6 mm? 
- - ---

1 474 mm' 
314,16 m m 2 

Area efecti'va : 11 59,84 mm 2 

10 20 10 " r ~ ~ () 
: 1 ~!'! f] 

2 ;;;,~W -j 

¡.' 
f: ,J __ L 

N 6 -'el -!--IY , , 
' ¡..- ~I " 

~t ¡ 
• 

J .•... 

L 
Fig. 583 Fig. 584 
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Vol. de las cuatro patillas.
Vol. de dos prismas: 
Vol. del cilindro d: 

11 59,84 X 10 X 4 ~ 
20 X 10 X 20 X 2 ~ 
8' X 3, 1416 X 150 ~ 

46 393,6 rum3 

8000 mm' 
30 159,36 mm' 

Volumen total: 84552,96 mm3 

Peso: , 84,55296 X 7 ~ 591,87072 g 

.1.280. Búsquese el peso del formón representado en la figura 584, acotado 
en mm. Densidad del acero, 7,8; ídem de la madera, 0,65. 

Vol. de la semiesfera : 

Vol . del tronco de cono: 

Vol. del cilindro: 

Vol. del tr01lCO: 

Vol. total del mango.-

Vol. pirámide a descontar: 

Volumen efectivo: 

Peso del mango: 

ATea del rectángulo.-

Descontando: 

Area efectiva: 

Area del trapecio: 

Area iotal: 

Volumen: 

Vol. del prisma del filo: 

Vol. de la pirámide: 

Volumen total: 

Peso: 

Peso total: 

24' X 0,5236 
2 

3619,1232 mm' 

(12' + 6' + 12 X 6) 4;n = 11 083,564 8 mm' 

678,585 6 mm' 

3n (6' + 4' + 6 X 4) ~ 238,761 6 mm' 
3 __________ _ 

4' X 18 
3 

15524,0352 x 0,65 
1000 

15 fl20,035 2 mm' 

96 mm' 

15 524,035 2 mm' 

10,0906 g 

54 x 24 = 1 296 mm' 

62 X Jl 

2 

(12 + 4)15 
~ 

56,548 8 inm' 

1 239,451 2 mm' 

120 mm' 

1 359,45 1 2 mm2 

1359,4512 X 4 ~ 5437,8048 mm' 

4 X 4 X 24 ~ 
2 

192' ' mm' 

4 X 4 X 18 = 96 mm' 3 ________ __ 

5 725,804 8 mm' 

5725,8048 X 7,80 _ 
1000 - 44,661 2 g 

10,0906 + 44,6612 = 54,7518 g 
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". , 

Fig. 585 Fig.586 

1.281. Hallar el peso de la pieza representada en la figura 585, acotada 
en milímetros, siendo la densidad 7,8. 

Area del semicírculo: 

-Area 'del rectángulo: 

Area tota.l: 

Voluntetl: 
Vol. del prisma: 

11' X 3, 1416 
2 

14 X 22 ~ 

190,066 8 mm' 

308 mm' 

498,066 8 mm' 

498,0668 X 8 ~ 3 984, 534 4 m m' 
22 X 4 X 21 ~ 1 848 mm' 

Vol. total de la cabeza : 5 832,534 4 mrn3 

Vol. a descontar: 

Volumen efecth'o: 
Vol. del cilindro: 
Altura del cilindro: 
Vol . del cilindro': 

Vol. de las 2 tuercas: 

Volumen tot.al: 

Peso: 

4,5' X 3,1 416 X 8 ~ 508,939 2 mm' 

5 323,595 2 mm' 
9,5' X 3,1416 X 38 ~ 10774,11 72 mm' 

84 - (8 + 9) ~ 67 m m .. 
5,5' X 3,1416 X 67 ~ 6367,2378 mm' 

3 X 11 ' X '3 X 17 ~ 53440860 ' 2 vJ , m m" 

27 809,036 2 mm' 

27,8090362 X 7,8 ~ 216,91048236 g 



EJERC IC IOS DE RECAP ITULACIÓN 463 

1.282. H allar el peso de la pieza representada en la figura 586, acotada 
en centímetros, siendo la densidad 0,67. 

Area del sector a: 

Area del triángulo b: 

Area del rectángulo e: 

Area ~ de corona d: 

Area total de fa chapa: 

Volumen: 

Area rectángulo e: 

Area semicírculo f: 

Areo total: 
Areo a descontar: 

Area efectiva: 

12' x 3,1416 x 5 
6 

12' x 0 
4 

12 x 26 ~ 

(H' - 12') x 3,1 416 
4 

1090,6368 x 11 

27 x 12 ~ 314 

6~ X :;¡ ~ - 56,5488 cm2 

2 

380,5488 cm' 
2,5 2 X lT = 19,635 cm2 

360,9138 cm" 

376,992 cm2 

62,352 cm' 

312 cm 2 

339,292 8 cm' 

1 090,636 8 cm' 

) 1 997,004 8 cm' 

Vo/tlmen, 360,91 38 X 13 ~ -4691,8794 cm' 
Vol. prisma g, que completa las patillas: 12 x S x 22 = 1 320 cm3 

Volumen del cilindro h: 9~ X 3,1416 X 5 = 1 272 ,348 cm3 

Volumen del prisma triangular curvilíneo m: 

9 X [ ~ 0 + (8' X ~ , 1416 - ~ 0) 3J ~ 405,964 8 cm' 

Volumen total: 19687,197 cm3 

Peso: 19,687197 x 0,67 ~ 13,19042199 kg 

1.283. H állese el peso de la altera que tenga por medidas las de la figu 
ra 587, expresadas en milímetros. D ensidad, 7,45. 

Vol. de las dos esferas : 
Vol. del cilindro: 

. 24' X 0,5236 x 2 ~ 14 476,492 8 mm' 
6' X " X 41,216 ~ 4661,4306 mm' 

Volumen total: 191 37,9234 mm3 

Vol. 2 segmentos: 2 X :T X ~,6082 (3 X 12 -.1,608) = 186,2469 mm3 

Volumen efectivo: . 18951,676 5 mm' 

Peso: 18,9516765 X 7,45 ~ 141,189.99 g 



464 GEOMETRÍA DEL ESPACIO 

I~~ V-. 
Fig. 587 Fig. 588 

'1.284. H allar ti peso del objeto que representa la figura 588, acotada en 
milímetros, siendo la densidad 7. 

La Pa.rte plana se compone de una par!e circular y un trapecio. La parte circular 
forma un segmento circular, de 3000 y R = 90 mm. Hay que descontar: 

1.° Dos círculos a cuyo diámetro e~ 112 = R ";2 - v'3. 
2.0 Dos círculos de d = 70 mm. 
3.0 Un cuadrado de 1 = 70 mm. 

A. segmento: n' 90' . 300 + 90' .)3 ~ 24713 1 
360 4 ' mm' } 

A. trapecio: 

A. dos CÍrculos a: 
A. dos círculos: 
A. cuadrado: 

Area efectiva: 

Volumen: 

Vol. 3 troncos: 

Vol. 2 cilindros: 

Vol. segmento: 

90 + 50 X 25 ~ 
2 

h· 45' (2 - .)3) ~ 
2:r' 352 

702 = 

1 750 mm' 

3 409,89 mm' 
7696,92 mm\! 
4 900 rnm2 

10456,29 X 45 

n (35'+25' + 35 x 25) (45 + 15 + 15) 
3 

} 

;?; X 352 X 20 X 2 = 

:r . 50
3 + :r' 50 (252 X 2) = 

6 2 

26463,10 mm' 

16006,81 mm' 

10456,29 mm' 

470533,05 mm3 

214021,50 mm' 

153 938,40 mm' 

163625,10 mm' 
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" x 35' x 330 
3 

465 

. 423 330,60 mm' 

Volumei, total: 1 425 448,65 mm3 

Peso: 1,42544865 x 7 ~ 9,978140 SS kg 

1.285. Encontrar el peso de un martillo que tenga las dimensiones in
dicadas en la figura 589, expresadas en milímetros. D ensidad del acero, 7,78; 
ídem de la madera, 0,67. 

• 

M " -I-[ uu 

• 

...... ~ ---

102 

Fig. 589 

-~ 

I 21 

El cuadrante superior compensa al inferior. 

Area del trapecio: 

Area del rectángulo: 

Area total: 

Volumen: 

A descontar : 

Volumen efectivo: 

Peso: 

Vol. tronco (ma1lgo) : 

9 + 12 x 
2 

18 ~ 189 mm' 

39 X 21 ~ 819 mm' 

1 008 mm' 

1008 X 21 ~ 21 168 mm' 

(5,58' .+ 6' + 6 X 5,58) X 2;" ~ 2212,6753 mm' 

13955 324 7 mm' 

18,9553247 X 7,78 ~ 147,472 4 g 

(6' + 4' + 6 X 4) ~ 10h ~ 8 11 7,8944mm' 
3 

. Peso: 8,11 78944 X 0,67 ~ 5,438 9 g 

Peso total: 152,911 3 g 
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Fig.59O 
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1.286. Hallar el peso de la pieza que representa la figu 
ra 590, acotada en centímetros, s iendo la densidad del ma
terial empleado 7,8. 

Vol. de la semiesfera a: 

Vol. del cilindro b: 
Vol. del cilindro e: 

Vol. del cono d: 

Vol. total: 

3,141 6 X 60' ~ 56548,8 cm' 
6 X 2 

3,1416 X 30' X 10 ~ 28274,4 cm' 
3,1416 X 20' X 90 ~ 113097,6 cm' 

3,1416 X 20' X 30 ~ 12566,4 cm' 
3 

210487,2 cm3 

Peso: 210,4872 X 7,8 ~ 1641,800 16 kg 

• 
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APENDICE 

l. Ejercicios sobre los conjugados armónicos, 
polos y polares 

1.287. Los puntos A. B, e y D forman una cuaterna annónica. Demostrar 
que AH . CD ~ 2 JrC. DA. 

Por definición 

Por otra parte 

Luego 

CA DA 
CIl~ - rm 

CA· 00 ~ - CH· DA ~ JrC. DA 

AB ~ E + CB y CD~CB + BU · 

AB· CD ~ (AC + CB) (CB + BU) 
~ E· CB + AC· BU + CH' + cr· JID 
~ JrC. CA + CA· 00 + .JrC' + Be· 00 
~ JrC (CA + Be + 00) + CA· 00 
~ Be (Dll" + Be + CA) + CA· Dll" 
~ Be· DA + CA· Dll" yen virtud de (1) 
~ Be· DA + Be· DA ~ 2m::· DA. 

(1) 

1.288. Formando los puntos A, B, e, D una cuaterna armónica, y siendo M 
el punto medio de ClJ, demostrar que A1VI . AB = AC · An. 

En efecto 

Luego 

_2_ ~ _ 1_ + 1_ 1_ ( relación de D eswrtes) 
AB AC Ar5 

2 AC· Ar5 ~ Al'! (AC + iID) ~ AH· 2 m 
AC · m ~ l\lI"m 
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1.289. Fo rmando los puntos A, B , e y D una cuaterna armónica, siendo O 
el punto medio de AB y M el punto medio 

de en, dem ostrar que AB2 -+- mz = 401\112. 
A o e B 

Fig.591 

D 
Tenemos : AB = 2'0'13 

00' ~ OC- OD 
AB' ~ 4 013' ~ 4 OC . 1m 

pero OC ~ 0lVI - CM; 00 ~- OM + lV!D ~ 0lVI + CM 
OC . (JO ~ (OM - ClVI) (01\1 + CM) ~ 0lVI' - CM' 

AB' ~ 4 OC . OD ~ 4 0lVI' - 4 CM' ~ 4 0lVI' - 4 (C
2
D)' ~ 4 0lV/' - en' 

luego AB' + CD' -- 4 OW 

1.290. Formando los puntos A, B , e y D una cua terna armón ica siendo O 

el punto m edio de AH y M el punto medio de CD, mostrar que XC· = 2 AlVI . OC. 

Tenemos AC' ~ (AO + OC)' = AO' + OC' + 2 Ati . OC 
P ero 1\02 = OC· OD (relación de NewlOtl) 

Luego XC' ~ OC· OD + OC' + 2 Ati· OC~OC (OD + OC + 2 AD) 
XC' = OC (2 0lV/ + 2 AD)~ 2 OC (Ati + 0lV/)~ 2 OC - AM 

1.291. Formando los puntos A, B, e, o, una cuaterna armónica, siendo E 
el conjugado de D con relación a los pun-
tos A y e, y F el conjugado de D con rel a
ción a los .puntos e y B, mostrar que E y F 
son conjugados armónicos con relación a los 
puntos e y D. (Uti lizar la relación de Des
cartes de origen C.) 

Tenemos: _2_ ~ _ 1_ + _ 1_ 
crr CA -en 

_ 2_ ~ _ 1_ + _ 1_ (2) _2_ 
eA CE ro CB 

A 

1 
CF 

E e F B 

Fig.392 

(1) nos da _4_ ~ _2_ + _2_ y teniendo en cuenta" (2) y (3) 
en CA CB 

_ 4_ = _1_ + _ 1_ + _1_ + _ 1_ ~ _ 1_ + _1_ + _2_ 
crr CE en cr en CE cr en 

Luego 

relación que 1/0S dice que E y F son conjugados armónicos de e y D. 

D 

(1 ) 

(3) 

1.292. En una circunferencia se trazan dos cuerdas AB yAC. 1\1ostrar 
"que las rectas soportes de AB y AC dividen armónicamente al diámetro MON 
perpendicular al segmento Be. 
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El diámetro MON perpendicular a la 
cuerda Be divide a dicha ruerda y al arco Be 
en dos pOTleS iguales. 

N 

Q 

Luego los segmentos AN y AM son biser
trices del ángulo BAe y, en consecuencia, M 
y N son conjugados annónicos de los puntos P y 
Q, intersecciones del soporte de dicho diámetro 

e 

con los soportes de AB y AC. 

1.293. Dos rectas (R) y (R') d ividen el Fig.593 

p lano en cu atro regiones si son secantes, y 
en tres si son paralelas. Decir en cada caso en qué regiones se halla la polar de 
un punto P situado en cualquiera de estas regiones. 

Sea O el punto de intersección de (R) y (R'). La polar de P pasará siempre 
~O . 

Si P se halla en la región (1) o en la región (3), la polar se halla en las regiones 
(2 ) y (4) Y si P se halla en la región (2) o en la región (4) la polar se halla en las 
regiones (1) y (3). 

(R) (R") ( R') 

® 

(3) O @ 

G) 
(R') 

(R) 

Fig.594 Fig. 595 

Si (R) Y (R') son paralelas consideremos la recta (R" ) paralela equidistante 
de (R) y (Ir). (R") divide la ¡aja determinada por (R) y (R') en dos regiones (2a) 
y (2b). 

(R) 

Si P se halla en la región (1) , la poJar se haLla en la región (2a) j.' viceversa 

O 

si P se halla en la región (2a), La polar se 
P haLla en la región (1). Del mismo modo, 

S ' 

Fig.596 

si P se halla en la regifm (3 ) la polar se 
halla en Jr,. región (2b) y viceversa. 

Finalmente, si P se halla sobre (R") 
la pola,. se halla en el infinito. 

1.294. En un plano (n) se trazan 
dos puntos fijos A y B Y una recta fija (R ) 
que no pasa ni por A ni por B. Por un 
punto variable P del plano sé tr~an .las 
semirrectas PA y PB que cortan a (R ) 
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en A' Y B'. Se traza fmalmente la semirrecta PP' , s iendo P ' el punto de inter-
sección de los segmentos AS' y BA' ,. . 

Demostrar que cuando' P varía la semirrecta PP' pasa por un punto fijo. 
].0 Si la recla AB no es paralela a (R), sea O el punto de intersección de 

ambas. PP' es la polar de O con relación a las rectas PAA' y PBB'. 
Luego el punto 1 de intersección de PP' con AB es conjugado de O con rela

ciótz a los puntos A y B. Luego 1 es fijo. 
2.0 Si AS Y (R) son paralelas, O se halla en el infinito y el punto 1 es el punto 

medio de AB (GEOM. 331). 

1.295. Sean (R) Y (R') 

Fig. 597 

dos rectas fijas secantes en el punto O. Por un 
punto fijo P de su plano se trazan dos rectas 
variables simétricas con relación a la recta PO. 
Una de ellas corta a (R) en M y la otra corta 
a (R') en N. 

Demostrar que la recta MN pasa por un 
punto fijo. 

Sea 1 el punto de úztersección de PO con 
MN. PO es bisectriz interior del ángulo MPN 
ya que PM y PN son simétricas con relación a PO. 
Es, pues, una recta fija . 

La bisectriz exterior es también fija y corta 
a la recta MN e" el punto F conjugado de 1 
con re/ació" a MN. Luego F es fijo por ser el 
polo de la recta ¡tja PO. 

1.296. Dos cuaternas armónicas (ABCD) y (A'B'C'D ' ) tienen un punto 
común A y soportes distintos. Demostrar que las rectas BE', CC' y DD' son 
concurrentes o paralelas. 

La recta BB' es la polar de A con relaciór¡ a las rectas CC' y DD'. 
Por tanto, si CC' y DD' son concurrentes en O, BB' pasa también por O y si 

CC' y DD' son paralelas BB' es paralela a dichas rectas. 

A 

D 

, X 
8 

e 

Fig. 598 Fig.599 

1.297. Dado un triángulo ABC se traza la mediana AM y la recta AX 
paralela a BC. Por B se traza una recta cualouiera que corta a las rectas AM, 
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Ae y AX respectivamente en P, B' y Q. Demostrar que la cuaterna (BB'PQ) 
es armónica. 

El haz (ABMeX) es armonico (GEOM. 332). 

1.298. D ados un punto O y dos rectas (R) y (R '), construir una circun
ferencia de centro O de manera que el polo de (R) se halle sobre (R '). 

El polo de (R) se halla sobre la perpendicular a (R ') trazado por O, la cual 
corta a (R) en P y a (R ') en P' . 

(R') 

p' 

Fig.6OO Fig.601 

Si P' es polo de (R ) tenemos OP· OP' = R2
. 

Por consiguiente, el problema sólo es posible cuando O es exterior al segmen
to PF. Suponie"do esta condición realizada, el radio R de la circunferencia buscada 

es la media geométrica entre OP y OF. 
Si ()P < OP' trazaremos la semicircunferencia de diámetro OP"' la cual cortará 

a (R) en T. y la circunferencia de centro O y de radio OT es la circunferencia bus

cada, ya que OP · UP' = OT2. 
Si O"P > W trazaremos por P' la recta (R") paralela a (R) y luego la semi

circunferencia de diámetro OP la cual cortará a (R") en T " . La circunferencia de cen
tro O y de radio OT" es la circunferencia buscada, ya que (JI' . OF = OT'"'2. 

Si OP = OF, la circunferencia de centro O y de radio OP = OF' es la cir-
cunferencia buscada. . 

1.299. D emostrar que la polar de un 
punto P con relación a una circunferencia (e) 
es también eje radical de (e) y de la circun
fe rencia de diámetro OP. 

1.0 Si P se halla sobre (C), P' coincide 
COIl P; la polar de P es tangente a (e) en P. 

La circunferencia de diámetro OP es tan
gente interior a (C) y el eje radical (E) se con
funde con la polar. 

2.° Si P no está sobre (C), P se halla en 
el exterior o en el úllerior de (C) y P ' eu el 
íllterior o en el exterior de (e). En ambos casos 

O' 

Fi¡.¡.602 

p 
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llamemos O' al centrQ de la circunferencia de diámetro OP y M al punto medio 

de 00"'. 

. La di.stancia del pie del eje radt'cal (E) al punto M es ME 
R' - (~)' 

2mY 

Como ov~ DI' 
2 

resulta 4R' - UP' 
4DI' 

(GEOM. 392) 

La distancia del pie de la polar al punto O es DI" ~ ~ 
DI' 

y la distancia lVIP' ~ W - OM ~ K _ OP 
OP 4 

Luego l\iIP" = lVIE y la polar se confunde con el eje radical. 

1.300. Comparar las posiciones de la polar de un punto P con relación 
a una circunferencia (e) y del eje radical de (e) y de la ci rcunferencia puntual P . 

La distancia de la polar al centro O de (e) es OP" = ~ 

Si E es el pie del eje radical y M el punto ,medio de OP, tenemos: 

y 

Comparemos. pues.- ' R2. 2R2 

DE OP' + R' OP ~-~- y 
DI' 2DI' 2UP 

Si OP < R es 01" > R Y DE < 01" 
Si OP ~ R es Ol" ~ R y (]E ~ R ~ 01" 
Si UP > R es Ol" < R y DE > Ol" 

1.301. Dados tres puntos alineados en el orden ABC, por ' A se trazan las 

Fig. 603 

tangentes AT y AT' a todas las circunferen
cias (e) que pasan por B y C. Demostrar que 
la cuerda variable "'T' que une los puntos 
de contacto pasa por un punto fijo. 

Las cuerdas TT' son polares de A con rela
ción a las circuriferendas (C). 

Todas estas polares contienen al punto A' 
conjugado de A con relación a los puntos B y C. 

1.302. Construir una circunferencia (e) 
que pasa por un punto dado A y con relación 
a la cual un punto dado B admita como polar 
una recta dada (R). 

1.0 El centro O de (C) se halla sobre la 
perpendicular BI a (R) trazada por B. 
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2.0 Tracemos la recta BA y sea B' su punto de intersección con (R). 
3.° Busquemos el conjugado A ' de A con relación a los puntos B y B' (A' es 

el pie de la polar de A con relación a La circunferencia de diámetro BB' el cual pasa 
también por 1). 

4.0 Tracemos la mediatriz del segmento AA'. Su intersección con la recta BI 
da el centro O de la circuuferencia (e) buscada cuyo radio es OA. 

En efecto (e) es ortogonal a la circunferencia de diámetro BB' y por consi
guiente 1, B, son conjugados con relación a (e) ya que están alineados sobre un dia
metro de (e). 

1.303. ¿Existen circunferencias (C) que admiten como conjugados un par 
de puntos dados A y A'? 

Sí, todas las circunferencias ortogonales a la circunferencia de diámetro AA'. 

1.304. ¿Existen circunferencias (e) que admiten como conjugados dos 
pares de puntos A y A' , B Y B'? 

Sí, cuando ltú circunferencias de diámelTo AA' y BB' tienen eje radical. Su
poniendo esta condición realizada, todas las circunJeTencias ortogonales a la vez 
a las dos circunferencias antedichas respmlden a la cuestión. Su centro se halla sobre 
la porción de eje radical e:deTior a dichas circmiferetlcias. 

1.305. ¿Existen circunferen cias (e) que admiten como conjugados tres 
pares de puntos dados A y A', B Y B' Y e y e'? 

Sí, cuando las circunferencias de diámetro AA', BB' y ce' admiten un centro 
radz·cal O. La circunferencia ortogonal a las tres circunferencias antedichas responde 
a la cuestión . Su centro se halla en O. 

1.306. Dado un triángulo ABC, easte una circunferencia (e) con relación 
a la cual el triángulo ABe sea autopolar? 

Si el triángulo ABC es acutángulo o rectángulo 710 existe circunferencia (C). 
Si ABe es obtusángulo , existe una circunferencia (e). Su centro se halla en el 

ortocentro de ABC (GEOM. 997). Su radio es la media geométrica entre los seg
mentos cuyo origen común es el ortocentro y cuyos extremos son un vértice y el pie 
de la altura correspmldiente (GEOM. 997). 

Para construir dicha circunferencia (e). 
1.° Se trazan dos alturas AH y BK por ejemplo, cuyos soportes al cortarse 

determinan el ortOCl!1ltro O, centro de (e). 
2. ° Se traza la circunferencia de diámetro AH y la tangente OT a esta ct'r

. cunferencia. OT es el radio de (e) ya que ~ = (jR. OA". 

1.307. En un triángulo acutángulo ABe se trazan las altura\ AH, BK Y C I. 
D esignando por O el ortocentro de ABC: 

1.° Decir dónde se hallan los ortocentros de los triángulos BOC, CAO, 
y ABO. 

2.° Trazar las circunferencias (el), (ez) y (C3) con relación a las cuales 
los triángulos BOe, CAO y ABO son respectivamente autopolares. 

3.° ¿Qué es el punto O con relación a (C l ), (e:!;) y (~)? 
• 1.0 Los ortocentros de BCO, eAO y ABO son respectivamente los vértices 
A, B Y e del triángulo dado. 
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• 2.0 Basta aplicar la construcción señalada en el problema anterior a mda 
uno de los triángulos en cuestión. .. 
• 3.0 El punto O es el centro radical de (el), (C2) y (G,) pues O es el punto 
comútl a los tres ejes radicales.{ 

1.308. En un triángulo ABe se traza la circunferencia circunscrita (e) 
y las tres .medianas AM, EN, CP. Tomando (e) como circunferencia directriz 
dibujar la figura obtenida al t ransformar la figura dada, por polares recíprocas. 

Sea el triángulo ABe acutángulo, O el circuncentro, AM, BN, CP las medianas 
y G su punto de concurso. 

m) 

( g ) J 

Fig. 604-

" 
Las tangeñtes a la circunferencia, trazadas por A, B, e S01l las po/ares de los 

vértices A, B y C. Los puntos M'P' y N' de intersección de dichas tangentes, son los 
polos de los lados BC, AB y AC respectivamente. 

Las perpendiculares a OM' , OP' y ON' trazadas respecti-lJamente en los PWI

tos M ', P' y N' son las polares (m), (p) y (n) de los puntos M , P y N. 
Los puntos 1, J, K de intersección de las polares (p) , (ro) y (n) con las tangentes 

N 'M ', P'N' y P'M' son los polos de las medianas AP, AM y BN. Estos p%s se 
hallan sobre la polar (g) del punto G de concurso de dichas medianas. De la cons
trucción se deduce fácilmente que 0 1\1[ ', ON' y OP' son bisectrices interiores del 
triángulo M 'P'N' y que M '} , P' ! y N'K son · bisectrices exteriores de dicho triángulo 
ya que dichas rectas SOIl perpendiculares a las bisectrices interiores. Por consiguiente. 
los polos 1, J, K, de las medianas del triángulo ABC coinciden con los pies de las 
bisectrices exteriores del triángulo M'P'N' de donde se deduce las propiedades correla
tivas siguientes.-
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g) 

Fig.605 Fig.606 

.Las medianas de un triángulo son concurrentes_ ~ . L os pies de las bisectrices 
exteriores de un triángulo están en línea recta. t 

Si el triángulo dado ABe es obtusá.ngulo en A, (e) es exinscrita con relación 
al triángulo M 'P'N ' determinado por las polares de ABe (tangentes a (C) en A, 
B Y e). Los polos 1, K de las medianas CP y BN son pies de bisectrices in tmores, 
mientras Que J (polo de AM) es pie de bisectriz exterior. De ello se deduce la pro
piedad correlativa de la de las medianas . 

• En un triángulo, los pies de las bisectrices interiores y el pie de la bisectriz 
exterior del tercer ángulo están en lfnea recta .• 

Si el triángulo dado ABC es rectángulo en A, el punto M coincide con O, y su 
conjugado M ' se halla en el infinito. Las polares de B y e (tarlg~tes a (C) en B 



478 APÉNDICE 

y C) son paralelas de suerte que el vértice M' del triángulo M'P'N' se halla en el 
infinito. La polar (g) de G es paralela al lado N 'P'. 

Los polos 1 y K de las medianas CP y BN se haLlav sobre (g) y uno de ellos 
(en la figura, K ), coincide con G '. El polo J de la mediana AM se halla en el in
finito sobre (g). 

11. Ejercicios sobre los ejes radicales 
y los haces de circunferencias 

1.309. D ado un triángulo ABC, se trazan las circunferencias cuyos d iá
metros son AB, Be y CA. H allar su cent ro radical. 

Las alturas son ejes radicales; luego su centro radical es el ortoCetltro del triángulo. 

1.310. En un triángulo ABC, se trazan las bisectrices AD, AD' , BE, BE' 
y CF, CF' y luego las circunferencias cuyos diámetros son DO', EE' y FF'. 
D emostrar que el circuncentro de ABe tiene igual potencia con relación a las 
tres circunferen cias m encionadas: 

Los puntos D . D ' san conjugados armónicos con relación a B. e; E. E' con rela 
ciÓ11 a e, A y F, F ' con relación a A , B. Luego la circunferencia circunscrita al 
triángulo ABC es ortogonal a las tres circu.nferencias mencionadas y por consiguiente 
el circuncentro tiene como potencia el cuadrado del radio de la circunferencia cir
cunscrita. 

1.311. Sobre un eje XOX' se consideran dos pun tos variables PI y PI! 
cuyas abscisas son X l y XI!. 

1.0 ¿Qué puede decirse de las circunferencias de 
~~ - a? I 

2.° ¿Qué puede decirse de ell as si X l X 2 = - a? 
3.° ¿Y si X IX\! = O? 

• 1.0 Tracemos la circunferencia (e) de centro O y de radio a. Sean l, J los 
puntos de intersección de XOX' con (e). Las circunferencias de diámetro Pl P2 

tales que XIX\! = a son ortogonales a (e) ya que 012 = 0]2 = OP¡ . OP2 • Luego 
estas circu.nferencias forman un haz cuyos puntos límites son l y ) . 
• 2. ° Por el punto O tracemos el diámetro KL perpendicular a 1) . Las cir
cunferencias de diámetro Pt P2 tales que X 1X2 = - a pasan por K .v L ya que 
OP¡ . OP2 = - OK2 = - OL2 = - a. 

• 
Dichas circunferencias forman, pues, un haz cuyos puntos básicos son K JI L. 
3.° Si X IX \! = O uno de los puntos P l o PI! coincide con O. 
Dichas circunJerenáas forman, pues, un haz tangente a la perpendirular KOL 

a X 'OX trazada por O. 

1.312. D ados tres puntos A, B Y C t razar la circunfe rencia (e) del haz 
determinado po r los puntos básicos A y B, que pasan por C. 

El centro de (e) se hallq sobre la mediatriz de AB y sobre la mediatriz de los 
segmentos CA )' CB. El centro de (C) es, pues, el circunc€lItro del triángulo ABC. 
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El problema admite siempre soLución excepto cuando e está alineado con H 
y A. E7I este último caso la circunferencia (e) es la recta AB. 

1.313. Dados los puntos A, B, e trazar la circunferencia (e) del haz ·cuyos 
puntos límites ·son los puntos A y B , que pasa por C. 

Tracemos primero la circunferencia (e') qu(' pasa por los puntos A, B y e 
y luego la circunferencia (e) ortogonal a (e ') en C. 

1.314. Trazar la. circunfe rencia (e) que pasa por un punto dado A, y 
pertenece al haz tangente en un punto dado P sobre una recta dada (R) . 

Dicha circunferencia tiene el centro en el punto de intersección 1 de la per
pendiculdr a (R) trazada por P, CQn la mediatriz del segmento AP. Sú radio es IP. 

1.315. Cuatro puntos A, B, e, D , forman una cuaterna armónica . Se 
trazan las circunfe rencias cuyos diámetros son AB y C D. ¿Cuántas circun
feren cias ortogonales a las dos anteriores pueden trazarse? 

Una infinidad. - Sus centros se hallG1l en las porciones exteriores del eje ra 
dical de las dos circunferencias dadas. Forman un haz cuyos punloS límites son los 
puntos de intersección de las dos circunferen cias dadas. 

1.316. Dadas dos circunferencias 
circunferencia (C" ) ortogonal a (e') 
y que admita con (C) la recta (R) 
como eje radical. 

1.'" caso.-(C) y (R) no tienen 
ningún pu.nto común. 

En este caso determinan un haz 
cuyos puntos límites son las interseccio-

(e) y (C') y una recta (R), trazar una 

(C ") 

(R) 

nes IJ, de la perpendicular a (R) tra- O" 
z ada por el centro de (C), con la 
circunferencia cuyo centro es el pie K 
de la perpendicular mencionada , y cuyo 
radio es la longitud de la tangente 
trazada de K a (C). (C") es, pues, 
la circunferencia del haz que es orto
gmwl a (C' ). Su centro O " se halla 
en el punto de intersección de la recta IJ 
con el eje radical de las circunJeretlcias 
(C') y de diámetro 1]. Su radio es la (c, 
Longitud de la tangente trazada por O" 
a~ ~@ 

2.0 caso. - (e) y (R) tienen dos 
puntos comunes A y B. Pasando (C") por A y siendo ortogonal a' (C') pasa también 
por A' conjugado armónico de A con relación a MN extremidades del diámetro 
de (C') cuyo soporte pasa por A. Basta, pues, hallar A ' (t'ntersección de MN con la 
cuerda TT' de los contactos de las tangentes a (C') trazadas por A y luego trazar 
la circwiferencia que pasa por A, B y A '. 

3. CT caso. - (e) y (R) tienen WI punto común A. Como en el caso anterior, 
ya que en A hay dos puntos confundidos (A y B). El centro de (C") se halla sobre 
la perpendicular a (R) trazada por A y sobre la mediatriz de Al\' . 
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(R) 

(C) 
(R) 

(Cl 

(C ') 

Fig.608 Fig.609 

111. Ejercicios sobre -las áreas de las superficies 
planas litnitadas por lineas curvas 

1.317. Aplicar las fórmulas de los trapecios inscr itos, de los trapecios 
circunscritos, de la m edia aritmética, de S impson, de P oncelet y de Parmen tier, 
al t rapecio m ixtilí neo representado en la figura (dim ension es en mm). Confrontar 
luego los resultados con el m étodo de la cuadrícula. 

T enemos: 

Fig.610 

E = 28 + 45 = 73 mm 
1 = 37 + 46,S + 50 + 48 = 181 ,5 mm 
P = 42,5 + 49 + 49,5 = 141 mm 
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F órm. trapecios inscritos: A = 812 (73 + 363 + 282) = 2872 mm2 

F órm. trapecios circunscritos: A = 2 X '8 X 181,5 = 2904 mm2 

, F Órm. media aritmética : A = 8/4 (73 + 1089 + 282) = 2888 mm2 

Fórm. de Simpson: A ~ 8/3 (73 + 726 + 282) ~ 2882,66 mm' 
Fórm. de Poncelel : A ~ 8/4 (73 + 1452 - 85) ~ 2880 mm' 
Fónn. de Par,"e"ti",: A ~ 8/6 (73 + 2178 - 85) ~ 2888 mm' 
La cuad1'icula da unos 2880 mm2 . . 

1.318. Dibujar una semicircunferencia cuyo diámetro AS mida 10 cm . 
Dividjr ~B en ocho partes iguales, trazar las ordenadas correspond ientes y ap licar 
las distintas fórmulas de aproximación para obtener el área del semicírculo. 
Comparar los resultados con el que da 'la fórmula geométrica y la cuadrícula. 

Tenemos: P¡M¡ = 32,5 mm; P2M2 = 43 mm; P3 M :¡ = 48,5 mm; . 
P"M 4 = 50 mm¡ . PsMs == 48,S mm; PIl M s = 43 mm; 

P, M ,. ~ 32,S mm 
E ~ O + O ~ O 

I ~ 32,S + 48,S + 48,S + 32,S 162 mm 
P ~ 43 + SO + 43 ~ . 1 36 mm 

Fig.61 1 

Fórm. trap. inscritos: A = 1 ~5 (O + 324 + 272) = 3725 mm2 

Fórm. trap . circunscritos: A = 2 X 12,5 X 162 = 4050 rnm2 

Fórm. media aritmética: A = ...!.bi (O + 972 + 272) = 3887,5 mm2 

4 

16.--coo.\I.liTKI,. CLAVE. CURSO SUPERIOl< 
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Fórm. de Simpso1/: 

Fór1n. de Parmentier: 

FÓrm. de Poncelet : 

APÉND ICE 

A ~ 1~,5 (O + 648 + 272) ~ 3833,333 mm' , 

A ~ 1 ~5 (O + 1994 - 65) ~ 4018,75 mm' 

A ~ ill. (O + 1296 - 65) ~ 3846,875 mm' 
4 

La cuadricula da /f ilOS 3898 mm:!. . 

La fórmula geométrico da: A = .,~2 = 3,1416 t 2500 = 3927 mm2 

Fig. 61 2 

Cuadro de valores: 

x 8 12 

Y 32 21 

16 20 

16 12,8 

1.319. Una hipérbola equilátera 

, '. 256 ttene po r ecuaClon y = -
X 

1. o Tomando el mm por unidad 
dibujar el trapecio curvilíneo ABen 
cuyos vé rtices tienen p or coordenadas 
.".(8,0), B(40,0), C(40,6,4), D(8,32). 

2.° Div{dir el lado AB en cuatro 
partes ígua les y calcular las ordenadas 
correspondientes a los puntos de di
visión . 

3.° Calculat el área del t rapecio 
apl icando las fórmulas de aproximación 
y confrontarlas con el resultado que da 
la cuadrícula. 

24 28 32 36 40 

10,60 9,1 8 7,1 6,40 

E ~ 32 + 6,40 ~ 38,40 mm 
1 -, 16 + 8 ~ 24 mm 
P 10,60 mm 

FórUl. trap. inscritos : A = 8/2 (38,40 + 48 + 21,2) = 430,4- mm2 

Fónn. trap. árcllIIst"nfos: A = 2 x 8 X 24 = 384 mm: 
Fórm . media llritmétt/a: A = 8/4 (38,40 + 144 + 21 ,2) = 407,2 mm: 

Fón n . d i' SÚ1tPSOII ' A = 8 '3 (38 ,40 .J 96 -+ 21,2) = 414,93 mm~ 
FÓI"11I . de P onceLet: A = 8/4 (38,40 - - 1()2 ~ 24) = 412,8 mm: 
F ór1l1 . de PaJ·melltil'~· . A = 8/6 (3&.40 !.. 288 -:- 2+) = 4-03,2 m m ;) 
La cuadricula da II//OS .J.O :! mm';'. 
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1.320. La hipotenusa de un triángulo rectángu lo curvilíneo OAB es un 

arco de parábola cuya ecuación es y = ~. Las coordenadas de los vértices 
son · 0(0,0), A(24,O) y B(24,27,7). 

1.0 Dibujar este triángulo tomando el mm 
por 'unidad . 

. 2.° Dividir el lado DA en seis partes iguales 
y calcular su área mediante las fórmulas de aproxi
mación. 

3.° Trazar Be perpendicular a OY, calcular 
el área ' del rectángulo OABe, y compararla con 
la del triángu lo curvilíneo OAB. 

x 

y 

Cuadro de valores.-

O 4 8 

O 11 ,2 16 

12 16 20 24 

19,5 22,6 25,2 27,7 

E ~ O + 27,7 ~ 27,7 mm 
1 ~ 11,2 + 19 ,5 + 25,2 ~ 55,9 mm 
p ~ 16 + 22,6 ~ 38,6 mm 

Fig.613 

Fórm. trap . inscritos: A ~ 4/2 (27,7 + 111,8 + 77,2) ~ 433,4 mm' 
F órm. trap. circunscritos: A = 2 X 4 X 55,9 = 447,2 rnm2 

Fórm . media aritmética: A = 414 (27,7 + 335,4 + 77,2) = 440,3 mm2 

Fórm . de Simpson.. A ~ 4/3 (27,7 + 223,6 + 77,2) ~ 438 mm' 
Fórm . de POllcelet: A = 4/4 (27,7 + 447,2 - 36,4) = 438,5 mm2 

Fórm. de Parmentier: A = 4/6 (27,7 + 670,8 - 36,4) = 441 ,6 mm:! 
La cuadricula da unOS 435 mm? 
El área del rectá1/gulo OABe = 24 X 27,7 = 664,8 mm2 

L os 2/3·de 664,8 dan 443 ,2 lo que confirma el teorema conocido: lJEl área de 
un segmentO' parabólico limitado por la curva y una cuerda perpendicular al eje 
es igual a los 2/3 del área del rectángulo cuyas dimensiones son la cuerda considerada 
y la porúó,¡ de eje comprendida entre el vértice de la parábola y el pie de la cuerda. )) 
(GEOM. 650 bis.) 

IV. ·Ejercicios sobre la elipse 

1.321. Dados los focos FF' y Wl punto P de una elipse constru ir los cuatro 
vértices. 

1.° T racemos la recta que pasa por F'F y la mediatr;:::; del segmento F 'F. 
Su punto de ;llterseccióu es el centro O ·de la elipse. 



484 APÉNDICE 

2.0 Tracemos la circunJerencw de centro F' y de radio F'M = F'P + PF = 2a 
la cual corta a La recta F'F en los puntos l' e 1. 

Los puntos medios de los segmentos I'F y.FI son los vértices A' y A de In elipse. 

En efecto 

Asimismo 

OA' ~ FA' - FO ~ F I ' _ FO ~ FF' + F ' I ' - FO ~ 
2 2 

2e + 20 
2 

- c = c + o - c = o 

OA ~ F'A - F 'O ~ F'I - Al - F'O ~ F ' I F I - - - -
2 

= 20 - (20 - 2e) _ e = 20 - a + e - e = a 
2 

FO ~ 

3.° Los puntos de úzlersección de la mediatriz de F'F COll la circunferencia 
de centro F y de radio OA = a, son los vértices B y B' de la elipse. 

B 
M 

B P 

l' A' A Al F ' O F A 
F' O F 

B' B' 

Fig.614- FiJO:. 615 

1.322. Dados los focos F'F y la longitud 2b construir los vértices A' y A. 
1.0 Tracemos la rltcta que pasa por F'F y la mediatriz del segmento F 'F. Su 

punto de intersección es el centro O de la elipse. 
2. 0 Sobre la mediatriz llevemos las distancias OB' = OB = b (S' y B son 

vértices de la elipse). 
3.° Haciendo centro en O y con radi(J BF, llevemos sobre la recta F 'F las 

distancias OA' = OA = BF· (A )1 A ' son los vértices de la elipse). 

1.323. Dados un foco F, un vértice B del eje menor y un punto P de la 
elipse, hallar el otro foco y .los 3 vértices restantes. 

1.° El olro foco se halla sobre la circunferencia de centro B y de radio BF. 
Tracemos esta circunferencia y el diámetro FBM. . 

2.° El otro foco se halla sobre la circunferencia de- centro P y de radio igual 
a P 'M = FM - FP' = 2a - FP. Tracemos, pues, esta ciramferencia. Sus puntos 
de intersección con In circunferencia anterior dml las posiciones F¡ y F2 del otro foco. 
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3.1\ Tracemos los segmentos FFI y FF2 

y sus media trices. Los pies 01 y O2 de es
tus media trices son centros de las elipses bus
cados. 

4.° Sobre estas media trices llevemos res
pectivamente los segmentos OI B¡ = O)B y 
0 2B2 = 02B. 

5.° Sobre la recta F01F¡ llevemos 
OIA¡ = OIAí = BF Y sobre la recta F0 2 F2; 
llevemos OzAe = 02A;' = BF. 

~ Hay, pues, dos eltpses: E¡ cuyos f ocos 
son F y FI Y sus vértices A l, A'¡, B I , B; y E2 

cuyos focos son F y F2 Y sus vértices A2 , A; , 
By B" 
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M 

A, 

B, 

Fig.616 

1.324. H allar el lugar geométrico del cen
tro (e) de una ci rcunfe rencia variable tangente 
a dos circun fe rencias fijas tangentes interiormente. 

Sean las circunferencias fijas de centro 0 1 y O2 

y de radio R¡ y R2 • 

Sea C el centro de la drcunferencia van"able 
tangente a O) en T ¡ y a O2 en T 2 • 

T enemos o;c = O';T¡ - CT¡ = R¡ - CT¡ 
o;c ~ CJ,T, + T;"C ~ R, + T;"C 

Como 
resulta 

~ = T;C 
C>tC + o;c = R¡ + R2 = Cte. 

Fig.617 
El lugar geométrico del punto e es, pues , la 

elipse cuyos focos son 0 1 y O~ y cuyo eje mayor 
es RI + R2 • 

1.325. H allar los vért ices de una elipse 
Sean F y F' los focos y (T ) la tangen te. 
1. o Tracemos la recta que pasa por F 'F 

y La mediatriz del segmento F' F. Su pie O es 
el centro de la elipse. 

2. o Tracemos el simétrico F " de F con 
relacipn a la tangente (T). F 'F " es el TOdio 2a 
de La circunferencia directriz. 

3.° Sobre la recta F'F llevemos D A = 
= OA' = 1/2 F 'F". A y A' son dos vér
tices. 

4. 0 Desde F ' COmo centro cortemos la 
mediatriz de F'F con un radio igual a l P F 'F ". 
Los puntos de intersección BB' son dos vértices 
de la elipse. 

dados los focos y una tangente. 

B 

A' F' O 

I 
B' 

Fig.618 
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1.326. Dados el foco y tres tangentes de una elipse, determinar el otro 
foco y los vértices. 

Sea F el foco dado y (TI)' (T2 ) y (T3) las tangentes dadas. 
1.0 Tracemós los simétricos F¡, 1:"2 . F~ de F con relación a (TI), (T2 ) y (T3 ). 

2.° Tracemos la circunferencia que pasa por Fh F 2 y F3 _ Su centro es el 
otro foco F' de la elipse y su--radio nos da la longitud 2a del eje mayor. 

3.0 Tracemos la recia F'F JI la mediatriz del segmento F 'F. A partir de 
su pie 0, Llevemos sobre F' F los segmentos OA = OA' = a y haciendo centro en F' 
cortemos la medialr;::: de F'F con UlI radio igual a a. Sus intersecciones son los vér
tices By B' . 

1.327. Hallar el lugar geométrico del segundo foco de las elipses variables 
que tienen un foco fijo y son tangentes a una 
recta fija (T) en un punto fijo P. Hallar también 
el lugar geométrico de sus centros. 

1.° Tracemos el simétrico Fl de F con rela-' 
ción a (T). Los centros de las circunferencias direc
trices y, por comiguiellte, el segundo foco de las 
elipses, se hallan siempre sobre la recta PF •. 

Fig.619 

2. ° El centra o de estas elipses se halla siem
Pre en el punto medio del segmento F'F. Su lugar 
geométrico es , pues, la recta M.M2 dedudda de PF, 
mediante la homotecia de centro O y valor 1/2. 

1.328. En una elipse una tangente móvil 
trazadas en los vértices A y A' del eje ·mayor. 

1. ° Demostrar que la circunferencia de 
diámetro PP' pasa por los focos. 

2. ° Demostrar que el producto AP X 
A'P' es constante. 

1.0 Sabernos (GEOM. 619) que el ángulo 
PFP' es constante y en este caso es igual a 
¿ AFA' 

2 
90°. Luego la circunferencia de 

corta en P y P' a las tangentes 

P' 

A' '--::,---'!!-----="?-! A r F' O F 
diámetro PP' pasa por F y por la misma razón 
pasa por F '. Fig. 620 

2.° L os triángulos rectángulos PAF y 
FA'P' tienen los ángulos respectivamente iguales (lados perpendiculares) . Luego. son 

semPiantes y AP = FA 
., FA' A'P' 

Por tanto, AP x A'P'= FA' x FA =(a+c) (a-.c) = a2 - c2 = b2 = Cte. 

1.329. En una elipse los ejes miden 10 cm y 6 cm respectivamente. Calcu lar 
la distan cia focal, la excentricidad, el diámetro de la circunferencia principal, 
el d iámetro de la circunferencia directr iz, el diámetro de la circunferencia ortóp
tica, el valor del parámetro y el área. 

Distancia focal: 2c = 2 ~ = 8 cm 
Diámetro de la circo principal: 2a = 10 cm 
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Diámetro de la circo directriz.- 4a = 20cm 
Diámetro de la cire. orlóptica: 2~ ~ 2 v34 ~ 11 ,662 cm 

3' 9 -= - = 1 8cm 
S S ' 

Parámetro .-

Area: n X 5 X 3 = l S;-r = 47,1240 cm Z 

1.330. Si M es un punto de la elipse cuyos ej es son AA' y BS' y el cen
tro 0, demostrar que la suma de los cuadrados 
de las áreas de los triángulos OMA y OMB ~_~S~==""~ 
es constante. ..... Q 

En efecto : si x, y son las coordenadas de M, 
tenemos .-

1 1 
Area OMA ~ 2" OA X PM ~ 2" a y 

A"~------~~~~~A 
O 

Area OMB ~ ~ OB X QM ~ + b x S' 

(an' + (b;J ~ a'y' ! b~X' Fig. ó21 

P ero como M (x, y) es 101 punto de la elipse, tenemos.-

,r + JC. = 1 es decir 
0

2 bZ 

L uego la suma de los cuadrados de las áreas de los tn"ángulos OMA y OMB, 

a2
y 2 + b2 • .¿. a'2b2 

4 
~ - - = Cte. es el cuadrado del área del triángulo OAB 

F ' A' 

4 

V. Ejercicios sobre la hipérbola 

O 

Fig. 622 

P 1.331. Hallar los dos vértices de una hi-
pérbola dados los focos y un punto P . 

1.0 Tracemos la recta F'F )' la mediatriz 
del segrllento F ' F. 

2.0 A partir del pir O de la mediatriz, 
A F Ue'l)emos: 

OA ~ OA ' ~ .1.. (PF' - PF) 
2 

1.332. Hallar los dos vértices de una hi 
pérbola dados un foco, un punto P y las longi
tudes 2a y 2c. 

1. o El otro foco se halla s()bri! la circunferencia de centro F y de radio 2c. 
Tracemos esta ci.rctmferwcia. 
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2. o También se halla sobre la circunferen
Cta de centro P y de radio (2a + PF). Tracemos 
esta circunferencia. Las intersecciones de ambas 
dan el otro foco. Hay , en general, dos soluciones 
F'¡ y F '2 ' 

3.0 A partir del punto medio de los segmen
tos F 'l F y F'2 llevemos OIAI = O¡ N 1 = 0 2A 2 = 
= OllA'! = a y obtenemos los vértices A IA '¡ y 
A2 • A '2 . 

1.333. Dados los focos y una asíntota, 
hallar la otra asíntota y los vértices. 

2 e La otra asíntota es simétrica de la asíntota 
20 dada, con relación a la recta focal F'F. 

El segmento F '¡FI interceptado sobre una asin-
Fig. 623 tota por las proyecciones ortogonales de los jocos 

tiene una longitud igual al eje transverso. L uego 
desde el centro O basta llevar sobre la recta F'F los segmentos OA' = OA = OF¡ 

= FiF¡ 
2 

1.334. Hallar el lugar geométrico del centro C de una circunferencia va
riable tangente a dos circunferencias fijas tangentes exteriormente. 

Si 0 1 Y O 2 son Los dos centros de las circunferencias fijas y Rl y R2 son sus 
radios, y r es el radio de la circunferencia variable (C) , si (e) es tangente exterior
mente a las otras dos, tenemos: 

CQ, - CQ, ~ (R, + r) - (R, + r) ~ R, - R, ~ Cte. 

y si (e) es tangente interiormente a las otras dos , tenemos: 

CQ, - CQ, ~ (r - R,) - (r - R,) ~ R, - R, ~ Cte. 

En ambos casos el fugór geométrico de e es la hipérbola cuyos focos son 01 y O 2 

y la longitud del eje transverso es (R1 - R2). 

1.335. H allar el luga r geométrico del segundo foco F ' de la hipérbola 
de la cual se conocen un foco F y dos puntos P I y P2 . 

Las circunferencias de centros P I y P2 Y de radios P¡F y P2F son tangentes 
a la circunferencia directriz relativa al otro foco. Luego el lugar geométrico de F ' 
es el lugar geométrico del centro de 'una circunferencia variable tangente a dos cir
cunferencias fijas (problema anterior). Es, pues, la hipérbola cuyos focos son P I y P2 

Y cuyo eje transverso es (PI F - P2 F). 

1.336. Hallar los vértices y las asíntotas de una hipérbola de la cual se 
conocen los focos y una tangente. 

Si F¡ Y F '¡ son las proyecciones ortogonales de los focos sobre la tangente, el 
segmento F¡F '¡ es diámetro de la circunferencia principal. Las intersecciones de esta 
circunferencia con la recta F 'F son los vértices A y A ' de la hipérbola. 

Si por A y A ' trazamos perpendiculares a FF' y las cortamos con la circun-
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lerencia de centro O y de radio OF, obtendremos los cuatro vértices del rectángulo 
cuyas diagonales son las asíntotas. 

1.337. Conocido~ un foco F y dos tangentes T I y T ! Y un punto P de una 
hipérbola, hallar el foco F' y los vértices. 

Los simétricos F¡ y F2 de F con relación a las tangentes T I y T ! se hallan 
sobre la circunferencia directriz de centro F' la cual es también tangente a la cir
cunferencia de centro P y de radio PF. El centro F ' se halla, pues, determinado. 
Para hallar los vértices A y A' bastará llevar sobre FF' a una y otra parte de su 
punto medio 0, los segmentos OA' = OA = a (mitad deL radio de la circunferencia 
directriz trazada). . 

1.338. Dados un foco F y tres puntos P¡P2 Y Pa de una hipérbola hallar el 
otro. foco y los vé rtices. 

La circunferencia tangente a las tres circunferencias (Cl), (Ca) y (C,l) de centro 
PI, Pa y P3 Y radios PIF, P!F Y P3F es la circunferencia directriz cuyo centro es 
el foco F ' buscq.do. Luego a partir de D punto medio de FF' se llevan los segmentos 
DA = OA' = a (mitad del radio de la circunferencia . directriz) . 

1.339. Dados tres puntos alineados en el orden K , L , M, se consideran 
todas las circunferencias (e) tangentes en L a K L 
la recta KM. Por K y M se trazan las tangentes 
KTI y MT2 (diferentes de KLM) las cuales se 
cortan en I. H allar el lugar geométrico de I 
cuando (C) varía. 

y 

Tenemos lT I = IT a; MTz = ML 

KL ~ KT, 

Luego IK - 1M ~ IT, + T,K - IT, -
- T , M ~ T ,K - T,M ~ KL - LM ~ Cte. 

Luego el lugar geométrico del punto 1 es la 

Fig.624 

hipérbola ClJyOS focos son K y M y la longitud del eje transverso KL - LM. 

1.340. Lugar geométrico del centro de las hipérbolas variables admi
tiendo el punto fijo F como foco, y tangentes a dos rectas dadas (R1) y (R,:>. 

Las circunferencias directrices referentes al foco F' variable, pasan por los pun
tos FI y F t simétricos de F con relación a (RI ) y (R2). 

El lugar geométrico de F ' es, pues, la mediatriz del segmento FI F2 • C0'1110 el 
centro O es el punto medio del segmento FIFa, su lugar geométrico se deduce del 
de F' mediante una homotecia de centro F y razón 1/ 2. 

VI. Ejercicios sobre la parábola 

1.341. Dados el foco F y dos puntos PI y Pt de una parábola hallar su 
directriz . 

1.0 Traz ar las circunferencias de centro PI y P2 con radios PIF .l: P2F . 
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2. 0 Trazar las tangentes cmmmes a estas circunferencias. Son Las directrices 
(dos respuestas). 

1.342. Dados un punto P. el parámetro p y la di rectriz (D) de una parábola, 
hallar el foco F. 

1.0 Trazar la circunferencia de centro P y tangente a (D). 
2.0 Trazor una paraleLo a (D) a la distando p. Los plmtos de intersecdón 

S01/ los focos buscados. Hay dos, ulla o cero soludolles. 

1.343. Dados un pum v P y una recta (R) que no pasa por P. 
1.0 Hallar el !ug:.1I' g{'ométrico de los fOC0S de las parábolas que pasan 

por P y admiten (R) como directriz. 
2.0 H alla r los focos de las parábolas anteriores que pasan por el punto M. 

• 1.° Es la ciromferencia de centro P y tangente a (R). 
• 2.0 Son los puntos de intersección de la circll1iferencia anterior con la úrcun
Jerenda de centro M .Y tangente a (R). Esta segunda parte admite dos, lma o cero 
soLuciones según que Las dos circunferencias sean secantes, tangentes o 110 tengan 
ningún punto común. 

1.344. Dados el foco y dos tangentes de una parábola, hallar la tangente 
en el vértice y la directriz. 

1.0 T racemos las proyecciones ortogonales F¡ y F2 del foco F sobre las dos 
tangentes dadas. La recta determinada por Fl y F2 es La tangente T en eL vértice 
de la parábola. 

2.0 La directriz se deduce de T mediante la homotecia de centro F JI de razón 2. 

1.345. Dados el foco F , un punto P y la tangente (T ) que no pasa por P, 
de una parábola, hallar la directriz y la tangente en el vértice. 

1.° Trazar eL simétrico F ' de F con reLación a T . 
2.0 Trazar La ciromJerencia de centro P y de radio PF. 
3.° Por F' traz ar uno tangen te a la circunferencia anterior. Es la directriz (D) 

(dos, una o cero soluciones). 
4.° La tangente en el vértice se deduce de (D) mediante La homotecia de cen

t ro F y de razón 11.2. 

1.346. H allar el foco y la di rectriz de una parábola dados un punto P , 
la tangente en este punto y la tangente (1') en el vértice. 

1.0 E,¡ el punto 1 de intersección de la tangente en P C01l (T) trazar una per
pendicuLar L 'IL. 

2.° Por el punto P trazar una perpendicular a (1') la el/al cortará a L 'IL 
en un punto D de La directriz. 

3.° Por D trazar una paraLela a (1') ; es la directriz. 
4.0 Sobre IL Llevar un segmento IF = DI. La e.\·tremidad de IF es el Joco. 

( También podria hallarse F buscando la intersección de L ' IL con la circunferencia 
de centro P JI radio PD.) 

1.347. H allar el foco y la d irectriz de una parábola con ociendo la trmgen
te (T) en el vértice y las tangentes (TI) y (T2 ) . 
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1.° Por los puntos 11 e 12 de últersección de (T¡) y (T2 ) con (T), traz ar per
pendiculares a TI y T !! .. Su (ntersección da el Joco F. 

2.0 Deducir la directriz de T mediante una homotecia de centro F y de razón 2. 

1.348. Hallar la directriz de una parábola conociendo el foco, un punto P 
y la normal PN en este punto. 

1.0 Trazar la recta NF y el segmento PS perpendicular a NF. 
2.° L levar el segmento FD = SN pero en sentido contrario. 
3. o P or D traz ar la perpendicular a FN, es la directriz. 

1.349. Hallar el lugar geométrico del foco de las parábolas que pasan 
por un punto dado P y admiten una recta dada (R) como tangente en el vértice . 

Si PT es la tangente en P a una de las parábolas, PT cortará a (R) en cierto 
punto 1 que es la proyección ortogonal de F sobre PT. 

Por consiguiente, cuando la tangente PT gira alrededor del punto fijo P, el 
punto 1 describe la recta Jija (R) y F se halla sobre la parábola de Joco P y cuya tan
gente en el vértice es (R). 

1.350. Se consideran todas las parábolas 
d irección dada y que son tangentes a una 
recta dada (R) en uno de sus puntos P . 
H allar el lugar geométrico del foco F y del 
vértice V de dichas paráboJas. 

Como la tangente (R) es bisectriz del 
ángulo fo rmado por el radio vector y la se
mirrecta trazada por P paralelameme al eje 
en la parte exterior de la parábola, el lugar 
geométrico del foco F es la recta trazada 
por P simétricamente a la dirección del eje, 
con relación a la recta (R). El lugar geomé
trico de V es una recta que pasa por P y es 
mediana de los triángulos cuyos lados son la 
recta (R), la perpendicular trazada por P 
a la dirección del eje y el segmento de paralela 
al eJe interceptado por las dos rectas ante
riores. 

cuyos ejes son paralelos a una 

Dirección del eje 

Fig. 625 

o 
E 
5 
:z 

VII. Ejercicios sobre la traslación 

1.351. Dadas dos rectas (R) y (R ') no paralelas y un vector AB, hallar 

sobre (R) un punto P y sobre (R') un punto P ' tales que PP' ~ AB. 
1.0 Imprimamos a (R) la traslació" AB, obtenemos (R" ) que corta a (R') 

en el punto P'. 
2.0 Hallemos el homólogo de P' y obtendremos P. El vector PP' es ~ a AB. 
El problema siempre es posible ya que (R) y (R' ) no son paralelas. 



492 APÉN DICE 

B 
• 

Fig.626 

(C") 

Fig. 627 

<O' 

''--- ---(C' ) 

A------" 
B 

1.352. Dadas dos circunferencias (e) y (e') y un vector AS, hallar sobre (e) 

un punto P y sobre (e') un punto P' tales que PP' ~ AB. 
1.° Imprimamos a (e) la traslación "AB. obtenemos (C") que corta a (e') 

en los puntos P' y p '¡ 
2.0 Hallemos los homólogos de P' y P'I. Obtenemos P y PI-
Los vectores PP' y jiJi '1 son las soluciones pedidas. . 
El problema admite cero, una o dos soluciones según que (e" ) sea exterior tan-

gente o secante con (e). 

1.353. Una circunferencia de radio R constante pero de centro O variable 

T' T 

Fig.628 

pasa por un punto fijo A y se trazan las 
tangentes CT y e 'T ' paralelas a una 
dirección dada (D). Hallar el lugar geom é
trico del centro O y el lugar geométrico 
de los puntos de contacto e y e', 

1.0 El lugar geométrico de a es la 
circunferencia de centr(J A y de radio R 

(O) ya que A es fijo y AO· ~ R. 
Si imprimimos al punto a una trasla 

ción OC perpuldicular a (D) y de ampli
tud (R) vemos que el lugar geométrz'co de C 
es la circunferencia de centro Al y de ra

dt'o R y el 'lugar geométrico de e' es la circunferencia de centro A,. y . de radio R. 

1.354. H allar el lugar geom étrico d el ortocentro a de un triángulo ABe 
cuyos vértices B y e son fijos mientras que el vértice A describe una circun
ferencia fija que pasa por B y C. 

Sea M el centro de la ciromferencia descrita por A. Tracemos el diámetro BlVID 
y las cuerdas AD y cn . Como L IJCD = 90°, DC y Aa son paralelos (perpen
diculares a Be). 

Del mismo modo ca )' DA son paralelos (perpendiculares a AH). Luego (·1 
cuadrilátero ADCa es un paralelogramo y AO = De = Cte. El lllgar geomé

tn"co de O se deduce del lugar geomét rico de A mediante lu traslación De. Es, pues, 
la circunferencia de centro M' y de igual radio Que la descrita por A. 



APÉNDICE 493 

A 

o 

BI~===------=DJ('C 
F ig. 630 

1.355. Trazar una circunferencia tangente a dos 
M' rectas paralelas y que pase por ' un punto dado P . 

1. o Tracemos una de las infinitas circunferencias 
tangen tes a dos rectas paralelas dadas. Sea O su centro. 

2.0 Por el punto P tracemos una paralela a las 
rectas dadas la cual cortará a la circunferencia trazaM 
el! los puntos 11 e 12 , lmprimie,¡do a la circunferencia O 

Fíg. 629 las trasLaciones !Ji e IJ5. obtenemos las circunferencias 
pedidas. El problema admite cero, una o dos soluciones 

según que eL punto P esté al exterior de la banda, en el borde de la banda o en el in 
terior de la misma. 

VIII. Ejercicios sobre la rotación en el plano 

1.356. Un punto P describe la semicircunferencia de diámetro AB = 2R. 
Al exterior del triángulo APB se construye el cuadrado B~DP. H allar el lugar 
geométrico del vértice C. 

Tracemos ¿CBP ~ 90° y BC ~ BP 

Luego e es el homólogo de P en la rotación (B - 900 ). EL lugar geométrico 
de e es, pues, la semicircunferencia _de diámetro BA' . 

A' 

Fig.631 Fig. 632 

1.357. Construir un triángulo equilátero ABC cuyos vértices se hallan 
sobre tres··rectas parfl lelas dadas. 
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Sean (a), (p) y (y) las tres paralelas sobre las cuales se hallan respectivamente 
los vértices A, B Y C. 

En lO! triángulo equilátero, e es el homólogo de B en la rotación (A, 6(0). 
Tomemos, pues, un plll1tD A sobre (a). La rotación (A, ± 600) transforma (P) 

en ( P~) y (PI) las cuales cortan a ( y) en C2 y el respectivamente. 
Conociendo dos vértices del triállgulo equilátero buscado es fácil hallar el tercero. 

{-[ay dos soluciones A, Bh el y A, B2 • C2;_ 
Nota. - Para hallar BI y B2 una vez cOl/ocidos el y ~ se podría también 

lramformar (a) mediante la rotación (el ± 60) o (e! ± 60). Se ilega a las mismas 
soluciolles. 

1.358. Construir un triángulo 

(y ) 

equilátero cuyos vértices estén sobre tres 
circunferencias concéntricas. 

(a: ) 

Sea O el celltro de las tres 
circunfermcias concéntricas (a), (fJ) 
y (y) sobre las cuales se hallan res
pectivamente los vértices A, B y C 
del triángulo equilátero buscado.' 

En 1m tridngulo equilátero, C es 
el homólogo de B en la " rotación 
(A, 6(0) . 

Tomemos, pues, un punto A 
cualquiera de (a). 

La rotación (A, ± 600 ) trans
Jonna (p) en (P,) y (P,) las cuales 
cortan 'a (y) en C l y C't, C:! y C '! 
lo que da cuatro soluciones ACIB l , 

AC'lB'l> Ae::B2 y AC'2B'2. El pro
blema sólo es posible mientras (Ry -

- Rp) ,,;, Ro ,,;, R , + Rp. 

Fig.633 

dos puntos P y P ' de (e) tales que 
sean paralelas (utilizar la rotación 
centro O que transfOffil a P en P ' ). 

1.359. Dados una circunfe
rencia (e) de centro O y dos pun
tos fijos A y B en su plano, hallar 

L POP' = 900 ·y que las rectas AP y BP' 
de 

Si la recta AP es paralela a BP' , la 
rotación (0, 900 ) transforma AP en A 'P' 
perpendicular a BP'. 

El punto P' se halla, pues, en la 
intersección de ce) COll la semicircunfe 
rencia de diámetro BN. 

El problema admúe, pues, cero, una, 
o dos soluciones según el caso, de donde 
resulta la construcción siguiente: 

1. 0 Efectuamos /.0 rotación .(O, 900 ) 

de A hacia B. Obtenemos A' . 

B 

A' 

Fig.634 
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2.° Traz amos la semicircunferencia de diámetro A'B la cual corta a (C) en 
los puntos P'I y P'z. 

3.° Efectuamos. una rotación (O, 90°) de sóaido contrario a la del 1.0. Ob
tenemos así. los puntos p¡ y P2' 

4.° Trazamos APlo APh BP'¡ y BP'2 y los radios OP¡, OPz, OP' . )' OP 'z. 

1.359 b is. Lugar geométrico d E." las rotaciones 
otra , dos rectas dadas (R) y (R'). 

que tran sfonnan una en 

1.er caso.-(R) y (R ') son secantes. El lugar 
geométrico de los centros de rotación e~tá constituido 
por las bisectrices l B e lB ' de los ángulos formados 
por dichas rectas, ya q~e los puntos de dichas bisec
trices equidistan de (R) y (R '). 

2.0 caso.-(R) y (R ' ) son paralelas. El punto 
de intersección 1 está relegado al infinito. Una de las 
bisectrices se ha transformado en la paralela (RH

) 

equidistante de (R) y (R'); la otra bisectriz queda 
relegada al infinito en la dirección perpendicular a 
(R"). 

(R) 

(8) 

(R') 

Fig. 635 

IX. Ejercicios sobre la rotación 
alre dedor de un eje 

(8 ') 

· 1.360. Dados dos puntos P y P ' hallar un eje (E) tal que por rotación 
alrededor de (E) pueda pasarse de P a P'. 

Sea 7l el plano mediatriz del segmento PP' . Cualquier recta (R) de n orientada 
respond.e a la pregunta. . 

1.361. Dados dos planos P y P ' hallar un eje (E) tal que por rotación 
alrededor de (E) pueda pasar~e de P a P'. 

1.Er caso. - P y P' son secantes. Si 11: ji 11: son los planos bisectores de los diedros 
formados por P y p '. cualquier recta de :'t" o n ' paralela a la arista . de dichos diedros, 
una vez orientada responde a la pregunta" 

2.0 -<:aso. - P y P' son paralelos. La intersección de dichos planos queda relegada 
al infinito y ios planos bisectores se confunden con el plano n equidistante de P y p'. 
Cualquier recta de n , orientada,responde 'a la pregu!lta. 

1.362. Dados en el espacio los vectores AB y A'B' de igual módulo pero 

no equipolentes, mostrar que se puede pasar de AS a A'B' median te una rotación. 
Por la recta AA' que pasa por el origen de los vectores pasa un plano :n: COII 

el cual AH y ~ forman ángulos iguales (y ). 

D escompongamos !\B y A 'B ' en XC y A 'e' situados sobre n y en Añ y A'IY 
normales a n. 

XC y ~ tienen igual longitud AB cos y = A'If cos y. 

A15 y A'IY tienen también igual longitud AB sen y = A':W sen y. 
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Fig. 636 

, 
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En el plano l'l existe, pues, un centro O de 
rotación que transforma XC' en ~. Por O pasa 

un eje (E) nonnaL a n que transforma AB el! A"'IY 
mediante una rotación de igual ángulo que la ante
rior. L uego esta rotación alrededor del eje (E) per

mite pasar de AB a 'A'if. 
1.363. D adas dos rectas en el espacio (R) y 

(R ') se señala UI l p unto P sobre (R)-y un punto P ' 
sobre (R '). H allar el eje de rotación que trans
forma (R) en (R') siendo P' ,el homólogo de P . 

de igual módulo. El eJerctcto 
T omemos sobre (R) y (R ') los 'v~ctores PV y P'V' 

anterior da la respuesta . 

1.364. D adas en el espacio dos circunferencias ce) y (e') de igual radio 
y de distin to cent ro O y. O ' demostrar que existen dos rotaciones que permiten 
pasar de (C) a (C'). 

1.e, casc. - Los planos de ce ) y (e ') son secantes. Según el ejercicio n.O 1.361 
los ejes buscados se hallan en los planos bisectores de los diedros formados por los 
planos de C y C' y seglÍn el ejercicio 1.360, los ejes que permiten pasar de O a O' 
se hallan en el plano rr mediatriz de 0 0'. L os ejes buscados se hallan, pues, en las 
intersecciones de :t COl1 cada uno de los dos bisectores antedichos. 

e 

o 

... ,. 1---- - -" 

Fig. 637 Fig. 638 

2.0 caso. - L os planos de (e ) y (e') SO I1 paralelos. SeglÍn el ejercicio 1.361 
el eje buscado se halla en la intersección de :t con el plano equidistante de los planos 
de (e) y (e'). Hay una sola solución. 

x. Ejercicios sobre el sernigiro 

1.365. D adas dos rectas (R 1 ) y (R2 ) en el espacio , dem ostrar que existen 
dos semigiros que permiten pasar de una a otra. 

En efecto. hemos visto (~jercicio 1.363) que existe una rotación que permite 
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pasar de una a otra. Por otra parte sabemos (GEOM. 1.044) que cualquier rota
ción en el espacio puede considerarse de una infinidad de maneras como el producto 
de dos semigiros cuyos ejes son normales al eje de rotación en un punto común . . 

1.366. Se consideran dos semigiros cuyos ejes (El) y (E:) no son copla
narios. Se designan por 0 1 y O2 los pies respectivos 
sobre (El) y (E2 ) de la perpendicular común. Por 0 1 

se traza la recta (R) paralela a (~). 
1.0 ¿Cuál es el producto de los semigiros cuyos 

ejes son (E,) y (R)? 
2. o ¿Cuál es el produCto de los semigiros cuyos 

ejes son (R) y (E2 )? (Aplicaciones al atornillamiento.) 
• 1.0 Como (El) y (R) son secantes, el producto de 
estos semigiros (GEOM. 1.044) es una rotación cuyo eje 
es 0,0, y el ángulo i (O). 
• 2.° Como (R) y (E!! ) son paralelos, el producto de 
estos semigiros (GEOM. 1.043) es una traslación definida Fig.639 

por el vector V = 2 ~. 
Nota~ - De los resultados anteriores puede deducirse que el producto de dos 

semigiros cuyos ejes (El) y (E2 ) no son coplanarios es también el producto de una 
rotación y de una traslación definida por 1m vector paralelo al eje de la rotación . 

En efecto, sea O I OZ la perpendicular común. Por 0 1 tracemos (R) paralela a 
(Ez), (R) y (El) determinan un plano P. Sea M un punto cualquiera de dicho plano. 

Los semigiro~ (El) y (E:t) hacen pasar sucesivamente 
(Ei) el punto de M a MI y luego de M; a M~. (E,) 

'I---- ---¡O, 

fig. 64O 

Si intercalamos entre el paso de MI a M 2 dos 
semigiros de eje (R), el primero hace pasar el punto 
de MI a N y el segundo de N a MI de manera que 
en total cuatro semigiros sucesivos hacen pasar el 
punto de MI a M 2 a saber: M y (E¡) da M I y (R) 
da N y (R) da M, y (E,) da M,. 

Ahora bien, los semigiros (E¡) y (R) equivalen 
. -----a la rotación de eje . 0 1 O2 Y de ángulo 2 (El> R) = -----~ 2 (E" E,). 

Y los semigiros (R) y (E2) equivalen a la trasla
ción V = 2 0 1 0 2 , 

El producto de estas · dos últimas transfonnaciones (rotación y traslación) se 
llama desplaz amiento helicojdal o atornillamiento. Y. recíprocamente, dado un 
atornillamiento de eje (E) de ángulo a y de traslación V, si elegimos un eje (El) 
perpendjculqr a (E) en un punto 0 1 , si llamamos (R) al eje deducido de (El) mediante 
la rotación al2 de eje (E) y luego llamamos (~) al eje deducido de (R) mediante 
la traslación V/2. el producto de los semi giros (El) y (Ez) es equivalente al atornilla-
77liento dado. 
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X I. Ejercicios sobre la inversión 

A , 
Fig.641 

M , s 
1.367. Dados tres puntos A , B, M al ineados 

.con O y tales q ue M es el punto medio de AB, 
una in ve rsión (0, K ) los transforma en A 'B'!\1 ' . 
D emostrar que ° y M ' son conjugados armónicos 
con re lación a A ' y B' . 

En efecto OA + 00 ~ 2rnY1 y OA ~ ~, ; 00 ~ ~, ; 

K K 2K 1 1 2 
Luego OA' + lJll' ~ rnYI' es decir OA' + OB' ~ rnYI' 

relación que demuestra que O y M ' son conJugados a~Ónicos. de A' y B' . 

1.368. D emostrar que si cu atro puntos A, 
B, . C , D forman una d ivisión armónica , una O"--_ _ __ A:;:,..--.:C"--'So:-0+-.-_ 
inversión de centro O alineado con ellos los '"" 
t ransforma en cuatro puntos A ' B /C /D ' formando 
también · una d ivi!.ión armónica. 

y 

En efecto ~ ~ - g;i 

L.uego 

K K - - ---
OA' OC 
K K -- ---

lJll' OC' 
;VC' 
B'C ~ 

(}B ~ -~ 
lJIl"' 

OA -OC 
OB - OC 

K .lL 
DA' 00'. 
K K' - - - - -

(}B' 00' 

oc ~ ---'L 
OC' 

OA - OO 
(}B - oo 

OC' - DA' 
OA'·OC' 

OC' - 00' 
(}B' ·OC' 

1\'1Y 
B'1Y 

y , finalmente, 

Fig.642 

oo' - OA' 
OA' ·oo' 

00' - (}B' 
(}B' ·OO' 

IYA' 
IYB' 

1.369. Se quiere transformar un triángulo escaleno ABe en un triángulo 

o 

Fig. 643 

isósceles (A 'B' ~ A'C ') 
mediante una inve rsión 
cuyo cent ro O esté en 
el plan o ABC. ¿Dónde 
hay que temar OP 

D ebemos tener 

A'B' ~ A 'C ' 
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Luego debemos tener o sea 

esta relación indica que O es el punto de intersección de la bisectriz exterior de LA 
con el lado Be. Tomando por ejemplo por potencia "de inversión OC:, e' coincide 
con C, se hallan A ' y B' conjugados de A y B con relación a la circunferencia de 
inversión (centro 0, radio OC). 

1.370. Dado un punto O sobre una circunferencia (e) de radio (R), ¿cuá¡" 
debe ser la potencia de la inversión de centro O que transfonna (e): 1.0 en un 
diámetro de (e)? 2.0 en !-loa tangente de (e)? 

En el 1 .~r caso: 

En el 2.0 caso: 

P' 
Qj.---f'-- ---l 

Fig.644 

K ~ DI'. DI" ~ 2 R· R ~ 2 R' 
K ~ DI'. DI' ~ 2 R . 2 R ~ 4 R' 

Q P 

Fig. 645 

(C') 

C' 
P' 

1.371. Se t ransforma una circunferencia de centro e y radio R mediante 
una inversión (0, K). Calcular el radio de la circunferencia inve rsa (e') sabiendo 
que OC ~ d '" R. 

Si P Y Q son los puntos de intersección de la recta OC con (C) y P' y Q ' son 

los inversos, tenemos 2 R' = OP' - 00' = ~ - ~ 
DI' mJ 

2R' ",; K (mJ ill' 00-:-CW ) 
K 2R 

(d + R) (d - R) 

Luego 
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1.372. En el problema anterio r, si (el) designa una circunferencia de 
centro e y de radio R ¡ >F R * d Y (e;) es la inversa de (el) en la misma inver
s ión , determinar d para que las circunferencias (e') y (eD sean iguales. 

El problema anterior nos da: 
J2 - R~ 

KR 
Para que RI = R ' debe ser 

d~ - Ri d' - R' 

RldZ - RIR2 = Rd~ - RRr 
d' = RR, (R - R,) 

(R, - R) 

d' (R, - R) = RR, (R - R,) 

resultado imposible. 

1.373. ¿Se puede transformar por inversión , tres circunferencias dadas en 
tres circunferencias cuyos centros estén alineados? 

1.~ caso. - Los tres centros el, C2 y C3 no están alineados. En este caso e l. 
Cz y es están sobre una circunferencia C, que corta a (el), (C2) y (C J ). Tomando 
el centro O de inversión en un punto cualquiera de (CI ) con tal que no sea de i{z ter
sección con alguna de las tres circunferencias dadas, la figura inversa de (C~ ) será 
una línea recta y Los inversos e:. Cí y C; de el, c: y C J estarán sobre esta recta y 
(el), (Cz) y (e:)) se transformarán en circunferencias (eD, (C2) y (e:l) de centros 
O;, O~ y o ;. 

2.° caso. - Los tres centros el, C2 y Ca están sobre· una recta (R). Tomando O 
en un punUJ .cualquiera de (R) que no sea de intersección con alguna de las circun
ferencias dadas , los inversos CL q y C~ de el, C2 y el estarán sobre (R) y las· 
circunferencias· (CI ), (C2 ) y (Ca) se transformarán en circunferencias (CD, (eg) y (CD 
de centros 0 10 O2 y OJo 

1.374. Dados dos puntos A y B exteriores a una cÍrcunferencia (e), trazar 
mediante una inversión conveniente una circunferencia (X) que pase por A y B 

y sea tangente a (C). 

(el 

Fig.646 

Tomemos como centro de in
versión el pmllo A y como po
tencia la potencia de A con rela
ción a (C). La circunferencia (C) 
se transforma en sí misma. La 
recta (AB) en sí misma S1.·endo B' 
el inverso de B. 

Como la cirmnferencia (X) 
buscada debe pasar por A su in
versa será una recta (X' ) y como 
(X) debe pasar por B y ser tan
gen te a (e) su inversa (X' ) pasará 
por B ' y será tangente a (C' ), es 
decir, a (e), de lo cual se deduce 
la construcción siguiente: 

1.0 Se halla B' inverso de B 
(conjugado de B con relación a 
la (e) de itlversión). 



APÉNDICE 

2.° Trazar las tangentes de B' a 
(e). (Puntos de contacto C; y e~.) 

3. o Hallar los inversos el y e2 de 
e; y C~ (intersecciones de ce) con C; 
y e ; .) 

4.° Hallar los centros de (Xl) y 
(X2) (intersecciones de la mediatriz de 
AB con las de ACI y ACt). 

5.° Trazar las circunferencias (Xl) 
y (X,) . 

1.375. '. Transformar mediante la 
inversión (O, r2

) la· figura formada por A 
un triángulo ABC y su circunferencia 
inscrita de radio r y centro O. 

La circunferencia inscrita se trans
forma en sí misma (circunferencia de in
t1ersión) . 

. '. Los lados se transfomtan en arcos de 
cir.cunferencia tangentes a dichos lados y 
limitados por las bisectrices. 

501 

B 

C 
Fig.647 

1.376. Transformar mediante la inversión (O, _ 0
2

) la figura fonnada por 
el cuadrado OABe de lado a y los dos arcos AC cuyos centros respectivamente 

son O y R 
1. ° Los lados OA y bc se 

transformarán en OA' y oc'. C B 

A' o 
A 

H 

C' 

Fig.648 

2.° El arco AC de centro O, se 
~ 

transformará en A 'C' de centro O. 
3.° El vértice B se transforma

rá en B'. 

tm'" = ~ = -ah 
aVZ 2 

4.° El lado AB se lrausforma 

en A1.r y el lado CB en Eir. 
Los centros de estos orcos con 

l. H. 
Los circunferencias soportes de 
~ ~ 

los arcos A 'B' y B'C' pasan por O. 
5.° El arco Ae de ceulro B se 

transforma en el arco A'e' "'yo cen
tro P' es el inverso del pie P de la 
polar de O con relacián al arco AC 
de ('entro O. 
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